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1. Введение в формальные языки и грамматики
1.1. Основные понятия
Все средства общения включают язык. Обычно мы «об​щаемся» с компьютером при помощи языка, который ка​ким-либо образом записывается (диски, телетайп, экран дисплея и т. п.), и, следовательно, предложения языка состоят из строк символов. Действительно, весь вычислительный процесс может рассматриваться как пре​образование одного множества строк в другое. Такие про​цессы ведут себя совершенно определенным образом, и, следовательно, с ними можно обращаться как с матема​тическими объектами — по крайней мере строки могут рассматриваться как элементы моноида. В этой главе мы будем подходить к изучению языка скорее с математической точки зрения, чем с литературной. 
1.1.1. Строки
Буква (или символ) — это простой неде​лимый знак, или символ; множество букв образует ал​фавит.
Пример 1.
[image: image4.png]A={a, b, e}, B={0, 1},
€ = {PERFORM, ADD, GIVING, TO, ..},
E={a,b,¢ ...,2 ¥ zh




Здесь мы можем рассматривать В как бинарный алфавит, С — как алфавит языка Кобол (в котором слова типа PERFORM не могут быть разделены), а Е— как анг​лийский адфавит.
Алфавиты являются множествами, и поэтому к ним можно применять теоретико-множественные обозначения. В частности, если А и В такие алфавиты, что [image: image5.png]


то будем говорить, что А является подалфавитом В, или что В является расширением А.
Строки являются упорядоченными совокупностями букв алфавита (например, алфавита А) и, следовательно, выглядят  подобно  элементам [image: image6.png]


 Однако будет более естественным записывать их в виде а1 а2... ап, а не[image: image7.png](ai, as, .., ap).



Буквы сами по себе также являются строками для случая п = 1. Мы будем допускать случай, когда строка не имеет букв (пустая строка), и обозначать эту строку через Λ. Заметим, что Λ не являет​ся символом, т. е.[image: image8.png]AgEA



для любого алфавита А.
По аналогии с лингвистикой будем строки также назы​вать словами. Множество всех строк (слов) над алфа​витом А называют замыканием А и обозначают А*, так что
[image: image9.png]AP A PAY .. = A e A ={A).
=g




Для удобства определим также множество непустых строк над А следующим образом:
[image: image10.png]A = ANfA) = | A",
oy




Основная операция над строками называется конкатенацией; фор​мально она может быть определена как бинарная опера​ция[image: image11.png]


на А* следующим образом:
[image: image12.png]®: (e, p)— afl.




Аналогично эта же операция определяется для А*. Опе​рация [image: image13.png]


 ассоциативна, но не коммутативна; Λ является единицей в А* по отношению к [image: image14.png]


 Сформулируем ниже основные свойства операции [image: image15.png]


 на А* и А+.
Предложение. По отношению к операции[image: image16.png]



а)  А* является моноидом;
б)   А+ — полугруппа. 
Результат слияния строк α и β, т. е. αβ, заключается в следующем: строка β записывается сразу же за стро​кой α. Другой способ определения строки — рекурсивный: α является строкой над алфавитом А, если или α = Λ, или α = аβ, где [image: image17.png]o s A%



, a β — строка над А. Здесь аβ означает, что буква а стоит непосредственно перед строкой β.
Все слова в [image: image18.png]A" (n={0} UN)}



 состоят точно из п букв; в этом случае говорят, что строка имеет длину п. Длина [image: image19.png]o s A%



 обозначается как [image: image20.png]jeel 1 el



 тогда и только тогда, когда[image: image21.png]aes A"




Очевидно, что[image: image22.png]


 тогда и только тогда, когда[image: image23.png]as A.




Если строки состоят из повторяющихся букв, то обыч​но принимают сокращенные обозначения, чтобы пока​зать, что строку следует рассматривать как произведение (по отношению к операции конкатенации). Поэтому для [image: image24.png]


будем писать
[image: image25.png]A
a’,
aqa =
a?
aa™~t
a”
n
e N,




Будем использовать следующее обозначение для повто​ряющихся строк: строку ababa будем записывать как (ab)2a или же как а(bа)2.
Этот пример иллюстрирует одну из основных трудно​стей при рассмотрении строк. Мы используем строки для описания строк, и, следовательно, мы должны иметь воз​можность различать используемые алфавиты. Если при​веденные выше выражения рассматривались над алфави​том А, а символов «(» и «)» в А нет, тогда смысл по​нятен; с другой стороны, если круглые скобки есть в А, то выражение (аb)2а может быть понято как (ab))a. При условии что мы осознаем возможность таких проблем и знаем, какие алфавиты используются, этих ошибок мож​но избежать, используя различные алфавиты и биекцию между двумя алфавитами. В некоторых случаях может быть более удобно построить мономорфизм между мно​жествами строк, так что одно множество рассматривается над существенно более простым алфавитом.
Пример   2.  Пусть [image: image26.png]B=1{0, 1} n A={a, b, c}.



Тогда [image: image27.png]@ A% —~
B*,



 определенное соотношением
[image: image28.png]o(xy)y=q¢(2)e(y),




где [image: image29.png]z, psE AT



и
[image: image30.png]gla)=0, q@(b)=10, g(c)=110,




является гомоморфизмом моноида (нам надо сохранять комбинации) из [image: image31.png]


Например,
[image: image32.png]©: abbea - 010101100, ¢~': 01011010110 ~ abebe.




В действительности этот метод построения может исполь​зоваться для отображения произвольного конечного ал​фавита в[image: image33.png]{0, 1:%,




Из  определения длины  строки   следует,   что    если [image: image34.png]o, p=4¥,



 то[image: image35.png]lapl = lal+ 11,  la"l =nlal.




Более того, если[image: image36.png]


то
[image: image37.png]



При преобразовании одной строки в другую нежела​тельно, чтобы вся входпая строка изменялась под дей​ствием одной операции; в противном случае процесс мож​но было бы определить только с помощью множества входных-выходных пар. В дальнейшем нам понадобится понятие подстроки.
Пусть заданы строки α и β над алфавитом А. Строка β называется подстрокой α, если
[image: image38.png]o = {pd, q, = A%,




Пример  3.  Пусть [image: image39.png]A=Aa, b, ¢} 1 oo=abac,



Тогда
подстроками α являются следующие строки:
[image: image40.png]A, a, b, ¢, ab, ba, ac, aba, bac, abac.




В частности, заметим, что α является подстрокой самой себя, а Λ — подстрокой α (и любой другой строки), по​скольку
[image: image41.png]= Aabac = AaAbac = AeAbAac = AeAbAaAe =

= AaAbAaAeA = aAbac = aAAbac=...



 
Выделение подстроки естественно приводит к замене подстроки другой строкой. Однако пока еще мы не до​стигли уровня, достаточного для корректного выполнения этой операции. Рассмотрим, что случится, если мы имеем «функцию» f, которая замещает строку ху строкой ухх при условии, что первая строка является подстрокой в операнде. Тогда[image: image42.png]Flpazy) = pqyzz.




Однако неясно, что является результатом[image: image43.png]f(zypxy).



 Возможны два случая —[image: image44.png]


 Аналогично получается,  если  мы  применяем f  несколько   раз.   Тогда [image: image45.png]f{aypay)= yarrpyxx,



 однако, применяя f к [image: image46.png]


 получаем
[image: image47.png]flzzyy)=ayzzy,  Plazyy)= yzazzy aim zyzyrz,




Таким образом, «функция» является не полностью опре​деленной, и мы не можем поправить дело, потребовав чтобы операция изменяла все подстроки, поскольку они могут частично перекрываться.
Ситуация еще более усложняется, если применяются несколько замещающих функций. Необходимы средства выбора определенной подстроки всякий раз, когда возни​кает такой выбор; в частности, мы будем рассматривать подстроку, встречающуюся первой при чтении слева на​право.
Для формализации рассуждений будем использовать порядковые свойства целых чисел и сами целые числа, соответствующие длинам строк. Предположим, что α и β— строки над [image: image48.png]


 является подстрокой β.
Предположим, что α в β встречается m различными спо​собами и что[image: image49.png]


Тогда мы можем записать βт различными способами:
[image: image50.png]B =1yiad) = yetbo=... = Yut8,





где[image: image51.png]Yo, fhed* I<i<mum<n+1



(если α = β, то п = 0; поэтому существует только одна возможность). Бу​дем говорить, что [image: image52.png]


 специфицируют  различные   вхождения α в β и что γ1 дает первое вхождение, а вхож​дение α непосредственно за γ1  является первым вхождением.
Пример   4.   Пусть  g —функция [image: image53.png]


 такая, что  [image: image54.png]{fx, v. p, gi=A,



и g заменяет первое вхождение ху в строке на ухх. Тогда
[image: image55.png]&(paxy)= payzr,  g(zypzy)= yazpey,
g (xypry) = yrzpyrz,




Заметим также, что
[image: image56.png]g°(2"y%) = g (zy2’y) = g (yx'y) = ¢’ (y2ya’} =
=g (ya*yzt) = g (yaya®) = y'aP,
g(y%®) =y’




поэтому
[image: image57.png]


 
Перед тем как продолжить изложение, отметим, что существует. альтернативный набор терминов для буквы, алфавита и слова; это — слово, словарь и предложение соответственно. В некоторых контекстах эти термины бо​лее разумны, однако в этом случае необходимо проявлять особую тщательность в использовании термина «слово», поскольку оно имеет два смысла.

Следует заметить, что каждая грамматика порождает ровно один язык, но обратное неверно: некоторые формальные языки нельзя задать никакой порождающей грамматикой, а каждому языку, который порождается хотя бы одной грамматикой, соответствует сразу бесконечное множество грамматик (причем они могут принадлежать разным классам).

1.1.2. Языки
Совокупность строк (или предложений) называется языком. Формально язык L над алфавитом А — это множество строк в А*; поэтому [image: image58.png]


 Следовательно, операции над строками индуцируют операции на языках. Отсюда получаем L+ (транзитивное замыка​ние L) и L* (рефлексивное замыкание L) следующим об​разом:
[image: image59.png]a} L9={A}

6) ecam Lo u L;— asuxn, to LI, = {ay: z =L, y=L);
8) L*=L~L neN;

1) LY =Unp L™

n) L*=U.0l"




Сейчас обратим внимание на то, как слова могут со​ставляться в предложения, а множество всех предложе​ний, имеющих смысл, образует язык. Нас будут в основ​ном интересовать искусственные языки, такие как языки программирования или языки, описывающие правильные математические выражения, однако вначале будет полез​но рассмотреть случай английского языка. Это даст воз​можность сформулировать некоторые определения таким образом, что мы сможем сделать первые шаги в теорию языка. Возьмем предложение
[image: image60.png]«The dog bit me».




Это предложение можно рассматривать двумя способа​ми. Во-первых, изучать его как простую совокупность слов, каждое из которых является упорядоченной сово​купностью букв; в этом случае предложение рассматри​вается синтаксически. Во-вторых, интерпретировать пред​ложение, считая, что мы понимаем значения слов и их внутренние связи; тогда мы получаем семантику — значение предложения. В дополнение заметим, что если мы  произносим предложение, то оно влияет на нас своим воздействием — прагматизмом. В совокупности эти три области образуют семиотику языка.
Пример 5. В языках программирования Фортран и Кобол утверждения
[image: image61.png]



имеют одинаковый семантический смысл понятий сложе​ния и присваивания, однако у них разный синтаксис. Прагматически они могут быть представлены на некото​рой машине как результат выполнения кода
[image: image62.png]ADD C
STORE A,



 
Основным объектом нашего рассмотрения будет об​ласть синтаксиса. Чтобы проиллюстрировать класс струк​тур, которые мы будем изучать, рассмотрим диаграмму на рис. 1.
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Рис. 1
На самом деле эта диаграмма означает, что <предложенне> может быть построено путем слияния <подлежа​щего), <сказуемого> и <дополнения>, хотя это требует формального определения. Подлежащее состоит из <ар​тикля> с <существительным>, и окончательно получаем <артикль> «the», <существительное> «dog», ..., что дает нам предложение «the dog bit me».
Перед тем как ввести терминологию и обозначения, необходимые для уточнения общих понятий в конкретной ситуации, изображенной на рис. 1, мы установим ос​новные цели теории языков.
Напомним, что для заданного алфавита А язык L яв​ляется произвольным подмножеством множества А*, од​нако произвольные подмножества представляют очень не​значительный интерес. Мы хотим сосредоточить внима​ние на специальных языках, содержащих строки, которые благодаря внешней информации об их семантике считаются осмысленными или хорошо сконструированными.
Наиболее интересные языки бесконечны и, следова​тельно, не могут быть выписаны явно. В этих случаях на​до придумать способы порождения языка; грамматика G может рассматриваться как такая порождающая система. 
Сформулируем две основные задачи формальной теории языков:
а)  Как по заданной грамматике G (и связанным с ней языком L) порождать предложения[image: image64.png]



б)   Как по заданным[image: image65.png]L=A* p s 4%



устанавливать, принадлежит ли [image: image66.png]



Для того чтобы проверить, входят ли эти строки в L, надо знать, как L порождается грамматикой G. Ниже мы опишем общие принципы грамматик с фразовой струк​турой, а затем подробнее рассмотрим некоторый подкласс, имеющий большое практическое значение.
Обозначим через L(G) язык, порожденный граммати​кой G. Тогда алгоритм проверки вхождения[image: image67.png]o€ LiG)



 называется грамматическим разбором; он использует α и G. Часто первоначальная грамматика не подходит для определенной техники разбора, однако она может быть преобразована к эквивалентному, более подходящему ви​ду.

Проводя далее идею манипулирования грамматикой G, в некоторых весьма специальных (но обычных) ситуаци​ях можно перенести почти все (а иногда и все) трудно​сти грамматического разбора в анализ грамматики и, сле​довательно, намного упростить анализ конкретных строк. Спецификация ограничений, которым должны удовлет​ворять эти грамматики, является более сложной. 
Пример 6. Предположим, что А и В — не​пустые алфавиты такие, что

[image: image68.png]|4l=p, |Bl=q¢,




и[image: image69.png]@: A= Np, p: BN



— биекции. Пусть[image: image70.png]%in A¥ >N



определено как
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а [image: image72.png]


определено как
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Доказано, что [image: image74.png]


 является биекцией строк. Для даказательства этого надо найти прямые и обратные образы строк x2yxz в А* и 145332 в В*, где
[image: image75.png]A=1{z,y, 2}, B={1, 2, 3,4,5}.




1.2. Грамматики с фразовой структурой

1.2.1. Основные определения
Определение. Грамматикой с фразовой структу​рой (ГФС) G называется алгебраическая структура, со​стоящая из упорядоченной четверки  (N, T, P, S), где:
а)   N и Т — непустые   конечные  алфавиты  нетерми​нальных и терминальных символов  соответственно та​ких, что[image: image76.png]NNT =3




б) Р — конечное  множество  продукций,[image: image77.png]P VXV



 где [image: image78.png]


 называется словарем G;
в)  [image: image79.png]S=N



называется начальным символом или источ​ником. 
Предполагая, что символ → не содержится в V, соот​ношение [image: image80.png]


 обычно записывают в виде[image: image81.png]o= f.




Понятие продукции, которую также называют прави​лом преобразования, должно давать возможность заме​нять одну строку символов другой. Терминальные симво​лы обычно рассматриваются как неизменяемые символы. Поэтому, возможно, определение продукции в ГФС является чрезмерно общим. На практике соответствую​щие ограничения будут вводиться так, чтобы не нару​шать постоянства терминальных символов, однако сей​час этого определения достаточно.
В качестве первого шага рассмотрим рис. 1 и по​пытаемся понять, как он связан со следующими при​мерами.
Пример   1.   Предложение  на  английском  языке,  приведенное ранее в качестве иллюстрации, может быть определено в грамматике                           G = (N,T, P, S ), где N = {<пред​ложение>, <подлежащее>, <артикль>, <существительное>, <сказуемое>, <дополнение>}; [image: image82.png]T = ithe, dog, bit, mes:



 Р = {(<предложение>, < существительное>, <сказуемое>, <до​полнение>), (<существительное>, (артикль>, < <подлежа​щее>), (< артикль> the), (< подлежащее> dog), (<сказуе​мое> bit), (< дополнение> me)}; S = < предложение>.
Эта частная система порождает только одно предло​жение «the dog bit me» и, следовательно, может быть заменена на
[image: image83.png]N = {{upepnowoenne>),
D = {{{opegmomsemne> the dog bit me)}




или даже на
[image: image84.png]L = {the dog bit me}.




Однако если мы в данном случае захотим расширить язык, чтобы включить в него все предложения, начина​ющиеся со слов, скажем, «the lion», «the rat», «the tiger», со сказуемыми «ate» и «attacked» и дополнениями «you» и «Napoleon» (тогда L будет иметь более 35 элементов), то это может быть сделано добавлением только семи до​полнительных элементов к каждому из множеств Т и Р. В этом примере размер ялыка составляет 4*3*3, в то время как размер множества Р примерно равен 4 + 3 + 3. Еще большее значение имеет тот факт, что мы можем включить все предложения вида «the dog bit (the son of)n Napoleon» (их бесконечное множество), добавляя к Т и Р незначительное число элементов. 
Перед тем как описать механизм порождения пред​ложений, мы должны упомянуть нотацию, введенную Бэкусом (нормальная форма Бэкуса или форма Бэкуса-Наура, БНФ). Она особенно полезна, когда мы хотим использовать элементы из N, которые можно спутать с элементами из Т такими, как {предложение) и «пред​ложение». Эта нотация использует четыре символа:
[image: image85.png]== (Mera-npmesouth), < (META-OTKPEITR),
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Понятия «мета-открыть» и «мета-закрыть» используют​ся для того, чтобы выделять строки в качестве элемен​тов N, «мета-присвоить» заменяет символ →, и если [image: image86.png](o, PYEP, (o, Y)EL,



 то это может быть записано в виде [image: image87.png]


 что читается как «α есть β или γ».
БНФ впервые использовалась для определения син​таксиса Алгол-60. В случае, если у читателя имеются какие-либо сомнения в том, что БНФ способна опреде​лить что-нибудь серьезное, рекомендуем прочитать сооб​щение про Алгол-60. В работах по формальным языкам обычно избегают длинных строк в N и, следовательно, нотация Бэкуса не используется, за исключением сим​вола мета-или. Обычно прописные буквы используют для обозначения элементов N, а строчные — для элемен​тов Т.
Пример  2.  Рассмотрим G=(N, Т, Р, 5), где
[image: image88.png]N={5 T} T=A{a, b, ¢ d),
P={§—+aTd, T-bTlblcT|ch




Заметим, что двойное использование Т в этом примере не вызывает никаких затруднений.
Грамматика  будет  порождать   все   строки  a(b, c)+d, однако мы  все еще не показали, как этого можно достичь. Будем использовать продукции следующим об​разом.
Пусть[image: image89.png]w pE V¥



тогда β прямо выводится из α, если
[image: image90.png]


 где[image: image91.png]4 0, p=V* o=Vt g a-pelp,




Этот факт будем записывать в виде [image: image92.png]-
a=f,



 ; он может не​формально рассматриваться как преобразования строки α в строку β замещением подстроки σ в α  на ρ. (Заме​тим, что не обязательно заменять конкретное вхождение σ в α  или использовать конкретную продукцию с левой частью σ. Возможны любые вариации.)
Пусть теперь α  и β — слова над V и существует ко​нечная   последовательность [image: image93.png]o,y

ey

“ooy



 где[image: image94.png]



[image: image95.png]=D H =) = &




 Тогда будем говорить,
что α порождает β  (записывается[image: image96.png]o:—:-»f&)



 и что вывод β из α реализуется следующим образом:[image: image97.png]- R gl 3 R




[image: image98.png]


 Аналогично[image: image99.png]-
a=f,



если вывод использует
непустую    последовательность    прямых    выводов.    Если
[image: image100.png]as VY



 такое, что[image: image101.png]*
S=a,



 то α называют сентенциальной
формой. Более того, если [image: image102.png]*
a=T*g S=a,



то α является
предложением, порожденным G. Таким образом, язык L(G), порожденный G, есть [image: image103.png]{e: a=T* 1 S* = of,



 Там, где    G    подразумевается,    можно    определить [image: image104.png]



[image: image105.png]= {: ocET*,XENuX;:»a}.



 Поскольку, применяя про​дукции к сентенциальным формам, можно действовать достаточно произвольно, то возможно существование не​скольких допустимых выводных последовательностей для данного предложения в L(G), где G — конкретная грам​матика. Среди этих последовательностей мы выбираем ту, которая на каждом этапе оперирует с самой левой из возможных подстрок, в которой элементы заменяются на элементы из Р. Такая последовательность называется (левой) канонической выводной последовательностью для предложения.
Пример 3. Пусть
[image: image106.png]G=0{B}L {(,)} P B),




где
[image: image107.png]P={B->(B)IBBI( )}




Тогда предложение ( ) (( ) ( )) может быть выведе​но многими способами.
Приведем пять из них:
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Первый из этих выводов является каноническим.
1.2.2. Иерархия Хомского 

 Обсуждавшаяся до сих пор система — сильное описательное средство, однако при создавшемся положении вещей она является слишком общей. Тем не менее, если наложить ограничения, мы получим более интересный, хотя все еще достаточно мощ​ный математический объект. Начальные ограничения, которые мы будем накладывать на структуру граммати​ки, определяют элементы Р.
Определение (иерархия Хомского). Пусть G = (N, T, P, S) является ГФС, описанной в п. 1.2.1. Такую грамматику называют грамматикой Хомского типа 0. Если все элементы Р получаются из формы[image: image109.png]


 где [image: image110.png]a =YX,



 а [image: image111.png]Bo=v0%2, Y1, zEVF, 2EN 0EVT,



    то гово-
рят, что G является контекстно-зависимой грамматикой, или грамматикой Хомского типа 1 (КЗГ). (В этом опре​делении строки[image: image112.png]LTER B )



могут рассматриваться как кон​текст,  в   котором  х может  заменяться  посредством  δ).
Другим (альтернативным) ограничением для грамма​тики Хомского типа 1 является то, что в каждой продук​ции α и β должны быть такими, что [image: image113.png]


. (Экви​валентность этих двух определений неочевидна и доказы​вается ниже.)  Если подстановки могут быть выполнены без рассмотрения контекстов, тогда мы можем заме​нить «контексты» [image: image114.png]LTER B )



 пустой строкой Λ и получить более   слабое   ограничение:   если[image: image115.png]


 то [image: image116.png]


и [image: image117.png]


 Этому ограничению удовлетворяют грамматики Хомского типа 2. Наконец, если Р состоит только из про​дукций вида [image: image118.png]x = 9,



 где [image: image119.png]reNn1o=eTUTN



 (так, что пра​вая часть является или единичным терминалом, или единичным терминалом, за которым следует единичный нетерминал), то говорят, что G является грамматикой Хомского типа 3. 
Часто бывает полезно использовать более общие фор​мы внутри множества продукций, хотя формально это и не разрешается. Хотелось бы быть в состоянии вклю​чить пустую строку Λ в качестве правой частя любой продукции. Однако, как увидим позднее, это вызывает трудности. Такие Λ -продукции крайне необходимы с об​щей точки зрения, если только[image: image120.png]


В этом случае мы можем добавить [image: image121.png]


 к Р при условии, что S не встре​чается в правой части любой продукции. Однако в неко​торых случаях необходимо разрешать также и более об​щие Λ -продукции. Чтобы различать грамматики Хомско​го и те грамматики, в которых разрешаются Λ -продук​ции, введем расширенные версии грамматик Хомского типа 2 и 3 — контекстно-свободные и регулярные грам​матики соответственно.
Языки, порожденные каким-либо из этих типов грам​матик, имеют аналогичные названия. Так, структурная грамматика порождает структурный язык, структурная грамматика Хомского типа 1 — язык Хомского типа 1, контекстно-свободная грамматика — контекстно-свобод​ный язык, а регулярная грамматика порождает регуляр​ный язык (пли регулярное множество). Большинство практических языков являются некоторыми расширениями контекст​но-зависимых языков. Чтобы указать на ограничения контекстно-свободной грамматики, рассмотрим следую​щий важный пример.
Пример   4. [image: image122.png]{z*y*z": n= Nt



 является  контекстно-зависимым языком. Предположим, что G = (N, T, P, S), где
[image: image123.png]N={S, X, 7,2, T=lzy 12, P=(P,.., P},
Py =8~ 18YZ, Py=S-23VZ,




[image: image124.png]Py=zY—~zy, Pi=yY-ryy, Ps=yZ-—yz
Pe=2Y~>YZ, Pr=1%~z.




Вначале заметим, что для любого[image: image125.png]


мы можем получить
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поэтому
[image: image127.png]{z"y"z™: neNh= L(G).




Теперь мы должны показать, что никакие другие строки не могут быть порождены G. Хотя возможны не​которые изменения в порядке применения правил (P1), (Р2) и (Р6), любое предложение должно выводиться по​средством сентенциальной формы такой, как[image: image128.png]aYZa,



где α состоит из п — 1 символов Y  и Z. Для того чтобы по​лучить строку над Т, мы должны в конце концов исполь​зовать правила (Р4), (P5) и (Р7), однако (P7) может преобразовать Z в z только в контексте zZ, а (Р5) осу​ществляет такую же замену в контексте yZ. Аналогично для замены Y  на у при помощи правил (Р4) и (Р3) тре​буются контексты yY и xY соответственно. На этой ста​дии подстрока хп состоит только из терминалов, поэтому на следующем шаге строка должна иметь вид[image: image129.png]


и получаться при помощи (Р3). Однако мы знаем, что пра​вильное предложение должно порождаться преобразова​нием из Zα в [image: image130.png]Yr-lir



 посредством (Р6). Действительно, только таким образом можно успешно получить строку.
Предположим, что мы имеем промежуточную подстро​ку вида [image: image131.png]ypY™mZrYsn,



 где β состоит из оставшихся элементов Y и Z. Из рассуждений, аналогичных приведенным вы​ше, следует, что для получения подстроки[image: image132.png]VigirAs 4]



нужно т раз применить (Р4). Однако, если сейчас мы ис​пользуем (Р5) для получения[image: image133.png]ymtigZe-iyg,



 то никаким правилом нельзя заменить элемент Y  на у (или любой другой терминал). Единственный способ выйти из этого положения — это р раз применить (Р6), чтобы переме​стить Y влево и, следовательно, получить [image: image134.png]ol Thir A




Это пример контекстно-зависимого языка, который, как будет показано, не является контекстно-свободным. Аналогично существуют контекстно-свободные языки, которые не являются регулярными. Вернемся теперь к доказательству эквивалентности альтернативных определений контекстно-зависимых грамматик.
Определение. Грамматики G1 и G2 эквивалентны, если
[image: image135.png]L(G\Y=L(G,).



 
Предложение. L является контекстно-зависимым языком тогда и только тогда, когда он может быть по​рожден грамматикой, у которой продукции [image: image136.png]


 удов​летворяют условию[image: image137.png]



Доказательство. Если L — контекстно-зависи​мый язык, то существует грамматика G с продукциями вида [image: image138.png]odp = ard,



 где [image: image139.png]AeiN,y=sV " no, pEVF



 такие, что L = L(G). Однако
[image: image140.png]ladpl = el + (Al HIpl =l + 1+ 151 =1,
laypl = lal + Iyl + 181 = lad + 1 + 1] = ladpl.




Следовательно, [image: image141.png]1< ladfl < laypl,



 что и требовалось доказать.
Пусть G=(N, Т, Р, S) - грамматика, у которой про​дукции σ→μ удовлетворяют соотношению[image: image142.png]


 Мы должны создать грамматику G', эквивалентную G, с продукциями вида[image: image143.png]



Продукции из G имеют вид
[image: image144.png]1) A= %.,.Yp HIA e
2) aonn—=Bt...BpTHe nSgEASN, &ty B, L EV.




Во всех продукциях заменим каждый встречающийся элемент[image: image145.png]


 новым  нетерминальным  элементом  Ai  и включим продукции [image: image146.png]A;—»a, B G




 Продукции типа 1)  теперь имеют правильную форму и включены в G'. Однако продукции типа 2) необходимо модифицировать. Сейчас они имеют вид
[image: image147.png]W...W,>T1...Y, n<g,




где Wi и Yi  являются нетерминальными символами новой грамматики. Для каждой такой продукции введем новые элементы [image: image148.png]


 не    являющиеся    терминалами, и п + q новых продукций: п продукций
[image: image149.png]W, ... Wos PiWy .o Way
W, ... Woos P 7, W, . Way

P PucaWars Wa s Py PocaPaca Wi,

Pror PacsPacaWa o> P PucaPuca PP -




и q продукций
[image: image150.png]—]\’1?2...‘}",—‘ v ¥...7,
¥iYe... Vo> ViVaFs. ..V

YiYs... YoV, = Vi¥e... YoV




Все эти продукции имеют вид [image: image151.png]



Новые   нетерминалы [image: image152.png]


вынуждают   применять эти продукции в написанном порядке так, чтобы никакие из предложений, не входящих в исходный язык, не могли быть созданы. 
В заключение этого параграфа обсудим понятие не​однозначности. Классическим примером неодиозначного предложения является предложение
«They are flying planes».
Мы имеем две интерпретации этого предложения, зави​сящие от того, рассматриваем мы «are flying» как ска​зуемое или же «flying planes» как дополнение. Это при​водит нас непосредственно к точному определению не​однозначности. Язык называется неоднозначным, если он содержит неоднозначное предложение. Предложение яв​ляется синтаксически неоднозначным, если оно имеет более одного канонического вывода, в семантически неод​нозначным, если для аадашгого канонического вывода оно имеет более одной интерпретации. (Выводы относятся не непосредственно к языку, а к грамматике, порождающей его. Следовательно, мы должны ссылаться на неоднознач​ную грамматику; однако существуют существенно неод​нозначные языки, которые могут порождаться только не​однозначными   граммаиикали)    Для   более   подробного изучепия семантических пеоднозпачпостей рекомендуем обратиться к специальной литературе о языках програм​мирования, а сейчас проиллюстрируем синтаксические неоднозначности двумя примерами.
Пример 5.
1. Пусть[image: image153.png]G=({&), i, -}, (E-E-E|1), E).



.                                                      Тогда
[image: image154.png]oy E=>E~E~
= {—F=
> {-E-E=
s{-1-E=>
={-1-1;

6} EE~E=
wE-E-E=
> {-E-E=
o f{—1—E=
>1—1-1,




Из этих последовательностей следует, что два указанных вывода являются различными, и, следовательно, хоте​лось бы придать им различные значения. В примере a) второй знак «минус», вычисляемый вначале, дает 1; в примере б) первый знак «минус», выполняемый пер​вым, дает —1. (Диаграммы на рис. 2 иллюстрируют различные структуры.)
[image: image155.png]/l\ /l\
} /i\ /l\ f
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1 b




Рис. 2
2. Рассмотрим хорошо известный пример из первой спецификации языка Алгол-60. Сужая грамматику до относящегося к делу подъязыка, будем иметь продукции
[image: image156.png]§—if B then S else S!if B then S| U,




где   S — утверждение,   В — булево   выражение,   U — безусловное утверждение. Теперь рассмотрим выражение
[image: image157.png]if B, then if B; then U, else Us.




Мы не знаем, принадлежит ли else U2 к if B1 или к if B2. Формально мы можем вывести это предложение, рассматривая В и U как терминалы, следующим образом (рис. 3, a, b соответственно):
-
[image: image158.png]A7
AN
|

I
TN
b J,




Рис. 3
[image: image159.png]a) §=if B then §=
= if B then if B then § else §=




[image: image160.jpg]= if B then if B then U else S =

= if B then if B then U else U;
6) S=-if B then S elsc S =

= if B then if B then S else S =

= if B then if B then U else S =

= if B then if 5 then U else U. /




1.3. Определение формальной грамматики и языка
1.3.1. Первичные понятия
Определение. Конечное множество символов, неделимых в данном рассмотрении, назы​вается словарем или алфавитом, а символы, входящие в множество, - буквами алфа​вита.
Например, алфавит A = {a, b, c, +,!} содержит 5 букв, а алфавит                                             B = {00, 01,10,11} со​держит 4 буквы, каждая из которых состоит из двух символов. 
Определение. Последовательность букв алфавита называется словом или цепочкой в этом алфавите. Число букв, входящих в слово, называется его длиной.
Например, слово a=ab++c в алфавите A имеет длину І(a) = 5, а слово b=00110010 в алфа​вите B имеет длину І(b) = 4.
Если задан алфавит A, то обозначим через A* множество всевозможных цепочек, кото​рые могут быть построены из букв алфавита A. При этом предполагается, что пустая це​почка, которую обозначим знаком $ , также входит в множество A*.
Определение. Формальной порождающей грамматикой Г называется совокупность четырех объектов: [image: image161.png]T={Vg Vs <I>eV4,R},



 где VT - терминальный алфавит (словарь); буквы этого алфавита называются тер​минальными символами; из них строятся цепочки порождаемые грамматикой;
VA - нетерминальный, вспомогательный алфавит (словарь); буквы этого алфавита используются при построении цепочек; они могут входить в промежуточные цепоч​ки, но не должны входить в результат порождения;
[image: image162.png]<>



 - начальный символ грамматики[image: image163.png]<I> e V,.




R - множество правил вывода или порождающих правил вида а              α → β , где α и β - цепочки, построенные из букв алфавита [image: image164.png]ViUV,



 который называют полным алфавитом (словарем) грамматики Г.
В множество правил грамматики могут также входить правила с пустой правой частью вида <Е> → . Чтобы избежать неопределенности из-за отсутствия символа в правой час​ти правила, условимся использовать символ пустой цепочки, записывая такое правило в виде[image: image165.png]<E>—>§.




Чтобы установить правила построения цепочек, порождаемых грамматикой, вве​дем следующие понятия.
Определение. Пусть[image: image166.png]r=1—%v



- правило грамматики[image: image167.png]Tuna=yTy"



 - цепочка символов, причем [image: image168.png]X X"
e(ViuVy)~



 Тогда цепочка[image: image169.png]'3:
ryx"



может быть получена из цепочки путем применения правила r (т.е. заменой в α цепочки τ на γ). В этом случае говорят, что цепочка β непосредственно выведена из цепочки α и обозначают это
[image: image170.png]oa=p.




Определение. Если задана совокупность цепочек [image: image171.png]Q = ( Wy, Biyeers®n),



 таких что существует последовательность непосредственных выводов:
[image: image172.png]Wy = W1y, T1= T2y 000 s 31 T py




то такую последовательность называют выводом [image: image173.png]@ ¢ =>* Ty



 из [image: image174.png]@ ¢ =>* Ty



 в грамматике Г и обозначают
[image: image175.png]@ ¢ =>* Ty




Определение. Множество конечных цепочек терминального алфавита VT граммати​ки Г, выводимых из начального символа <I>, называется языком, порождаемым грамматикой Г и обозначается L( Г).
[image: image176.png]I(T)={w e Vi |<I>>*w}.




Определение. Если язык, порождаемый грамматикой Г, не содержит ни одной конечной цепочки (конечного слова), то он называется пустым.
Утверждение. Для того, чтобы язык L( Г ) не был пустым, в множестве R должно быть хотя бы одно правило вида [image: image177.png]r=y—>v,



 где [image: image178.png]yeVyp

*



и должен существовать вывод
[image: image179.png]<I>=%y.




1.3.2.  Типы формальных языков и грамматик
В теории формальных языков выделяются 4 типа грамматик, которым соответствуют 4 типа языков. Эти грамматики выделяются путем наложения усиливающихся ограниче​ний на правила грамматики.
1.3.2.1. Грамматики типа 0

Грамматики типа 0, которые называют грамматиками общего вида, не имеют ника​ких ограничений на правила порождения. Любое правило
[image: image180.png]r=n—-vy




может быть построено с использованием произвольных цепочек [image: image181.png]N,y e (VruVy*




К нулевому классу относятся все формальные грамматики. Элементы этого класса называются неограниченными грамматиками (англ. unrestricted grammars), поскольку на них не накладывается никаких ограничений. Они задают все языки, которые могут быть распознаны машиной Тьюринга. Эти языки также известны как рекурсивно перечислимые (англ. recursively enumerable). 

Правила можно записать в виде: 

[image: image182.png]o —



, где [image: image183.png]


— любая непустая цепочка, содержащая хотя бы один нетерминальный символ, а [image: image184.png]


— любая цепочка символов из алфавита. 

Практического применения в силу своей сложности такие грамматики не имеют. 

Пример
Продукции: 

[image: image185.png]S —+abcc
B—A

BAA = d
Ac— B

A— AAA | dB




Выведем в данной грамматике строку [image: image186.png](1¢lclel



: 

[image: image187.png]S = abcc = aAce = abec = aAc = ab = aA = adb = adA =
ad AAA — addBAA — addd




1.3.2.2. Грамматики типа 1
Грамматики типа 1, которые называют также контекстно-зависимыми грамматика​ми, не допускают использования любых правил. Правила вывода в таких грамматиках должны иметь вид: [image: image188.png]X<A>Y2 = Y1® Y25



 где [image: image189.png]A1s X2



- цепочки, возможно пустые, из множества [image: image190.png](VoL V)%,



символ[image: image191.png]<A> € V,



 а цепочка [image: image192.png]® e (Vru Vy)*.



 Цепочки[image: image193.png]PR 4



остаются неизменными при применении правила, поэтому их называют контекстом (соответственно левым и правым), а грамматику - кон​текстно-зависимой.
Первый класс представлен неукорачивающими и контекстно-зависимыми грамматиками. 

	Определение:

	Неукорачивающая грамматика (англ. noncontracting grammar) — это формальная грамматика, всякое правило из [image: image194.png]


которой имеет вид [image: image195.png]o —



, где [image: image196.png]a.3 e {EUN}T



и [image: image197.png]


(возможно правило [image: image198.png]S — =



, но тогда [image: image199.png]


не встречается в правых частях правил).


	Определение:

	Контекстно-зависимая грамматика (англ. context-sensitive grammar) — это формальная грамматика, всякое правило из [image: image200.png]


которой имеет вид [image: image201.png]


, где [image: image202.png]a.7 e {XUN}?



, [image: image203.png]


и [image: image204.png]


(возможно правило [image: image205.png]S — =



, но тогда [image: image206.png]


не встречается в правых частях правил).


Языки, заданные этими грамматиками, распознаются с помощью линейно ограниченного автомата (англ. linear bounded automaton) (недетерминированная машина Тьюринга, чья лента ограничена константой, зависящей от длины входа.) 

Известно, что неукорачивающие грамматики эквивалентны контекстно-зависимым. 

Пример
[image: image207.png]



Продукции: 

[image: image208.png]S —UlZ
S — 0AS?2
A0 — 04
Al — 11




1.3.2.3. Грамматики типа 2
Грамматики типа 2 называют контектно-свободными или бесконтекстными грам​матиками ( КС-грамматики или Б-грамматики).
Основные определения. Контекстно-свободные грамматики (КСГ) и контекстно-свободные языки (КСЯ) важны для практических вычислений, так как, хотя большинство языков является некоторым расширением контекстно зависимых языков, их легче изучать как кон​текстно свободные языки, а затем по другим  (семанти-
ческим) критериям отбросить некоторые из предложений. В этих случаях на КЗГ можно ссылаться как на грам​матики, специфицированные связанным синтаксисом, а на КСГ — как специфицированные несвязанным синтак​сисом. КСГ также дают возможность прояснить вопросы, содержащие (синтаксическую) неоднозначность.
Последовательность вывода[image: image209.png]os L(G)



может быть изо-
бражена как упорядоченное дерево   (см. ниже). Корень
дерева обозначен через S, и если [image: image210.png]*
SasT*



  и                                             α = а1 ...а п, то выходы помечены  по порядку а1,  ..., ап.
Предположим, что[image: image211.png]hd *
S=f=y=>a



 и что[image: image212.png]B=y



достигается в результате применения продукции [image: image213.png]


 где
[image: image214.png]


 В дереве это представляется пометкой вершины С и т ее преемников (точек, из которых С достигается за один шаг) [image: image215.png]Nty v Yme



 Поэтому метки могут быть одинаковыми.
Пример   .   Рассмотрим   грамматику   с   продук​циями
[image: image216.png]ErTIE+T, T~11I+7, I~(E)z




Обычно в случае контекстно-свободных грамматик мы будем опускать другие эле​менты грамматики; первое правило специфицирует ис​точник, а нетерминалами яв​ляются только символы в левой стороне продукций. В этом случае вывод предло​жения х + х * х может быть изображен так, как это сде​лано па рис. 4. 
[image: image217.png]fum—R

B bt — R




Рис. 4
С конструктивной   точки зрения это изображение называется    деревом    вывода.                                                :
(Когда это дерево используют для того, чтобы проанали​зировать, могут пли не могут строки содержаться в L(G), оно пазывается деревом грамматического разбора.) Легко видеть, что предложение является неоднозначным, если оно имеет два неизоморфных дерева вывода, и что для контекстно-свободных грамматик канонический грамма​тический разбор изоморфен любой другой схеме обхода
дерева.
Мы  уже  установили  тот  очевидный  факт,  что  КСГ являются более ограниченными, чем КЗГ, но тем не менее они все же обладают весьма широкими изобразитель​ными возможностями.
Пример  .   Используя контекстно-свободные пра​вила, можно породить:
1)   все последовательности из символов А:
[image: image218.png]S=A4S|A;




2)   все непустые списки из символов А, отделенные друг от друга символами В:
[image: image219.png]S~ Al ABS;




3)   те же списки, что и в примере 2), однако до​пускается возможность пустого списка:
[image: image220.png]S—~TIA T—AlABT;




4)   все   строки,   начинающиеся   с   последовательности символов А или В и оканчивающиеся символами С или D соответственно:
[image: image221.png]S— ASC|BSD|X:




например,
[image: image222.png]S [SIHSH X.




В этих примерах А, В, С, D и X могут быть опреде​лены дополнительно. 
Характеристические свойства. Особенностью рас​смотренных выше примеров, о которых вскоре мы смо​жем сказать несколько больше, является свойство ре​курсии (один шаг рекурсии при каждом n 
[image: image223.wmf]Î

N), Труд​ности возникают тогда, когда требуется наложить неко​торые ограничения на глубину рекурсии, не придумывая новых правил для каждой допустимой глубины рекурсии. Поскольку N и Р конечны, то очевидно, что если не раз​решать никаких рекурсий, то L(G) также будет конечен, и этот случай не очень интересен.
Прежде чем идти дальше, введем необходимую тер​минологию. Говорят, что грамматика G:
а)   леворекурсивная, если в ней имеются выводы вида
[image: image224.png]h
X=>Xa, e XeN,acVh




б)   праворекурсивная,   если   в   ней   имеются   выводы вида
[image: image225.png]-
X=aX,



 где   X   и   α такие же, как и выше;
в )самовключающая, если она имеет выводы вида
[image: image226.png]X=.>chﬁ. e XN n a,peV’.




Говорят, что КСГ рекурсивна, если имеется один из слу​чаев а)—в). Из сделанных выше замечаний ясно, что желательно бы иметь в грамматике «петли», однако не произвольного типа. Сформулируем результат о возможностях КСГ. В тео​рии КСЯ это, вероятно, наиболее известный результат. Его доказательство использует рекурсивные свойства КСГ и структуру деревьев. Этот результат известен как лемма   о   разрастании   для   КСЯ   или   же   как   uvwxy теорема.
Теорема. Если L — контекстно-свободный язык, то существует[image: image227.png]


 такое, что если[image: image228.png]


 и [image: image229.png]


 то z может быть записано в виде uvwxy, где [image: image230.png]u, v, wz ysT*,



[image: image231.png]


 и для любого [image: image232.png]


 выполняется условие [image: image233.png]uv'
wa'y < L.




Доказательство. Поскольку L — контекстно-сво​бодный язык, то он может быть порожден некоторой грамматикой G=(N, T, P, S) и не имеет продукций, за исключением, возможно,[image: image234.png]


 (если .[image: image235.png]Ae L{G)



), уменьшающих длину сентенциальных форм.   (Если [image: image236.png]A E L,



   то
S также исключают из правых частей продукций для того, чтобы не уменьшалась длина сентенциальных форм. Tакая грамматика  G  может быть найдена.)
Если G не рекурсивна, то, поскольку N и Р конечны, L(G) также конечен, и, следовательно, теорема справед​лива, если взять п большим, чем длина самой длинной строки в L(G). С другой стороны, если G рекурсивна, то существует дерево вывода, в котором некоторый нетер​минал, например А, встречается дважды на пути от кор​ня к листу. Эта ситуация изображена на рис. 5. (Сюда включены лишь необходимые нам свойства.)
[image: image237.png]



Рис. 5
Более того, поскольку G рекурсивна, то мы можем добиться   выполнения   соотношения [image: image238.png]luvwzyl 2 n,



 где п больше длины самого длинного предложения, получен​ного путем нерекурсивного вывода ([image: image239.png]


 где k — длина самой длинной продукции Р, а [image: image240.png]


). Таким образом, если [image: image241.png]


 то z должно иметь требуемый вид
для некоторых пяти строк, Тогда [image: image242.png]-
A= vAzx



  ([image: image243.png]


 поэтому [image: image244.png]lvdxl > 4]



  и  [image: image245.png].
A=,



 Следовательно,
[image: image246.png]R T
A= p'Az*= Vior




для любого[image: image247.png]i=N.



 Отсюда, так как [image: image248.png]hd
S=~ udy,



 имеем
[image: image249.png]D S
S=w'wx'ly




для любого[image: image250.png]iteN



и, таким образом,
[image: image251.png]wwrye I,




для любого[image: image252.png]



Этот результат может быть использован для проверки того, что некоторые конструкции в языках программиро​вания не могут быть определены с помощью КСГ. Да​дим более реальный пример, который не требует знания конкретного языка.
Пример. Грамматика пз примера 4 порожда​ет язык [image: image253.png]1z"y"2": ne NJ.



 Сейчас мы можем показать, что этот язык является контекстно-зависимым и не может быть порожден КСГ. Из теоремы следует, что существу​ет некоторое достаточно большое п, при котором[image: image254.png]X"yt



 может быть записано в виде abcdf (требуется очевидная замена символов) для некоторых строк [image: image255.png]Ay vuny



Поскольку х и z в строке разделены, то очевидно, что строки а и b не могут содержать все символы х, у и z; аналогич​но и для всех других пар из[image: image256.png]


 В частности, по крайней мере один пз символов х, у и z не может быть одновременно в строках b и d; таким образом, стро​ка ab2cd2f, которая по теореме содержится в L, содержит не все символы х, у и z  (они также могут быть расположены в другом порядке, однако в дальнейшем мы не будем рассматривать эту возможность). Следовательно, мы не получаем тот же самый язык, из чего и следует требуемый результат. 
Подобные противоречия могут быть получены во мно​гих ситуациях, когда информация, содержащаяся в более ранней части строки, влияет на требуемую структуру по​следующей подстроки. Следующий пример является ти​пичным в этом отношении.
Пример  .  Язык [image: image257.png]L={17: peEN,



р — простое число) не является контекстно-свободным:
[image: image258.png]L=1{14, 111, 11114, ...\




Предположим, что L является КСЯ. Так как существует бесконечное множество простых чисел, то имеется про​стое число q такое, что
[image: image259.png]12=unpwry, vr=A,
wv'wr'ye L paa seex e N




(это следует из приведенной выше леммы). Таким об​разом, существуют а, b, с, d, e такие, что
[image: image260.png]1o= 1"1*1*1°1*




при b + d > 0 и
[image: image261.png]1= (1)1 (1) 'L




для всех[image: image262.png]ieN,



 так  что [image: image263.png]g=agTbtcrare



— простое число и  q > 1, а[image: image264.png]atctet(btd)i




— простое число для всех[image: image265.png]


 В частности, qi — простое число при [image: image266.png]


[image: image267.png]


 и в этом случае
[image: image268.png]gi=(atcte)t{(b+td)latbtctdtet1)=
—(atcte)t(b+d)((atcte)t(b+d)+1j=
=({atcte}+(b+d))(1+{b+d))=¢q(1+b+d].




Однако q>1 и[image: image269.png]


 следовательно, qi не является простым числом для всех [image: image270.png]ie= N,



 и мы получаем противоречие.  Поэтому [image: image271.png]L=111": pEl,



 р — простое   число) не является КСЯ. 
Этот пример также демонстрирует практическую важ​ность связанного и несвязанного синтаксисов. Можно придумать жесткий фиксированный синтаксис,   который включает правильную семантику. Однако, где это воз​можно, часто гораздо удобнее и эффективнее разрешить использование более широкого языка, порожденного (обычно контекстно-свободной) грамматикой, а затем, если необходимо, сузить множество путем дальнейшей семантической проверки.
В последнем примере мы могли бы использовать правило
[image: image272.png]S—-1S{11,




чтобы породить все строки [image: image273.png]12
g>1



и после этого проверить, что «q — простое число», с помощью подходящего арифметического алгоритма.
Короче говоря, контекстно-зависимые грамматики яв​ляются сложными и не изучены с достаточной полнотой. С другой стороны, контекстно-свободным грамматикам уделяется достаточно много внимания, и они составляют основу почти всех практических компьютерных трансля​ционных систем.
Контекстно-свободные грамматики задают контекстно-свободные языки. Эти языки распознаются с помощью автоматов с магазинной памятью. 

 Пример
[image: image274.png]


(язык палиндромов). 

Продукции: [image: image275.png]S—=aSalalz.ac X




Правила вывода таких грамматик имеют вид:
[image: image276.png]<A>->aq,




где[image: image277.png]<4>e Vyana e (VrUVy).




Эти правила получаются из правил грамматики типа 1 при условии[image: image278.png]X=%=3.



Такие грамматики используются для описания языков программирования. Примером КС-грамматики может служить следующая грамматика: Г1.5:
[image: image279.png]Vr={a, b}, Va={<I>},
R={<I>— a<l>a,
<I>— b<I>h,
<I>—aa,

<I>— bb}.




Эта грамматика порождает язык, который состоит из цепочек, каждая из которых в свою очередь состоит из двух частей, цепочки [image: image280.png]Be Vr



и зеркального отображения этой цепочки β′.
[image: image281.png]L(Iis)={BB' IBeVr}




где[image: image282.png]\'2d



- это множество[image: image283.png]Vr



без пустой цепочки. С помощью правил этой грамматики может быть построена, например, следующая цепочка:
[image: image284.png]<I> = a<I>a = ab<I>ba => aba<I>aba => ababbaba.




В контекстно-свободной грамматике правила для нетерминалов определяются без окружающего контекста, т.е. A → β, где “A” — нетерминал, “β” — цепочка нетерминалов и терминалов. Примеры таких грамматик:

· арифметические выражения с разным приоритетом операторов

· выражения со скобками, в которых глубина вложенности скобок может быть любой

Такие грамматики не получится разобрать в один проход из начала в конец строки с помощью ДКА, но можно разобрать с помощью прохода с возвратами (backtracking) и дополнительной памяти в виде стека (либо с помощью рекурсии, что эквивалентно стеку). Разбор можно вести как сверху вниз (ищем в файле функцию, в функции — имя, список параметров, тело и т.д.), так и снизу вверх. Методы разбора:

· рекурсивный спуск с возвратом
· восходящий разбор по принципу сдвига и свёртки (shift-recude)
При описании грамматики обычно используются нотации BNF или EBNF. Вот пример грамматики в BNF:

<expr> ::= <term> | <expr><operator><term>

<term> ::= <integer> | "("<expr>")"

<operator> ::= "+" | "-" | "*" | "/" | "%"

<integer> ::= <digit>|<integer><digit>

При описании могут быть неоднозначности. Например, выражение “1 + 2 * 3” следует вычислять не слева направо, а в порядке приоритета операторов, где умножение приоритетнее, что даёт другое дерево выражения:

[image: image285.png]



Устранить эту неоднозначность можно отдельным указанием приоритета операторов вне грамматики, либо введением промежуточных правил:

<expr> ::= <expr_add_sub> | <expr><operator_mul_div><expr_add_sub>

<expr_add_sub> ::= <term> | <expr_add_sub><operator_mul_div><term>

<term> ::= <integer> | "("<expr>")"

<operator_mul_div> ::= "*" | "/" | "%"

<operator_add_sub> ::= "+" | "-"

<integer> ::= <digit>|<integer><digit>

Ещё одна неоднозначность связана с ассоциативностью операторов. Например, присваивание правоассоциативное: “a = b = c” эвивалентно “a = (b = c)”

[image: image286.png]Assign

Assign

Assign





С другой стороны, в большинстве своём операторы — левоассоциативные, например, “2/2/2” вычисляется как “(2/2)/2=0,5”, а не “2/(2/2)=2”:

[image: image287.png]



Эта сложность решается также введением дополнительных правил. Выше был приведён пример именно такого правила expr:

# Левоассоциативное правило, левая рекурсия
<expr> ::= <expr_add_sub> | <expr><operator_mul_div><expr_add_sub>

# Правоассоциативное правило, правая рекурсия
<expr> ::= <expr_add_sub> | <expr_add_sub><operator_mul_div><expr>

Отметим, что с проблемой левой рекурсии методы нисходящего разбора напрямую не справляются. Исключение — это рекурсивный спуск, который может использовать цикл вместо рекурсии, самостоятельно после каждой итерации склеивать два нетерминала, получая новый нетерминал для левой части того же правила.

Можно устранить левую рекурсию с помощью добавления нового правила:

# Была левая рекурсия
<expr> ::= <expr_add_sub> | <expr><operator_mul_div><expr_add_sub>

<argument_list> ::= <argument> | <argument_list>","<argument>

# Стала правая рекурсия
<expr> ::= <expr_add_sub> | <expr_add_sub><expr_tail>

<argument_list> ::= <argument> | <argument><argument_list_tail>

<expr_tail> ::= <operator_mul_div><expr_add_sub> | <operator_mul_div><expr_add_sub><expr_tail>

<argument_list_tail> ::= ","<argument> | ","<argument><argument_list_tail>

1.3.2.4. Примеры контекстно-свободных грамматик

Вы читаете перевод Examples of BNF Grammars
Грамматика для простых предложений

Порождает предложения такого плана:

THE MAN BITES A DOG

A DOG PETS A DOG

Но не порождает это предложение:

MAN BITES DOG

Набор правил выглядит так:

sentence ::= subject predicate

subject ::= article noun

predicate ::= verb direct-object

direct-object ::= article noun

article ::= 'THE' | 'A'

noun ::= 'MAN' | 'DOG'

verb ::= 'BITES' | 'PETS'

Грамматика для чисел в двоичной системе счисления

Для чисел вида ‘010110111’. Неоднозначная (ambiguous) версия грамматики:

binary_string ::= '0' | '1' | binary_string binary_string

Однозначная (unambiguous) версия грамматики:

binary_string ::= binary_string '0' | binary_string '1' | '0' | '1'

Грамматика для простой арифметики

Поддерживает операторы ‘+’, ‘*’ и переменные X, Y, Z. Первая версия будет однозначной для LALR-парсеров, и неоднозначной для LL-парсеров:

sentence ::= expression

expression ::= expression + expression

             | expression * expression

             | identifier

identifier ::= 'X' | 'Y' | 'Z'

Вторая версия будет однозначной и для LL-парсеров тоже:

sentence ::= expression

expression ::= term | expression + term

term ::= identifier | term * identifier

identifier ::= 'X' | 'Y' | 'Z'

Третья версия неоднозначная. Как думаете, почему?

sentence ::= expression

expression ::= term | expression + term

term ::= identifier | term * identifier | expression

identifier ::= 'X' | 'Y' | 'Z'

Примеры ошибочных грамматик

Эта грамматика неоднозначная:

zot ::= zot 'b' zot | 'a'

И эта тоже неоднозначная:

zot ::= zing | 'a'

zing ::= zot | 'b'

В этой есть иная проблема. Подумайте, какая:

zot ::= zing | 'a'

zing ::= zing 'b'

1.3.3. Грамматики типа 3

К третьему типу относятся автоматные или регулярные грамматики (англ. regular grammars) — самые простые из формальных грамматик, которые задают регулярные языки. Они являются контекстно-свободными, но с ограниченными возможностями. 

Правила вывода в таких грамматиках имеют вид:
[image: image288.png]<A> — a i <A> — a<B> wm <A> - <B>a,




где [image: image289.png]aeV,<A> <B>e V,,



причем грамматика может иметь только правила вида [image: image290.png]<A>— a<b>



 - правосторонние правила, либо только вида[image: image291.png]<A>— <B>a



- левосторонние
правила. Примерами автоматных грамматик могут служить правосторонняя грамматика Г1. 6 и левосторонняя грамматика Г1. 7.
[image: image292.png]Iie
Vr={a, b}, Vo= {<I>, <A>, <Z>},
R={<I>— a<D>,
<I> - a<A>,
<A> — b<A>,
<A>— b<Z>,

<Z>->$}.




[image: image293.png]V= {a, b}, V, = {<I>, <A>>, <Z>},
R={<I>—> <A>b,
<A>— <A>b,
<A>— <Z>a,
<Z>— <Z>a,

<Z>—->8$}




Эти грамматики являются эквивалентными и порождают язык
[image: image294.png]L) = {a"b" | n,m > 0}.




Между множествами языков различных типов существует отношение включения:
[image: image295.png]{Luma3} € {Lum2} ©{Lomi} C{Lnmo}




Доказано, что существуют языки типа 0, не являющиеся языками типа 1, языки типа 2, не являющиеся языками типа 1, и языки типа 3, не являющиеся языками типа 2.

Напомним, что при компиляции почти любого языка высокого уровня начальные и главные стадии – это лексический и синтаксический анализ. Главная часть синтаксический анализа – построение дерева разбора. Это дерево вполне подобно дереву разбора при выводе цепочки в КС-грамматике. Роль грамматики для языка программирования играет описание этого языка в виде нормальной формы Бэкуса-Наура. Цепочка, для которой строится вывод и дерево разбора – это компилируемая программа.

Тем не менее, предварительным этапом является лексический анализ, позволяющий, попросту говоря, переобозначить некоторые фрагменты текста программы, придав им статус терминальных символов. Оказывается, что на этом этапе также можно использовать математический аппарат КС-грамматик, но в его самом простом виде - в виде регулярных грамматик.
Напомним, что КС-грамматика называется регулярной, если все ее правила имеют один из видов: A(( , A( a, A( aB. 

Язык L называется регулярным, если он определяется некоторой регулярной грамматикой.

Правила вида A(( как и в контекстно-свободных грамматиках, не играют существенной роли. Алгоритм избавления от (–правил оставляет регулярную грамматику  регулярной. Поэтому утверждения о (-свободных регулярных грамматиках – это фактически утверждения о всех регулярных грамматиках.

Пример. Грамматика S( pA,  A( i | iS   определяет множество слов вида pipipi…  Рассмотроим для иллюстрации дерево разбора сентенции pipi в данной регулярной грамматике.

[image: image296]
Такой же вид имеет любое дерево разбора в регулярной грамматике. Не смотря на кажущуюся простоту, регулярные грамматики обладают, тем не менее, выразительной силой, достаточной для выполнения задач лексического анализа. Ограниченность же ее возможностей демонстрирует

Теорема (о накачке регулярного языка). Пусть L  - произвольный регулярный и (-свободный язык. Пусть n – количество нетерминалов в некоторой регулярной и (-свободной грамматике, определяющей L. Тогда для любого слова ((L  с длиной |(|  ( n: 
1) cлово ( можно представить в виде: (  = uxv , где u, x, v – цепочки терминалов, причем слово x  - не пустое и |ux| ( n;
2)  вместе с (  в языке L лежат все слова вида uxiv (i = 0,1,2,…).
Доказательство. Допустим, что |(|  ( n для ((L и рассмотрим дерево разбора при выводе этой цепочки.

[image: image297]
Очевидно, что число нетерминалов в дереве – это длина выводимой цепочки. Значит какой-то нетерминал встречается дважды. Рассмотрим самую “верхнюю” пару таких нетерминалов A, в том смысле, что над нижним A этой пары уже нет повторяющихся нетерминалов. Рисунок иллюстрирует, что такое u, x, v. Ясно, что вместе с ( из S выводятся все слова вида uxiv (i = 0,1,2,…). А т.к. в последовательности нетерминалов, из которой получается ux, нет одинаковых букв, длина этой последовательности и вместе с ней слова ux не превосходит n. Теорема доказана.

 Из теоремы о накачке в частности очевидно, что язык, состоящий из всех слов вида anbn (n(1) не  является регулярным. Интересно, что при этом язык anbm (n,m(1) регулярен (S( aA, A( aA|bB|b, B( bB|b).

Мы видим, что регулярные грамматики слабее контекстно-свободных. Однако их выразительной силы достаточно для лексического анализа. Приведем ряд примеров, иллюстрирующих эти возможности. 

Пример 1. 

S ( <Число> | <Знак><Число>
<Знак> (  + | – 
<Число> ( <Цифра><Число>|<Цифра>
<Цифра> ( 0|1|2|3|4|5|6|7|8|9
Эта грамматика очевидно определяет язык целочисленных числовых констант. По виду она не яаляется регулярной. Однако цепное правило S ( <Число> можно “устранить” нетерминал <Знак> в первом и остальных правилах заменить на два варианта “ + – ”, аналогично в третьем и остальных правилах заменить нетерминал <Цифра> на соответствующие терминалы. В результате получится эквивалентная регулярная грамматика.

 Пример 2. 

S ( <Буква>|<Буква>S
<Буква> ( _|a|b|c … z|A|B|C … Z
Эта грамматика определяет регулярный язык идентификаторов.

 Пример 3. 

S ( <Слово>@<Конец>
<Конец> ( <Слово>.<Слово>|<Слово>.<Конец>
<Слово> ( <Буква>|<Буква><Слово>
<Буква> ( -|_|a|b|c … z|A|B|C … Z
Эта грамматика определяет язык правильных e-mail-адресов. На этот раз регулярность языка не так очевидна. Однако дальше мы убедимся, что и эта грамматика эквивалентна регулярной.

Все регулярные грамматики могут быть разделены на два эквивалентных класса следующего вида: 

	Определение:

	Леволинейная грамматика (англ. left-regular grammar) — это формальная грамматика, всякое правило из [image: image298.png]


которой имеет вид [image: image299.png]


или [image: image300.png]A—



, где [image: image301.png]


.

	Определение:

	Праволинейная грамматика (англ. right-regular grammar) — это формальная грамматика, всякое правило из [image: image302.png]


которой имеет вид [image: image303.png]


; или [image: image304.png]A—



, где [image: image305.png]


.


Оба вида задают одинаковые языки. При этом если правила леволинейной и праволинейной грамматик объединить, то язык уже не обязан быть регулярным. 

Также можно показать, что множество языков, задаваемых праволинейными грамматиками, совпадает со множеством языков, задаваемых конечными автоматами. 

Пример
[image: image306.png]


 для регулярного выражения [image: image307.png]


. 

Продукции: 

[image: image308.png]S —aS | bA
A—c|cA




1.3.4. Эквивалентность регулярных грамматик и конечных автоматов

Напомним, что регулярная грамматика это грамматика 3-го типа по Хомскому и определяется как четвёрка G=(VT ,VN , P, S), VN∩VТ=∅. Любое правило в регулярных грамматиках имеет следующий общий вид: A->a или                A->bC, где a, b(VN; A, C(VТ.

Определение: Регулярная грамматика G эквивалентна конечному автомату КА, если L(G)=L(КА). 

Теорема (GF): Для любой регулярной грамматики можно построить эквивалентный конечный автомат. 

Алгоритм построения:

Дана регулярная грамматика G=(VT, VN, P, S). Необходимо построить конечный автомат КА = (Σ, Q, q0, δ, F), на основе данной грамматики.

Элементы автомата определяются так:

1) Σ = VT 

2) Q = VN({X}, где X новый символ, X( VN 
3) F = {X}
4) q0 = S
5) δ((: Множество переходов создается имея в виду тип правил грамматики:
a. для всех правил типа A->bC ( δ(A, b) = δ(A, b)( {C} (в графе будет такой переход 
[image: image309.emf]A C b

)
b. для всех правил типа A->b ( δ(A, b) = δ(A, b)( {X} (в графе будет такой переход 
[image: image310.emf]A b

X

X

)
Пример: Дана G=(VT, VN, P, S), VT = {9,  .}, VN = {S, A, B}, P = {1.S(9S, 2.S(9, 3.S(9A, 4.S(.B, 5.A(., 6.A(9, 7.A(9B, 8.B(9, 9.B(9B}. (9 – это любая цифра)

Построить эквивалентный КА = (Σ, Q, q0, δ, F).

По алгоритму Σ = VT = {9,  .}, Q = VN({X} = {S, A, B, X}, F = {X}, q0 = S.
a) Для всех правил типа A->bC создаем следующие переходы:

δ(S, 9) = {S}

δ(S, 9) = {A}

δ(S, .) = {B}

δ(A, 9) = {B}

δ(B, 9) = {B}.

b) Для всех правил типа A->b создаем следующие переходы:



δ(S, 9) = {X}


δ(A, .) = {X}


δ(A, 9) = {X}


δ(B, 9) = {X}.

Граф автомата выглядит так:


[image: image311.emf]S A
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Проверим на эквивалентность грамматику и конечный автомат, то есть проверим проходимость нескольких слов грамматики через КА: 9, 9999, 9., 9.999

Теорема (FG): Для любого конечного автомата можно построить эквивалентную регулярную грамматику. 

Алгоритм построения:

Дан конечный автомат КА = (Σ, Q, q0, δ, F). Необходимо построить регулярную грамматику G=(VT, VN , P, S), на основе данного конечного автомата.

Элементы грамматики определяются так:

1) VT = Σ

2) VN = Q  
3) S = q0
4) Множество правил создается имея в виду тип переходов автомата:
a. для всех состояний типа q1( δ(q2, a), a( Σ; q1, q2(Q (в графе есть такой переход 
[image: image312.emf]q2 q1 a

) включаем в множество P продукцию q2(aq1.
b. для всех состояний типа q1( δ(q2, a), a( Σ и q1(F (в графе есть такой переход 
[image: image313.emf]q2 a

q1

q1

) включаем в множество P продукцию q2(a.
Пример: Дан КА = (Σ, Q, q0, δ, F), Σ = {0, 1}, Q = {q0, q1, q2, q3}, F = {q3}, функция перехода  δ: δ(q0, 1)={q1}, δ(q0, 0)={q2}, δ(q1, 0)={q1}, δ(q1, 1)={q3}, δ(q2, 1)={q2}, δ(q2, 0)={q3}, δ(q3, 0)={q3}, δ(q3, 1)={q3}.


[image: image314.emf]q0
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Необходимо построить регулярную грамматику G=(VT, VN, P, S). Используем вышеизложенный алгоритм: VT = Σ = {0,1}, VN = Q = {q0, q1, q2, q3}, S = q0.

Правила P:

a.
q0(1q1

b.
q1(1

q0(0q2


q2(0

q1(0q1


q3(1

q1(1q3


q3(0

q2(1q2

q2(0q3

q3(0q3

q3(1q3
Проверим на эквивалентность конечный автомат и регулярную грамматику, используя следующие слова: 00, 11, 011101, 10011.
Способа разобрать текст по контекстно-зависимой грамматике в один проход нет. Точно так же не справится и разбор с возвратами и стеком. Существующие алгоритмы имеют чрезмерно большую вычислительную сложность и не подходят для быстрой компиляции исходного кода. Поэтому все формальные языки используют простой трюк:

· грамматика языка составляется как контекстно-свободная, и по этой грамматике пишется парсер

· вводятся дополнительные правила (семантика языка), которая накладывает ограничение на уже разобранные парсером деревья разбора (parse tree), или на абстрактные синтаксические деревья (abstract syntax tree)

Примеры таких контекстных правил, которые можно проверить уже после разбора путём обхода дерева:

· типы операндов в выражениях должны либо полностью совпадать, либо быть приводимыми к общему типу

· все используемые переменные и функции должны быть определены или хотя бы объявлены в текущем модуле или в импортированных модулях, в пределах текущей области видимости или родительских областей видимости

· нельзя создавать экземпляр абстрактного класса

· если метод помечен как “override”, то один из реализуемых интерфейсов должен содержать объявление этого метода с такой же сигнатурой (возвращаемым типом и списком типов параметров)

При разработке системы проверки семантических правил пригодятся:

· паттерн проектирования Visitor

· структура данных “ассоциативный массив” для хранения списка ране объявленных символов в процессе обхода дерево, эта структура также называется “таблица символов” в контексте теории компиляции

· понимание работы областей видимости в языках программирования (на каждую область видимости — своя таблица символов, и искать символ надо путём подьёма по таблицам символов от текущей области видимости до глобальной)

Наибольшее практическое применение находят грамматики типа 2 и типа 3. 
1.3.5. Вывод в КС-грамматиках и правила построения дерева вывода
Формальные грамматики позволяют задавать языки, представляющие множества цепо​чек, построенных по определенным правилам. Используемый способ задания позволяет построить любую цепочку, принадлежащую языку. Чтобы сделать процесс построения, называемый выводом, наглядным, его изображают в виде графа, точнее, в виде дерева, которое называют синтаксическим деревом или деревом вывода. Учитывая, что вывод любой цепочки языка, принадлежащей языку, порождаемому заданной грамматикой, должен начинаться с начального символа, правила построения дерева можно сформули​ровать следующим образом:
1) В качестве начальной вершины или корня дерева выбирается вершина, обозначаемая начальным символом грамматики <I>; эта вершина образует нулевой ярус дерева,
2) Если при выводе цепочки на очередном шаге используется правило грамматики
[image: image315.png]


 и вершина, помеченная нетерминалом <A>, расположена на ярусе с номером k-1, то к построенному дереву добавляется столько вершин, сколько содержится символов в цепочке α. Эти вершины располагаются на ярусе k , обозначяются символами цепочки α  и соединияются дугами с вершиной <A>. Результатом вывода является множество ко​нечных узлов - листьев, которые выписываются при обходе дерева слева - вниз - направо - вверх . Рассмотрим, например, грамматику Г1. 8:
[image: image316.png]Vr={a, b}, Vo= {<I>},
R = {<I> — a<I>b,

<[>—>ab},




которая порождает язык[image: image317.png]LTy ={a""},



где а и b повторяются по n раз, n=1,2,...
Вывод цепочки a3b3 с помощью правил этой грамматики имеет вид:
[image: image318.png]<>

a <> b

a <> b




1.3.6. Понятия грамматического разбора и грамматических модификаций
Наиболее непосредственный и очевидный контакт, ко​торый средний пользователь имеет с процессами перево​да (трансляцией с одного языка на другой),— это ис​пользование различного рода компиляторов для языков высокого уровня. При использовании такого языка программа, которую мы написали, транслируется в эквивалентную программу в машинном коде (объектную программу), которая может быть расшифрована и выполнена компью​тером. Общая схема компиляции изображена на рис. 1.
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Рис. 1

В общем случае стадии процесса компиляции могут рассматриваться связанными последовательно, как это изображено на диаграмме; однако на практике они часто выполняются одновременно. Генерация кода требует зна​ния семантических   интерпретаций,   которые   связаны с каждой синтаксической структурой внутри программы. Для оптимизации машинного кода необходимо знать тон​кости строения машины. Мы не будем рассматривать эти стадии, а ограничимся лишь обсуждением трансляции ключевой программы в дерево грамматического разбора. Ключевая (исходная) программа является просто строкой символов. Внутри этой строки часто встречаются некоторые комбинации символов, в которых отдельные символы не имеют смысла, однако комбинация символов передает смысл. (например , «dog» имеет значение, а буква «о» внутри «dog», очевидно, отдельно не несет смысловой нагрузки.) Такие составные символы, назы​ваемые также лексемами, не являются абсолютно необ​ходимыми и могут не использоваться в некоторых языко​вых трансляторах, однако обычно они существуют и ко​дируются одним символом (для каждой комбинации свой символ), чтобы сократить длину исходной программы (на данный момент в ее лексической форме) и избежать необходимости рассматривать ненужные детали на сле​дующих этапах. Типичными лексемами являются:
а)   ключевые слова, т. е. слова с постоянным значе​нием в языке; например,
[image: image320.png]begin GOTO
end Mackans, DO ; Qdopipas,
while {OR.





+, —, *, / в большинстве языков;
б)   числа 52, 31.65 и т. п.;
в)   строки или последовательности символов;
г)   идентификаторы, введенные программистом.
Лексемы обычно описываются регулярными грамматиками. Следо​вательно, мы свели исходную про​блему к грамматическому разбору строки лексем. Графически это оз​начает — заполнить треугольник на рис. 2 таким образом, чтобы он был совместим с продукцией правил  грамматики.
[image: image321.png]a4z *

o dy




Рис. 2

1.3.6.1. Процедуры приведения.
 В общем случае нам не разрешается из​менять строку [image: image322.png]


 поэтому вся деятельность до проведения процесса грамматического разбора должна быть   направлена   на   грамматику.   Потенциально   нам будет необходимо осуществить достаточно сложные пре​образования грамматики, чтобы проверить, что все нетер​миналы действительно можно использовать в граммати​ческом разборе. Существует два варианта, в которых нетерминалы могут не подходить для проведения произ​вольного грамматического разбора; опишем их формально.
 Определение. Пусть G = (N, T, Р, S) есть КСГ. Тогда  говорят,  что  нетерминальный  символ [image: image323.png]XxeiN



 является:
а)   недоступным, если X≠S и не существует вывода вида
[image: image324.png]+
S=qXp gz e.fesV




б)   непродуктивным,   если  не  существует  строки [image: image325.png]ye



[image: image326.png]


  такой, что [image: image327.png]hud
X=v




в)   бесполезным,   если  он  недоступен  или  непродук​тивен.
Грамматика, не имеющая бесполезных нетерминалов, называется редуцированной. 
Ясно, что бесполезные символы не играют никакой роли в построении предложений. Хотя хотелось бы не включать в грамматику бесполезность символов, они мо​гут быть введены алгоритмами, предназначенными для модификации грамматики с целью соответствия некото​рым требованиям (см. ниже). Бесполезные символы ие обязательно увеличивают размер грамматического разбо​ра, и сейчас мы опишем процесс их удаления.
Пусть G = (N , T, P, S) есть КСГ. Определим множе​ство N' как
[image: image328.png]



где τ — новый символ[image: image329.png]


 и отношение ρ на N' следующим   образом: [image: image330.png]


 если [image: image331.png]


 при
[image: image332.png]A, BeN o pEVE (4, 1)Ep,



 если [image: image333.png]A—+ryeEp



при неко-
Тором [image: image334.png]



П р е д л о ж е н и е.
а)   А доступно тогда и только тогда, когда A =S или
[image: image335.png]



б) А  является продуктивным тогда и только тогда, когда [image: image336.png]{4, 1)=p™.




Доказательство.
а) А доступно тогда и только тогда, когда существует вывод вида [image: image337.png]S; adp



для[image: image338.png]


или, что эквивалентно, тогда и только тогда, когда существует i ≥0 такое, что
[image: image339.png]S= ... =odp,




Когда S≠А, это имеет место лишь в случае[image: image340.png]Sp*d;



поэтому[image: image341.png](S, d)y=p*.




б) А продуктивно тогда и только тогда, когда [image: image342.png]A=y



 для некоторого             i > 0 и [image: image343.png]ye T



т. е. тогда и только тогда, когда    существует    последовательность    сентенциальных форм[image: image344.png]G0y Xpy ovvy G



таких, что
[image: image345.png]A=qgy=>ar=.. =>q,





т. е. когда существует последовательность [image: image346.png]



[image: image347.png]


 такая,  что Aі является  подстрокой  αі,  и, следовательно,
[image: image348.png]Aopdy, 4104, .

regpAing, A= B,




где β — подстрока γ, т. е.[image: image349.png]Aopdyy Aipd,, .




 Поэтому [image: image350.png]Apt*trt.




На практике ρ+ можно вычислять, используя алго​ритм Уоршолла. Пусть [image: image351.png]N, N



— множество бесполезных символов G и [image: image352.png]


где Ри - множество продукций, содержащих элементы Nu. Тогда [image: image353.png]


[image: image354.png]


 где Т' — множество терминальных символов, по​являющихся в продукциях Р′,  эквивалентно КСГ без бесполезных символов.
Алгоритм. Удаление бесполезных символов.
Вход: КСГ G = (N, Т, Р, S).
Выход:  эквивалентная КСГ [image: image355.png]G'=(N, T', F', S)



 без
бесполезных символов.
Метод: построить [image: image356.png]


как указано выше. 
Пример 1.  Рассмотрим грамматику
[image: image357.png]G==({4, B, C, D}, {z, y, p, 9, w, 2}, P, 4),




где
[image: image358.png]P=1{4-zlyDC|D, B~ qlBz, €~ CzlyC, D - DalCwlip).




Используем отношение ρ, определенное выше, и его пред​ставление в матричной форме:
[image: image359.png]b~ o =S
Qrvoo-wo
R
Nowooo
Teesss

TROAQY
i

Mp)




В этом  примере  имеем [image: image360.png]Mpty=M{p)=M.



Таким  образом, [image: image361.png]


и поэтому В недоступно, а С непродуктивно. Следовательно, грамматика сводится к
[image: image362.png]G'=({4, D}, {z, a, p}, P', 4),




где
[image: image363.png]P’ ={4 - z|D, D~ Dalp}.



 
После удаления бесполезных символов каждый остав​шийся нетерминальный символ X встречается по крайней мере в одном дереве вывода (рис. 3) с X, связанным вверх с S и вниз с некоторыми терминальными строками а1 ... ап.
[image: image364.png]N

|

X

7N
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e




Рис. 3

Один «очевидный» путь грам​матического разбора строки — это вывести все строки, отметить их соответствующие канонические последовательности, а затем про​верить предложение, сравнивая его с каждой строкой. При совпа​дении использовать выводящую последовательность, чтобы опре​делить дерево грамматического              разбора.  Конечно, в большинстве примеров величина |L| бесконечна, и поэтому этот про​цесс невозможен; однако если грамматика не имеет не​удачных продукций, то это приближение обеспечивает основу техники разбора, которая, по крайней мере в ло​кальном контексте,  может использоваться на практике.
Если длина сентенциальных форм не может умень​шаться  при применении  G, то  при проверке[image: image365.png]


[image: image366.png]


 можно отбросить все формы (перед получением строк над Т), чья длина превосходит п. Предложения, длина которых не превосходит п, могут сравниваться с α обычным путем; в разумной грамматике все такие воз​можные строки должны порождаться за конечное число шагов. Сейчас мы займемся приведением грамматики и построением ее эквивалентной версии, которая обладает «более легким» грамматическим разбором.
Для того чтобы процесс порождения, связанный с данным предложением, был конечен, необходимо гаран​тировать, что все последовательности вывода действи​тельно могут быть получены. Следовательно, появление таких ситуаций, как X→ X и X→Λ, представляет ин​терес. Записывая их непосредственно как продукции, это легко обнаружить; однако более общие ситуации [image: image367.png]


 и [image: image368.png]


  труднее локализовать. Более того, два типа выводов связаны таким образом, как это продемонстрирова​но в следующем примере.
Пример 2. Предположим, что включенные продук​ции некоторой грамматики имеют вид
[image: image369.png]XY, Y>W, Z~V, Wz, V-X




Следуя возможной последовательностью вывода из X, по​лучаем, что [image: image370.png]


 и, следовательно, как только X встречается в сентенциальной форме, мы могли бы вста​вить прогрессию[image: image371.png]A=Y=>W=Z=>V=X



 (снова и сно​ва), не получая, таким образом, ничего, кроме неодно​значности.
Как нетрудно видеть, это «петля» из нетерминалов внутри N. Заметим, однако, что мы могли бы иметь практически такую же ситуацию в завуалированном ви​де, если вместо X → Y и Y →W   имели   бы,   например, [image: image372.png]X—~AY, Y+ AWA A~ A.




Определение. Λ-продукцией является продукция вида
[image: image373.png]X—+A XenN.




КСГ G = (N, T, P, S) называется Λ-свободной, если
а)   или Р не имеет Λ-продукций,
б)   или  существует только  одна Λ-продукция  S→ Λ и S не появляется в правой части произвольной продук​ции из Р.
Продукция является одиночной, если она имеет вид
[image: image374.png]X-Y, e X, YeN.




Продукция вида X→ X при[image: image375.png]XeN



называется тривиальной. КСГ                     G = (N, Т, Р, S) называется циклически сво​бодной, если не существует выводов вида[image: image376.png]


 для лю​бого[image: image377.png]


 
Как уже отмечалось, обнаружение и удаление циклов и Λ-выводов тесно связаны. Мы начнем с места располо​жения всех нетерминалов, из которых может быть до​стигнуто Λ.
Замечание.   Для заданной грамматики G=(N, T, Р, S) через NΛ будем обозначать множество[image: image378.png]


 N. 
Алгоритм. Вычисление NΛ . 

Вход: произвольная КСГ G=(N, T, P, S).
 Выход: NΛ .
Метод: пусть[image: image379.png]o=, .




где каждое Рі имеет вид
[image: image380.png]o~ B e, =N, BeVE




тогда, рассматривая NΛ  как  «переменную»  типа множе​ства, имеем
[image: image381.png]Nie 9,

i~ (Pl

repeat (if (2: & Ny) and (i N})
then (Na + NaN{al, i « |1P[]
elsei+i—1)

untili=0. 7




Алгоритм.   Переход к Λ-свободной грамматике. 
Вход: произвольная КСГ G=(N, T, P, S). 
Выход: эквивалентная Λ-свободная КСГ G' = (N', Т, Р', S').
 Метод:
1)   определяем NΛ ;
2)   строим Р' следующим образом:
а)   Пусть [image: image382.png]A aeB o Byta.. . B, € P,




где k ≥ 0 и при[image: image383.png]


каждое Bi есть в NΛ , но ни один символ в [image: image384.png]ageElV* (Usjssh)



 не находится в NΛ. Тогда добавим к Р' продукции вида
[image: image385.png]A =~ aoX 2 Xeaz. .. Xyoty,




где Xi есть или Вi или Λ, без добавления А → Λ к Р' (это могло бы иметь место, если бы все αi совпали с Λ).
б)   Пусть[image: image386.png]S=N,.



 Тогда добавим к Р' продукции
[image: image387.png]S — AlS,




где S ' — новый символ, и тогда[image: image388.png]N

NU{S'):



в противном случае [image: image389.png]in S =38,





Сейчас мы можем рассмотреть удаление циклов из КСГ. Месторасположение циклов может быть легко най​дено выделением отношения[image: image390.png]o=1{(A, B): A~ B=P)



 и формированием замыкания ρ+. Тогда ясно, что произ​вольное[image: image391.png]A XotX



должно быть в цикле. Объединим это вместе со  схемой   «обратной  замены»,  которая yдаляeт все нетерминалы внутри произвольного цикла. (Она так​же удаляет любую тривиальную продукцию.)
Алгоритм.   Переход от КСГ к эквивалентной циклически свободной грамматике.
Вход: Λ-свободпая КСГ G=(N, T, P, S),
 Выход: эквивалентная циклически свободная грамма​тика
[image: image392.png]N, T, P, §').





(Нетерминалы G переименованы: А1  на Ап, где n=|N|, S на А1, а каждую продукцию Pi выражают через αi→βi.) Дополнительно мы используем множество INCYCLES, а п нетерминалов обозначаем через REPLACEi, где[image: image393.png]1<i<n.



Алгоритм будет иметь следующий вид:
[image: image394.png]1} onperenscy p wan N, 18K, 910 fgf Torna W TOABKO
Torsa, Koraa A~ A, €P;

2} myers 0=p*;
3) INCYCLES «~ &
4) for i from 1 to n—1
do (for j from i+ 1 ton
do if (7% INCYCLES and
iof and
ot )
then (INCYCLES « INCYCLES U {j},
REPLACE] + A.))
5) j«0
for i from 1 to |P]
do (for all k= INCYCLES
in P, replace A, by REPLACE.
giving new P,
if{new P, g [Py, ..., P}
and o, # B, 10 new P}
then (j - j + 1, P}« new 2,))
8) G’ =(NIINCYCLES, T, P’, §). /




Говорят, что КСГ является  приведенной,   если   она Λ-свободна, циклически свободна и редуцирована. Подучив собственную КСГ G, мы можем использовать ее для проверки условия[image: image395.png]o€ L{G)



 для данного[image: image396.png]



1.3.6.2. Модификации грамматического разбора
Как было установлено ранее, задача грамматического разбора строки состоит в заполнении треугольника вы​вода (рис.2) с соответствующим деревом. Конечно, в большинстве случаев это заполнение нельзя разумно выполнить за один шаг, и обычно оно получается при помощи последовательности поддеревьев Эти последова​тельности поддеревьев могут быть получены многими способами; три наиболее используемых способа изобра​жены на рис 4.
[image: image397.png]a5




Рис. 4
Стратегия грамматического разбора, изображенная на рис.4, а, называется грамматическим разбором сверху вниз. В нем применяют продукции (в некотором выбран​ном порядье) к сентенциальным формам, пытаясь рас​ширить S внутрь строки а1.. ап При таком разборе естественно использовать в качестве гида часть строки (а1.. ап), чтобы управлять выводом Для практических рассмотрений, согласующихся с чтением а1.. ап слева направо (рис.4, b) и желанием начать разбор перед включением полной строки, необходимо использовать на​чало строки. Следовательно, в поиске сентенциальных форм,  которые  начинаются   с [image: image398.png]a7



 (и  соответственно исследуя терминальные строки как начальные подстроки последовательных  частей  входной  строки),  мы должны отвергнуть возможность выводов вида[image: image399.png]-
X=Xp(f= ¥,




[image: image400.png]pev).



 Таким  образом,   чтобы  начать  разбор  сверху вниз, мы должны удалить левую рекурсию.
В общем случае это может быть сделано с использо​ванием процесса, аналогичного решению системы линей​ных алгебраических уравнений. Часто возможно рассмат​ривать  одну рекурсию  за  один  раз  и  удалять  ее,  ислользуя довольно простое тождество  Оправданием такого подхода служит порождаемый язык. Рассмотрим[image: image401.png]b
X = Xea.



 Путем «обратной подстановки» правых частей продук​ций мы можем получить прямую рекурсию как элемент Р;  таким  образом,  имеем[image: image402.png]A= Aol



 Рассматривая это как полную грамматику над                {α, β} (β представляет все другие нелеворекурсивные возможности для X), очевид​ным образом получаем, что
[image: image403.png]L(X)={pax": n=0 mum neN).




Это множество может порождаться также продукциями
[image: image404.png]X—>pY, Y—-aVIA,




которые не являются леворекурсивными (они праворекурсивны). Чтобы закончить преобразовалие, продукция [image: image405.png]X —=BY



 должна быть расширена при необходимости до правильного числа термов.
Пример 3. Рассмотрим грамматику с продук​циями
[image: image406.png]A—~BcldC, B>zAlCe, C» Ablw.




Она леворекурсивна, поскольку
[image: image407.png]A = Be= Cec = Abec.




Путем обратной подстановки для С в В и В в А полу​чаем
[image: image408.png]B> zA l(Ablw)es=B ~zA4 | Abe | we,
A-s BC|dC=A-> (24| Abe|we)c)dC =
=A-> xAc|Abec\wec|dC—A—->Abecerc[u‘eddC





Поэтому, используя преобразование
[image: image409.png]A—-BY, Y->aYIA,




получаем
[image: image410.png]A~ (xdc|wecldC)Y =A — z4cY | wer¥ { dCY,
Y—>becYIA B~zA|Ce,
C—dblw. 1




Заметим, что в этом примере В может быть «выреза​но» и может не принимать никакого участия в произ​вольном предложении, порожденном из корня А (следо​вательно,   надо   удалить   все   следы В из грамматики).
Отметим также, что мы ввели Λ-продукцию. Эта про​дукция, созданная как побочный аффект «преобразова​ния грамматического разбора», вызвала бы меньше про​блем, чем аналогичная продукция, встречающаяся есте​ственным образом. Символ В может быть удален при помощи  алгоритма для   удаления  бесполезного символа.
Хотя обычно будет достаточно частичного удаления отдельных леворекурсивных цепей внутри N, мы должны использовать матричное обобщение описанного процесса для того, чтобы справиться с удалением внутренних ле​вых рекурсий.
Напомним,  что в обычном случае мы заменяем[image: image411.png]


[image: image412.png]


 при помощи [image: image413.png]X—=3Y, Y—-aY| A



 . Если мы имеем п нетерминалов              Х1, .. , Хп, которые являются взаим​но леворекурсивными, так что не сводятся путем после​довательности обратных замен к простому счучаю, тогда мы можем представить соответствующие продукции схе​матически следующхш образом:
[image: image414.png]X~ X An! Xado 1. N XA 1 By,
32 - XwAm i }x;Azz o Xadez| By,

X > Xodrs | Xpdn Lo | Xodon | B




где каждое Аij представляет собой остаток всех операций, которые могyт быть выведены из Xj и которые начина​ются с Хi, и аналогично каждое Вj представляет все аль​тернативы для нетерминалов Xj, которые не начинаются с элементов { Х1, ..., Хп}.
Теперь, поскольку Аij  и Bj являются множествами строк, отсюда следует, что:
[image: image415.png]1) ecan X;= X, 10 A= 4,
2) eemn X, > ma*Xp i peV* 0o ae B,
3) ecaw X, ~ X,y ang xoboro { € V¥, 10 Ay=10,




Следовательно,    над    алгебраической    системой [image: image416.png]


[image: image417.png]


 мы можем свести эти продукции к матричной схеме
[image: image418.png]X=XAIB B #{(n, (V¥ O, [)),




или, записывая альтернативный оператор | как +, к схе​ме
[image: image419.png]X=XA+B » #(n, (V% ©, +}).




По аналогии с простым (нематричным) случаем,  скажем, что
[image: image420.png]X = BY,




где[image: image421.png]Y=AY+],



а I определяется на[image: image422.png](V*, ©, +)



 как
[image: image423.png]1, = {A}, ecam 1=/,
VT @, ecam ik




Пример    4.   Предположим, что S = D и G имеет следующие продукции:
[image: image424.png]D—Dx|EylFz, E—DalFe,
F—>DplEgqlFrlw.




Таким образом, используя общую схему, получаем
[image: image425.png]X, ~X 4 Xy 2 Xy 5 | B
X =D ~Dz Ey Fi
Xy= |6 ~ 02 o
Xg= |F —~Dp Eq Fr 1w




Итак,[image: image426.png]


Поэтому
[image: image427.png]X, =D ->§h) ByYyy = ByYgy = u¥y

E>uYy, ForwYy Y,= 4.7, + 71y
<




следовательно,
[image: image428.png]Yiu—aVula¥alp¥ala,
Yig=>a¥ila¥zelpYa,
Yis~2¥ila¥olpYes,

Yu—y¥ul q¥n,
Yoo+ y¥i2l qYlA,
Yo~ yYul gY¥3a,

Ya~z¥uleYa lr¥y,
Yy~ 2Vl eYalr¥a,
Yas>2Yislc¥ou | r¥as | Al




В  этом  примере преобразования  производят  ненужные нетерминалы; удаляя их, получаем
[image: image429.png]D~ uwYs,




[image: image430.png]Vs~ 2V | e¥a | ¥y,
Yu-zVulaValpYulA,
Ya—-y¥YulgYs.




Изменяя соответствующим образом имена, получаем
[image: image431.png]D~ uwl,
J>zKlel)v),
K= 2K |aLipliA,
L~yKlgql




Чтобы нагляднее показать степень трансформация, приведем здесь дерево грамматического разбора строки «wcqzayx» для первоначальной грамматики (рис.5, а) в модифицированной (рис.5, b) грамматик.
[image: image432.png]aaaaaaaaaaaaa




Ряс. 5
Удаление левых рекурсий обеспечивает, если это воз​можно, вывод строки, начинающейся с требуемого тер​минального символа; однако это не гарантирует, что мы получим точько одну такую строку, и, следовательно, мо​жет случиться, что мы пойдем неправильным путем.
Пытаясь избежать неправильных последовательностей грамматического разбора, мы можем явно использовать манипуляции, уже встречавшиеся при предыдущих пре​образованиях. Этот процесс называнот левой факториза​цией. Процесс требует, чтобы были проведены продук​ции, включающие в левую часть данный нетерминал. Затем расширяют все правые части и те, которые начи​наются с общей подстроки над Т, собирают вместе.
Пример 5.
[image: image433.png]A= zyB | ayBC | yPQ | yaVes
=4 = 23B (Al C) y(PQ 1 2V) = A = 2yBA; | y4s,




где [image: image434.png]A,=-AlIC,



 обычно записываемое как С | Λ, и А→PQ|xV. 
Заметим, что мы вновь можем ввести Λ -продукции. Однако если в настоящий момент нет Λ -продукции, то в заключительных левофакторизованных продукциях и грамматике не будет левых рекурсий. В этом случае сле​дующий символ входной строки можно использовать для того, чтобы непосредственно определить, какие альтерна​тивы надо использовать для расширения нетерминалов в сентенциальпую форму. Если Λ -продукции встречаются в явном виде, то это вызывает затруднения.
В силу того что Λ  является ведущей подстрокой каж​дой строки над произвольным алфавитом, она всегда совпадает с началом строки задания, и, следовательно, никакие последующие альтернативы никогда не будут рассматриваться. Здесь нет возможности входить в пол​ный анализ проблемы, однако заметим, что если G = (N, Т, Р, S) и мы определяем
[image: image435.png]2) FIRST (a) = {z 0> 2, z= T, B = V*}




и
[image: image436.png]6) FOLLOW (&) = {z: S=az8, 2 T, y8 = V*},




и если для каждой продукции [image: image437.png]X—ailagl. . ]on



 
[image: image438.png]) FIRST(a,)N FIRST ()= &, i/




и
[image: image439.png]*
6) X=A,




то
[image: image440.png]FIRST(X)N TOLLOW (X)= 2.




В этом случае G можно использовать для предсказываю​щего анализа (см. рис.4, b). В таком анализе можно проверять альтернативы в произвольном порядке, не применяя Λ-выводов, пока все другие возможности не исчезли. Следующий пример иллюстрирует этот процесс. 
Пример 6. Предположим, что единственной продукцией в грамматике является
[image: image441.png]C—z2Czx| A,




Попытаемся провести грамматический разбор строки «хх». Строка отбрасывается, хотя она и законна, потому что мы вынуждены применить первую продукцию дважды, порождая таким образом неправильное продвижение, поскольку [image: image442.png]z€ FIRST (L) N FOLLOAW (G)



  и   С →Λ.   Это графически изображено на рис.6.
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Рис. 6
Использование грамматики [image: image444.png]C—=-xxC A



 (рис.7) не вызывает никаких трудностей в грамматическом разборе, потому что сейчас [image: image445.png]z ¢ FOLLOW({(C().
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Рис. 7
Перед тем как завершить параграф, упомянем другой основной метод грамматического разбора — снизу вверх, в котором продукции применяют назад, пытаясь свести строку задания к S (см. рис. 4, с). Этот метод приме​няют более широко по сравнению с методом сверху вши; используя некоторые модификации этого метода, можно повысить эффективность грамматического разбора.
1.3.6.3. Грамматики операторного предшествования

Важное подмножество КСГ содержит к себе так на​зываемые операторные грамматики. Это грамматики, в которых все продукции такие, что никакие два нетер​минала не являются смежными в любой правой части, и, следовательно, лежащий между ними терминал можно представить как оператор (хотя не обязательно в ариф​метическом смысле). Попытаемся определить отношения предшествования на множестве [image: image447.png]


где[image: image448.png]


 суть новые символы, которых нет в V и которые ограни​чивают «предложение». Правила определим следующим образом:
1. [image: image449.png]a=b,



 если здесь[image: image450.png]A~ aadbish;



 и[image: image451.png]o, Y= V?



[image: image452.png]



[image: image453.png]e NU{A)




2.[image: image454.png]


,если [image: image455.png]A=-aaBied;



 здесь[image: image456.png]B=ybS, ye=N U{A)



 в[image: image457.png]a, B, b=V




3. [image: image458.png]


   если [image: image459.png]A~ oaBbpeE P



 здесь [image: image460.png]+
R = vas,



  [image: image461.png]


[image: image462.png]


 и [image: image463.png]a, B,YEV*




[image: image464.png]b F<ve, com S=add, as=N UL, PeAn

5 4>, ecnn Se-adh, BeN U, xsTh



 Символы  [image: image465.png]


 обозначают отношения предшествования (читается как «имеет меньшее старшинство, чем», «имеет такое же старшинство, как», «имеет боль​шее старшинство, чем»); при условии что не более одного такого отношения справедливо между двумя произвольными  операторами   из  [image: image466.png]


  соответствующую операторную грамматику называют грамматикой операторном предшествования.
Хотя она и является гораздо более сложной, чем дру​гие виды грамматик, встречавшихся до сих пор, понятие предшествования может быть введено так, что будет совпадать с обычным старшинством арифметических опе​раторов и будет расширено до операторов, действия кото​рых важны с точки зрения вычислений, однако обычно считаются само собой разумеющимися при вычислениях «на бумаге».
Пример  7.
[image: image467.png]E>E+4+TIT, T—T+P|P, P-~(E)l=




Для этой грамматики отношения предшествования при​ведены в виде приведенной ниже таблицы. 
[image: image468.png]



Для  того  чтобы увидеть,  что происходит  в действи​тельности, рассмотрим этап внутри вывода предложения
[image: image469.png]



Из правила 2 определений предшествования видно, что для символов * и ( имеем
[image: image470.png]T TP, P(E).




Таким образом, выполняется отношение[image: image471.png]


и поэтому поддерево Р должно быть вычислено перед вычисле​нием Т * Р, следовательно, действие, связанное с «(», ко​торым является удаление этой и парной к ней закры​вающей скобки, выполняется перед действием, обозначенным «*». (Графически ситуацию можно представить так, как это сделано на рис. 8. 
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Рис. 8
Здесь для правила 2 имеем[image: image473.png]


                    [image: image474.png]B=pP =\ Y=/, b=




и [image: image475.png]


 Отсюда видно, что основная структура грамматик операторного предшествования является простой и есте​ственной, однако выглядит сложной при записи из-за общности правил.)  Заменяя х целыми числами 2, 3 и 4, получаем [image: image476.png]


 2*(3 + 4)[image: image477.png]


. Записывая отношения предше​ствования под этим выражением, видим, как определя​ется порядок вычислений
[image: image478.png]



а)   выберем число 2 и сохраним его в стеке:
[image: image479.png]



б)   аналогично удалим  3 из выражения и поместим в стек:
[image: image480.png]



в)   с 4 поступим подобным образом:
[image: image481.png]



г)   выполним сложение двух верхних элементов в сте​ке и результат оставим там же; удалим символ +:
[image: image482.png]



д)   отбросим скобки:,
[image: image483.png]



е)  произведем   умножение   двух   верхних   элементов стека, оставляя результат в стеке; удалим символ *:
[image: image484.png]



ж)   останов  из-за  отсутствия отношений  предшество​вания; ответ находится в стеке.
Конечно, вместо выполнения арифметических опера​ций мы могли бы породить код и после этого вычислить выражение — это как раз то, что сделал бы компилятор.
Синтаксический разбор
Определение. Последовательность номеров правил грамматики Г, применение которых позволяет построить вывод рассматриваемой цепочки σ из начального символа грамма​тики, называется синтаксическим разбором σ.
Например, в следующей грамматике
[image: image485.png]| SRS
Vr={i,+ *,()}, Va= {<E>, <T>, <P>}

R={ (1) <E> ><E>+<T>,
(2) <E> 5<T>,
(3) <T> ><T> *<P>,
@) <T> ><P>,
(5) <P>—(E),
6) <P>—>i},




правила которой пронумерованы, вывод
[image: image486.png]<E> = <E>+<T> = <T> +<T> = <T> *<P> +<T>=>
<P>*<P>H<T> i * <P>H<T> =i *i+<T> =

i*i+<P>=i*i+i




имеет синтаксический разбор [1,2,3,4,6,6,4,6].
Левый и правый выводы
Определение. Если при построении вывода цепочки α при каждом применении правила заменяется самый левый (правый) нетерминальный символ, то такой вывод называется левым (правым) или левосторонним (правосторонним) выводом α.
Например, рассмотренный вывод цепочки i * i + i в грамматике Г1. 9 является левосто​ронним выводом.
1.3.7. Регулярная алгебра и регулярная грамматика

Способы комбинирования конечных распознавателей могут использоваться для проверки аксиом множеств, из которых могут развиваться алгебраические системы. Классическая система, известная как регулярная алгеб​ра, основана на трех операциях — объединении, пересе​чении и конкатенации, определенных на множестве строк. Уравнения в алгебре могут точно определять не​которые множества строк; эти множества являются ре​шением уравнений. Результаты, вытекающие из решений, имеют непосредственное применение к аспек​там теории языков.

1.3.7.1. Выражения и уравнения
Перед тем как дать формальное определение, мы введем две константы внут​ри системы. Существует множество строк 
[image: image487.wmf]Æ

 и {Λ}, кото​рые обозначим символами 0 и 1 соответственно. Мы обо​сновываем их использование изображением конечных распознавателей соответственно на рис.1, а и b,
[image: image488.png]



Рис. 1
Определение. Пусть X — множество строк, представимое конечным распознавателем. Тогда X называется регулярным выражением. Если X и Y обозначают мно​жества строк, представимых двумя определенными маши​нами, то (в силу определения построения конечных рас​познавателей) [image: image489.png]


 (далее будеы писать X + Y), X* и XY также являются регулярными выражениями.
Разрешенные конструкции составных конечных автома​тов предполагают следующие аксиомы для работы с про​извольными регулярными выражениями А, В и С:
   [image: image490.png]1) A+B=B+4;2) A+{BTO={ATEHTE
3 A+A=d;4) A+H0=4;




 [image: image491.png]5) A(BC)=(4B)C; 6) At=A=14;
7) A0=0=04; 8) A(B+C)=AB+ AC;
9) (A+B)C=AB+BC; 10) 0*=1;

1) A*=dA+ A% 12) (A*)x =49,




Такую алгебраическую систему называют регулярной ал​геброй.
Проверка достоверности этих аксиом требует рассмот​рения совершенно общих случаев. Поэтому их трудно должным образом описать. Тем не менее, чтобы обозна​чить используемые ниже идеи, рассмотрим два примера, исходя из двух аксиом, примененных к конкретному ре​гулярному выражению.
Пример   1.   Пусть[image: image492.png]A = {agb® 0= ny,



Это выражение регулярно, так как является представимым для ма​шины М, изображенной на рис.2, а.
[image: image493.png]



Рис. 2:                                
Используя машину, изображенную на рис. 1, а, ко​торая распознает 0, и применяя подходящее построение, получим машину, изображенную на рис.2, b, которая, очевидно, эквивалентна М. Следовательно, А = А + 0.  
Пример 2. Используя А и 1, определяемые маши​нами, данными выше, и обычной конструкцией конкате​нации, получаем недетерминированный конечный распо​знаватель, изображенный на рис.3, а, который будет представлять строки в регулярном выражении 1А. 
[image: image494.png]



     Рис. 3
Эту машину делаем детерминированной (рис.3, b), затем получаем машину (рис.3,с), эквивалентную М, кото​рая удовлетворяет (в данном случае) части аксиомы 6), а именно 1А= А. 
Определив регулярную алгебру, посмотрим, как ее ис​пользовать. Предположим, что А, В и С являются задан​ными регулярными  выражениями   (множествами  строк) и что X и Y— неизвестные регулярные выражения та​кие, что выполнены следующие соотношения:
[image: image495.png]X=AX+BY, Y=XC+B.




Существуют ли решения этих «уравнений», и если да, то как их найти?  Как мы вскоре увидим, регулярные уравнения не имеют единственного решения; поэтому мы вначале введем понятие аппроксимации для регулярных выражений.
Определение.  Для регулярных выражений X и Y отношение ≤ определяем следующим образом:
                   X ≤ Y ([X аппроксимирует Y), если X + Y = Y. 
Теорема. Отношение ≤, определенное над регуляр​ными выражениями, является отношением порядка. 
Доказательство. Транзитивность имеет место, так как
[image: image496.png]I€<Y, ¥<Z2»X T Y=Y, Y+2Z=2,



 п.
Поэтому
[image: image497.png]X+Z=X+{¥+)=(X+Y)tsd=Y+i=24




и, следовательно, X ≤ Z.
Антисимметричность имеет место, поскольку
[image: image498.png]



Рефлексивность следует из X + X= X.
 Отсюда также следует, что[image: image499.png]XY ZX<<2ZY



для регулярных выражений X, Y и Z, однако детали доказа​тельства оставим в качестве упражнения.
Перед тем как  рассматривать   уравнения,   напомним, что из определения операции замыкания следует
[image: image500.png]



где А0 = 1. Это соотношение оказывается полезным   при доказательстве следующих утверждений.
Лемма. Пусть Y и Z — решения регулярного уравнения Х = АХ + В. Тогда
[image: image501.png]8) B<Y,
6y AY <Y,
) Y+ Z —~ pewenue,




Доказательство.
а)   Так как Y — решение уравнения X = АХ + В, то Y = AY + В, и поэтому
[image: image502.png]Y+B=(AY+B)+B=AY+(B+B)=4Y+B=Y,




Следовательно, В ≤ Y.
б)    Аналогично[image: image503.png]Y4+ AY =(B+AYN T AY =0T AY =



 [image: image504.png]


 Следовательно, AY  ≤ Y .
в)   Имеем
[image: image505.png]Y4+Z=AY+Bt+4Z2+B=A(Y+Z}+B.



 //
Уже   достаточно   много   сказано   о   свойствах   решений уравнения, однако существует ли хотя бы одно решение?
Лемма. А*В является решением уравнения Х =~АХ + В.
Доказательство. Подставляя А*В в уравнение, имеем
[image: image506.png]


 /
Теорема. А*В является наименьшим (по отношению к ≤) решением регулярного уравнения X = АХ + В.
Доказательство. Из лемм следует, что А*В — решение, и если   Y  — какое-либо другое решение, то В  ≤ Y , [image: image507.png]N



 Поэтому [image: image508.png]AB<Y, ATB< Y,



 и,  добавляя неравенства   для   всех [image: image509.png]ne N UL0S,



 получаем  A*B ≤ Y .
Следовательно, утверждение теоремы верно. 
Заметим, что А*В — это множество строк, каждая из которых является решением уравнения; если А = {а} и B= {b}, то все строки вида аnb также являются решениями.
Заметим также, что так как А *В является наименьшим решением уравнения X = АХ + В, то оно является наи​меньшим выражением таким, что [image: image510.png]


 совпа​дает с тождественным отображением. Поэтому его также называют наименьшей стационарной точкой уравнения (или минимальной стационарной точкой).
Рассмотрев одно частное уравнение, мы сейчас можем непосредственно получить аналогичные результаты для других похожих уравнений; доказательства в этих слу​чаях будем опускать.
Теорема. Для заданных регулярных выражений А и В уравнение                X=АХ+ В эквивалентно паре уравне​ний
[image: image511.png]X=VYB ¥Y=Y4d+1




в том смысле, что они имеют одно и то же наименьшее решение, и это решение есть Х = А*В. 
Теорема. Для заданных регулярных выражений А и В уравнение                                 Х= АХ + В эквивалентно паре уравнений
[image: image512.png]X=BY Y=AY +1,




(В этом случае обе системы наименьшее решение X = ВА*.)  
Эти две теоремы позволяют нам преобразовывать пра​вые линейные формы (X = АХ + В) в левые линейные формы (X = ХА + В), которые соответствуют правым и левым рекурсиям внутри регулярных грамматик. Детали этого соответствия даны в п. 1.3.7.2, однако сначала мы обоб​щим результаты на системы   алгебраических   уравнений.
Предположим, что Х1, ..., Хn — неизвестные регуляр​ные выражения и что[image: image513.png]Ay {11, J<n)



 и В1,..., Вn — известные регулярные выражения такие, что
[image: image514.png]XA1|+X0A;|+.. + X, A,,.+B,,

X‘ AA‘,+A«A;‘+. +A,,A,..+B,,

X, = Xd b Kpdpn b F X+ B




Теперь можно использовать операции, определенные на регулярных выражениях, чтобы ввести операции на мат​рицах из регулярных выражений:
[image: image515.png](G+ D);; =Cy 4 Dy,
(CD); = ; CuDyjy

=3





[image: image516.png]


 тогда и только тогда, когда[image: image517.png]CysD;



для всех i, j, где С и D — согласованные матрицы, элементы которых являются регулярными выражениями. Обозначив через X «регулярную матрицу», мы можем представить приве​денные выше уравнения в виде
[image: image518.png]X=XA+B.




Применяя рассуждения, аналогичные тем, которые ис​пользовались в случае одного уравнения, можно показать, что эта система имеет минимальную стационарную точку ВА*, которая достигается на решениях X = BY, где Y = AY + I; I — единичная матрица. Соответствующие ре​зультаты справедливы для правых линейных систем. Из замечаний следует, что эти системы эквивалентны. Это помогает удалению левых рекурсий в контекстно-свобод​ных грамматиках.
Ясно, что для уравнения X = ХА + В решение может быть определено как
[image: image519.png]X; = (BY); = ‘?‘ By Y,




где[image: image520.png]Yi; ={AY + Iy = %}Aik\’h,- + 1.




Пример 4 раз. 1.3.6 показывает, как этот результат пе​реносится на контекстно-свободные грамматики. Преобра​зования, используемые в этом примере (хотя они и не строго обоснованы), появились при помощи рассуждений по аналогии. Мы завершаем этот раздел, указывая на формальную связь между регулярной алгеброй конечных распознавателей и регулярными грамматиками.
1.3.7.2. Представления регулярных грамматик.
Напомним, структурная грамматика G=(N, T, Р, S) назы​валась грамматикой Хомского типа 3 или (Λ-свободной) регулярной грамматикой, если все элементы Р имели вид А → х или А → хВ, где[image: image521.png]rxr=T n A Be N,



 или же (если [image: image522.png]Ae L{(G)) 5 — A,



 в этом случае S не встречается ни в какой правой части.
Множество предложений, порожденных регулярной грамматикой, называют регулярным множеством или ре​гулярным языком. Мы в состоянии обосновать использование дважды одной и той же терми​нологии и, следовательно, использовать регулярную алгеб​ру в грамматиках.
Основной результат состоит из двух частей и дан в виде теоремы с конструктивным доказательством. 
Часть I является непосредственной, так как каждый переход определяют на всей его области определения; в части II не обязательно, чтобы грамматика (N , T, P, S) для данных[image: image523.png]XeNnasT



 имела продукцию вида X →а или X → aY при некотором[image: image524.png]Ye§N,




Теорема. Множество, представимое конечным ав​томатом, является в точности таким же, как если бы вы​водилось из регулярных грамматик.
Доказательство. Опишем конструкции доказа​тельства.
Вначале рассмотрим конечный автомат М = (Q, ∑, t, q, F). Теперь построим регулярную грамматику G=(N, Т, Р, S). Если [image: image525.png]NANE A(M),



 то можно сделать следующее.
Пусть[image: image526.png]Ne=Q I'm=ZpgS~=gq




построим Р такое, что
[image: image527.png]P={X~a¥, Yei(X, a)} UIX + g, t{X, a)NF + 2),




Если[image: image528.png]Aes A(M),



то расширяем конструкцию, создавая новый нетерминал [image: image529.png]


полагая[image: image530.png]


и добавляя к Р продукции
[image: image531.png]S = A,
S—>a¥  (ecnm Y Ei(g, a)),
S—a (ecan t(g, e)NF=2),




Сейчас легко показать, что для каждого[image: image532.png]FA-DN



 условие [image: image533.png]za A{M)



 выполнено тогда и только тогда, когда [image: image534.png]=1



[image: image535.png]


 Очевидно, что если[image: image536.png]gEF,



 то Λ представимо автоматом М и S→Λ — продукция G и наоборот. Если также[image: image537.png]asAM)nlal =n,



то
[image: image538.png]a=aa o=,





и поэтому существует путь в графе М, как показано на рис.4.
[image: image539.png]OO0





Рис. 4
Здесь [image: image540.png]AN



 (не обязательно все различны) и [image: image541.png]


 и по построению
[image: image542.png]{S = mdy, A;— @dyy vosy Aumg =™ GperBoey, Ay~ a) =0




(рис.5).   
[image: image543.png]a
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Рис.5                              
Таким   образом, [image: image544.png]a= IL(G).



 Проводя   рассуждения в обратном порядке, аналогично получаем [image: image545.png]L{G)s



 [image: image546.png]s A4,



 и, следовательно, равенство докаааво.
Сейчас надо показать, что для данной (Λ-свободной) регулярной грамматики предложения этой грамматики могут быть представимы некоторым конечным автоматом, а  все  другие  строки  не   представимы  этим   автоматом.
Возьмем[image: image547.png]G, =N\, T, P, &)



 и построим М1 =( Q1, ∑1, t1, q1, F1) как показано далее. Пусть ∑1 = Т1  и [image: image548.png]


[image: image549.png]e= N, U{t} U{n)



 (где τ и π — специальные символы, ко​торых нет в N1; τ представляет правильную терминаль​ную строку, а π представляет ошибку), q1 = S1 и F1 = {τ}. Если также[image: image550.png]A= LG},



 т. е S1→Λ принадлежит Р1 то [image: image551.png]Fi=1t, qi4.



 Окончательно имеем
[image: image552.png]t={((X,a),¥): X~>aY ectb 8 P\}U
UL((X, ), 1): X > aects 8 PiJU
- U{((t, a}, n} mam seex =25}y

UL((X, b), n): ecau X = N, n ne X - bY ans moboro ¥ =
e N, u ne peimonnseten yeaosue X ~~ & ects g P} U

U{({n, a), a) nan rcex a < Tyd.




Обоснование  того  факта,  что  эта  машина  представляет L(G1), оставляем в качестве упражнения. 
Пример   3.   Пусть задана регулярная грамматика
[image: image553.png]G =14, 8,C, D}, {z, y, 24, P, A),



 где
[image: image554.png]P={4—~AlzB|yC, B~ :BlylyC, C~=zD, D~ yDiz).




Используя описанную  выше  конструкцию,  получим   ма​шину, изображенную на рис.6.
[image: image555.png]



Рис. 6
1.3.8. Неоднозначные и эквивалентные грамматики
Существуют грамматики, в которых одна и та же цепочка может быть получена с помо​щью различных выводов.
Данное свойство грамматик называется неоднозначностью.
Определение.   Цепочка языка L(Г) называется неоднозначной, если для её вывода су​ществует более чем одно синтаксическое дерево. Если грамматика Г порождает неодно​значную цепочку, то она называется неоднозначной. Можно сделать следующие выводы:
1) каждой цепочке, выводимой в грамматике, может соответствовать одно или несколько синтаксических деревьев,
2) каждому синтаксическому дереву могут соответствовать несколько выводов,
3) каждому синтаксическому дереву соответствует единственный правый и единствен​ный левый выводы.
В информатике неоднозначной грамматикой называется формальная грамматика, которая может породить некоторую строку более чем одним способом (то есть для строки есть более одного дерева разбора). Язык называется существенно неоднозначным, если он может быть порождён только неоднозначными грамматиками.

Грамматики некоторых языков программирования неоднозначны. При разборе таких языков необходимо учитывать семантическую информацию для выбора правильного варианта. Например, на языке C следующая запись:

x * y;

может быть проинтерпретирована как либо:

· объявление идентификатора y с типом указатель-на-x, или

· выражение, в котором x умножается на y, а результат игнорируется.

Чтобы выбрать между этими интерпретациями, компилятор должен обратиться к своей таблице символов, чтобы узнать, было ли объявление x в качестве имени typedef в данной области видимости.

Пример
Контекстно свободная грамматика

A → A + A | A − A | a

является неоднозначной, так как есть два левосторонних вывода для строки a + a + a:

	    
	A
	→ A + A
	    
	A
	→ A + A

	    
	
	→ a + A
	    
	
	→ A + A + A

	    
	
	→ a + A + A
	    
	
	→ a + A + A

	    
	
	→ a + a + A
	    
	
	→ a + a + A

	    
	
	→ a + a + a
	    
	
	→ a + a + a


Также, грамматика является неоднозначной, поскольку есть два дерева разбора для строки a + a − a:





Однако, язык, который она порождает, не является существенно неоднозначным, поскольку следующая однозначная грамматика порождает этот же язык:

A → A + a | A − a | a

Распознавание неоднозначной грамматики
Общая задача определения, является ли грамматика неоднозначной, алгоритмически неразрешима. Не может существовать алгоритма, определяющего неоднозначность грамматики, поскольку неразрешимая задача соответствия Поста сводится к задаче неоднозначности.

Существует очевидная трудность в синтаксическом анализе неоднозначной грамматики детерминированным анализатором, но недетерминированный анализ приводит к значительному проигрышу в эффективности. Большинство конструкций, требующих синтаксического анализа, могут быть распознаны однозначными грамматиками. Некоторые неоднозначные грамматики могут быть преобразованы в однозначные, но общей процедуры для этого преобразования нет, так же как нет и алгоритма определения неоднозначности грамматики. Генераторы компиляторов, такие как YACC, способны устранять некоторые виды неоднозначности, например используя ограничения приоритета и ассоциативности.

Существенно неоднозначные языки
В то время как некоторые языки (множества строк, порождаемых грамматикой) имеют как однозначные, так и неоднозначные грамматики, существуют языки, для которых не существует однозначной грамматики. Примером существенно неоднозначного языка является объединение { a n b m c m d n | n , m > 0 } {\displaystyle \{a^{n}b^{m}c^{m}d^{n}|n,m>0\}}  {an bm cm dn |n,m>0}и { a n b n c m d m | n , m > 0 } {\displaystyle \{a^{n}b^{n}c^{m}d^{m}|n,m>0\}}{an bn cm dm |n,m>0}. Это контекстно-свободный язык как объединение контекстно-свободных языков, но Введение в теорию автоматов… содержит доказательство того, что нет возможности однозначно разобрать троки в (не контекстно-свободном) подмножестве { a n b n c n d n | n > 0 } {\displaystyle \{a^{n}b^{n}c^{n}d^{n}|n>0\}}{an bn cn dn |n>0}, являющемся пересечением этих двух языков.
Один и тот же язык может быть получен с помощью различных грамматик. 
Определение.   Две грамматики Г1 и Г2 называются эквивалентными, ecли они порож​дают один и тот же язык, т.е.
[image: image557.png]LIy =L@Y).




1.4. Способы задания схем грамматик

Схема грамматики содержит правила вывода, определяющие синтаксис языка. Для зада​ния правил используются различные формы описания: символическая (рассмотренная ранее), форма Наура-Бэкуса, итерационная форма и синтаксические диаграммы.
1.4.1. Форма Наура-Бэкуса

При описании синтаксиса конкретных языков программирования приходится вводить большое число нетерминальных символов, и символическая форма записи теряет свою наглядность. В этом случае применяют форму Наура-Бэкуса (ФНБ), которая предпола​гает использование в качестве нетерминальных символов комбинаций слов естественного языка, заключенных в угловые скобки, а в качестве разделителя - специального знака, состоящего из двух двоеточий и равенства
Чтобы сократить описание схемы грамматики, в ФНБ разрешается объединять правила c одинаковой левой частью в одно правило, правая часть которого должна включать пра​вые части объединяемых правил, разделенные вертикальной чертой. Например: <список>::=<элемент списка><список>|<элемент списка>.

 
 

 Текст может быть правильным (то-есть составленным по правилам этой грамматики) или неправильным. И основная задача теории – определить, правильный или неправильный этот текст. Правила «кодируются» с помощью своеобразных конструкций – форм Бэкуса-Наура.


Попробуем дать определение этих форм. Каждая форма – это некоторая строчка.


Как мы уже говорили, есть знак := . Он отделяет левую часть строки от правой.


Есть так называемые «терминалы» - это, грубо говоря, то, из чего состоит язык. Допустим, человеческий язык состоит из предложений, предложения – из слов, слова бывают подлежащими и сказуемыми. Слова же в свою очередь состоят из букв. Предложения, слова, подлежащие и сказуемые, буквы – это все терминалы. Буквы называют еще терминальными символами. 


Если же мы имеем строку арифметического выражения, то она состоит из множителей (или делимых-делителей), а также из слагаемых, а они в свою очередь состоят из чисел. Причем слагаемое само может состоять из слагаемых. Например:


1+2+3


Слагаемое 1+2 само состоит из двух слагаемых – 1 и 2. Это – важный пункт.


Терминалы часто как-то «обзываются» - например «множ» или “factor” (что вообще говоря должно обозначать одно и тоже – множитель.


И, наконец, есть «нетерминалы» - < и >. Они как скобки обрамляют некоторые терминалы.


Есть еще знак | - он разделяет несколько альтернативных терминалов.

 

Это все самый «простейший» вариант форм Бэкуса-Наура. Есть и усложнения. Допустим, некоторые конструкции (в правой части строки) можно взять в квадратные скобки ([ … ]). Это означает, что конструкция может отсутствовать (то-есть или присутствует один раз, или отсутствует). А если без таких скобок – значит присутствует строго один раз.


Есть и фигурные скобки ({ … }). «Обрамленная» ими конструкция повторяется некоторое (возможно нулевое) количество раз.


Встречаются и такие скобки: {/ … /}. Это означает повторение 1 или большее количество раз (то-есть ненулевое количество).


Есть и другие разночтения в определениях форм. Бывает, например, что опускают нетерминалы < и >.


Можно ввести еще один вид скобок, означающий повторение определенное количество раз. Обозначение может быть таким:


{5/ … /5} – повторение 5 раз. В некоторых случаях это может оказаться полезным.

 
Теперь рассмотрим примеры. 

1)      Дадим определение идентификатору с помощью БНФ (то-есть форм Бэкуса-Наура):

<Буква> := A|B|C|…|Z
<Цифра> := 0|1| … |9

<Идент> := <Буква> {<Буква>|<Цифра>}

 

Основная идея такого формализма понятна. Идентификатор начинается обязательно с буквы, а дальше идет некоторое количество букв или цифр. В этом смысл вышеприведенных 3-х строк.

Примеры идентификаторов:

A   B  A1   B2C3   DA123

 Отметим тут же, что всегда есть «самый главный» терминал (и, соответственно, главная строка, в левой части которой он находится), соответствующий тому объекту, который мы исследуем. В данном случае исследуем мы идентификатор, а самый главный терминал – это «Идент».

 2)      Грамматика целых чисел без знака:

<число> := <цифра>|<цифра><число>

<цифра> := 0|1|2|…|9

 Обратим внимание, что терминал «число» встречается в первой строке 2 раза. Это важный момент. В дальнейшем он приведет к появлению рекурсии (когда мы будем программировать).

            3)  Формула с плюсами и минусами без скобок.

<формула> := <число>|<формула><знак><число>

<знак> := +|-

 Что такое число – это можно было бы продолжить, приписывая строки примера 2.

Можно было бы записать и такую форму для этого случая:

                        <формула> := <слаг> {<add_знак><слаг>}

<слаг> :=  <число>

<add_знак> := +|-

 

А если и числа, и переменные, то:

                        <формула> := <слаг> {<add_знак><слаг>}

<слаг> :=  <число>|<переменная>

<add_знак> := +|-

            4)  Формула с плюсами и минусами со скобками.

<формула> := <op>|<формула><знак><число>

<op> := <число>|(<формула>)

<знак> := +|-

 Обратим внимание, что во второй  строке появились скобки. «Op» – это некоторый промежуточный терминал, введенный для удобства.

            5)  Формула с плюсами и минусами, а также с умножением и делением без скобок. Входят в формулу не только числа, но и переменные.

<формула> := <слаг> {<add_знак><слаг>}

<слаг> := <множ>{<mul_знак><множ>}

<множ> := <число>|<переменная>

<add_знак> := +|-

<mul_знак> := *|/

 

То-есть, самые крупные блоки, которые мы выделяем из строки с формулой – это слагаемые. Заметим, что этим определяется самый низший приоритет операций сложения-вычитания. Обратим внимание еще на то, что левое слагаемое уже не состоит из вложенных слагаемых, в отличие от правого.

 6)      Формула с плюсами и минусами, с умножением и делением без скобок, а также с унарным плюсом-минусом (причем унарный знак может присутствовать перед числом или переменной лишь в единственном числе). 

            <формула> := <слаг> {<add_знак><слаг>}

<слаг> := <множ_со_знаком>{<mul_знак><множ_со_знаком>}

<множ_со_знаком> := [<add_знак>]<множ>

<множ> := <число>|<переменная>

<add_знак> := +|-

<mul_знак> := *|/

            7)  Формула с плюсами и минусами,  умножением и делением и со скобками. 

<формула> := <слаг> {<add_знак><слаг>}

<слаг> := <множ>{<mul_знак><множ>}

<множ> := <число>|<переменная>|(<формула>)

<add_знак> := +|-

<mul_знак> := *|/

             8)  Добавляем функции (встроенные) одного переменного (пусть это будут для примера sin и cos). 

<формула> := <слаг> {<add_знак><слаг>}

<слаг> := <множ>{<mul_знак><множ>}

<множ> := <число>|<переменная>|(<формула>)|<Func>(<формула>)

<add_знак> := +|-

<mul_знак> := *|/

<Func> := sin|cos
Диаграммы Вирта.
 

Есть еще альтернативный подход к описанию правил грамматики. Это диаграммы Вирта. Вирт, кстати, это создатель языка Паскаль.

Опишем  вкратце то, что есть в диаграммах Вирта. Нечто, обведенное кружком – это терминальный символ. Есть еще нечто, заключенное в прямоугольник – это «постоянная группа терминальных символов, определяющая название лексемы, ключевое слово и др.». То-есть в кружок и прямоугольник заключаются терминалы (то, что мы имели ввиду под терминалами в формах Бэкуса-Наура).

Есть еще «нетерминальный символ, определяющий название правила». Это, по-видимому, то, что в формах Бэкуса-Наура мы ставили в левой части строки, слева от знака «:=».

И есть еще соединительные линии. Они «обеспечивают связь между терминальными и нетерминальными символами». Эти линии расходятся, потом сходятся снова, проходя через кружки и прямоугольники. Иногда образуют циклические петли, касающиеся основной горизонтальной линии.

Диаграмма состоит из нескольких «рисунков», также, как БНФ – из нескольких строк. На одном рисунке всегда есть основная горизонтальная линия, в начале которой написано название правила. Это аналог одной строки из формы Бэкуса-Наура. Если далее линия раздваивается, то это аналог выбора одной из двух альтернатив в БНФ (напомним, что эти альтернативы разделяются знаком | ). Если же есть зацикленная линия (петля), касающаяся основной линии, то это аналог рекурсивной части строки Бэкуса-Наура, то-есть часть этой строки (справа) совпадает с левой частью строки. Если есть несколько петель (рядом или одна над другой), то их аналоги в БНФ будут разделятся знаком |.

Поясним это все примером диаграммы из трех строк (трех рисунков), описывающей идентификатор (грамматику идентификатора). Приведем сперва форму Бэкуса-Наура для этого идентификатора, отличающуюся, кстати, от уже приведенной выше. Она записана без использования скобок.

<Буква> := A|B|C|…|Z
<Цифра> := 0|1| … |9

<Идент> := <Буква> |<Идент> <Буква>|<Идент> <Цифра>

 
Теперь – диаграмма из 3-х строк:

[image: image558.jpg]



Отметим, что третью строку диаграммы можно нарисовать и так:

 

[image: image559.jpg]=




 На наш взгляд, принцип построения диаграмм Вирта достаточно понятен. 

Взаимное соответствие между формой Бэкуса-Наура и программой (то-есть программирование транслятора по заданной БНФ).

 

Теперь мы подходим к самому главному моменту. Как, имея форму Бэкуса-Наура, составить программу? Допустим, форму, соответствующую некоторому языку (языку арифметических формул, например), мы составили.

Правила соответствия БНФ-Program такие: 

1) Каждому терминалу, стоящему слева от «:=» (по крайней мере, тому, который может состоять из нескольких символов – такие мы брали в угловые скобки), соответствует функция в общей программе. То-есть, уточняем, «мелким» терминалам (таким как знак сложения, допустим, или цифра) функцию можно не сопоставлять. Но таким, как <Формула>, <Множитель>, <Слагаемое> - соответствующую функцию сопоставлять нужно.

 2)Каково же будет «наполнение» этих функций? То-есть их  внутренняя начинка? Когда мы идем по правой части строки формы (то-есть правее от «:=») слева направо и встречаем «крупный» терминал (<Множитель>, <Слагаемое>), мы записываем внутри нашей функции (которую сейчас мы заполняем операторами) соответствующий вызов функции. Далее – фигурным скобкам (повторению ноль или более раз) будет соответствовать оператор цикла while. Условием этого цикла скорее всего будет наличие знака математической операции, который стоит первым в скобке (опять таки вероятнее всего). Если же скобки квадратные (действие ноль или один раз), то им соответствует условный оператор if.

Если в правой части строки БНФ есть ряд частей, разделенных вертикальной палочкой (| - знак альтернативы), то каждой такой части должен соответствовать свой участок кода внутри нашей функции. Реализовать такую «архитектуру» можно с помощью if или if-else. Можно применять и другие способы

                      3)Наша программа, которую мы транслируем, должна выполнять некоторую полезную работу, например складывать и перемножать числа,  чтобы получить конечное значение формулы. Насчет этого «пункта» в формах Бэкуса-Наура не говорится ничего. Но в программе-трансляторе эти куски кода должны быть обязательно. Можно дать совет вставлять их и испытывать методом проб и ошибок.

 

4)Еще важный пункт – при движении по правой части строки мы переходим от одного терминала к другому. Внутри функции этому соответствует вызов сканера для получения следующей лексемы после очередного «внутреннего» вызова функции. Но нужно учесть, что некоторые вызовы сканера может оказаться удобным «прятать» внутри вызываемых внутренних функций, а не в теле самой функции (которую мы пишем  в данный момент). Итак, движению слева направо (по правой части строки) от одного терминала к другому соответствуют вызовы сканера в программе.


Уточняем– сканер это функция или подпрограмма (функция программы-транслятора), которая просматривает весь текст программы (транслируемой) и делит его на так называемые лексемы. Лексема – это число, или имя переменной, или знак операции, или название оператора (if, while), или что другое (имя функции например). Обычно вызов сканера «поставляет» очередную лексему в программе.

 Пример соответствия строки БНФ и функции (язык Си):

<expr> := <term>{<addop><term>} – это строка БНФ.

 

Теперь функция:

 

expr( )

{

term( );

while(*Lex==’+’)  

/* Обратите внимание на соответствие <addop> и проверки на наличие  знака  +  в условии оператора цикла */

{
NextLexema( ); /* Вызов сканера */
Term( );
}
}

 

Кстати, вышеприведенные рассуждения относятся не только к программам на языке Си, но и к любым языкам, поддерживающим рекурсивные функции (а также операторы цикла и условные операторы, естественно).

Сложение-вычитание и умножение-деление (без скобок).
 

Теперь начнем программировать. Сперва – один из самых простых случаев – формула со сложением-вычитанием и умножением-делением, причем без скобок. Форма Бэкуса-Наура такая:

 
<expr> := <term> {<add_op><term>}

<term> := <factor>{<mul_op><factor>}

<factor> := <integer>

 
Обозначения такие: term – это слагаемое, add_op – это плюс или минус (+ или -), factor – это множитель, mul_op – это * или /. А expr – это формула. Integer – это целое число.

Сперва нужен сканер, который будет «доставлять» нам очередную лексему. Здесь мы пойдем наиболее простым путем (вернее одним из наиболее простых). Если программировать настоящий сканер, то легко запутаться. Сделаем так: пусть все лексемы уже записаны в текстовом файле Pr.txt, например так:

 
1

+

2

 

То-есть в каждой строчке строго одна лексема. Далее составим функцию, которая будет увеличивать на единицу глобальную переменную J и выдавать J-ю строчку файла. Насчет быстродействия озабочиваться не будем, главное – чтобы четко работал принцип.

Роль сканера выполняет функция NextLexema.

В этой функции используется написанная нами функция FindStrN. Она непосредственно достает определенную строчку из текстового файла. Поконкретнее ее описание можно найти, зайдя на сайт kiteev2005.narod.ru, ссылка «Библиотеки функций», далее – «Функции для обработки строк».

В дальнейшем мы часто буду использовать «личные» функции. Мы здесь стараемся останавливаеться на основных принципах работы, а не на частностях. Вы можете какую-то «частную» функцию запрограммировать и сами.

Далее идет программный аналог (отображение) форм Бэкуса-Наура (рекурсивные функции fact, term, expr). 
Насчет выполняемых действий. По ходу дела можно было бы сразу вычислять выражение (формулу). Но мы предпочли записывать все обработанные лексемы в строку с обратной польской записью. Через разделитель, роль которого выполняет пробел. Зачем? Для «разделения полномочий». Может мы захотим потом не вычислить результат, а сделать что-нибудь другое. Строка с обратной польской записью будет удобным входным выражением для дальнейшей обработки.

Обратим внимание, что перед очередным вызовом сканера нужно обязательно спасать содержимое строки Lex в другой строке.

Потом функция PostFix будет обрабатывать эту обратную польскую строку и вычислять выражение. Результат будет в текстовом файле Result.txt (как и сама польская строка). Отметим, что хотя исходные числа – целые, результат вычисляется в виде действительного числа.

Что такое обратная польская запись, мы здесь не поясняю. Приведу лишь простейший пример.

Выражение в обычной записи:

3+2

Теперь в обратной польской:

3,  2, +

(разделителем служит запятая).


А как обработать «польскую» строку (ОПЗ – обратную польскую запись) и все вычислить? Процитируем статью из Интернета:

 
Для реализации  алгоритма используется стек для чисел (или для переменных, если они встречаются в исходном выражении). Алгоритм очень прост. В качестве входной строки мы теперь рассматриваем выражение, записанное в ОПЗ: 
1. Если очередной символ входной строки - число, то кладем его в стек. 
2. Если очередной символ - знак операции, то извлекаем из стека два верхних числа, используем их в качестве операндов для этой операции, затем кладем результат обратно в стек. 
Когда вся входная строка будет разобрана в стеке должно остаться одно число, которое и будет результатом данного выражения.

 Таким образом нужен стек. Его мы запрограммируем сами. Для работы со стеком мы также использую свои, ранее написанные функции (смотри их в тексте – по названию можно понять, что они делают). Отмечу, что создается стек для 100 лексем максимум по сто символов в каждой. И занимает он чуть более 10000 байт.

Вот программа (для Visual C++ 5.0, файл recurs1.cpp, нужны еще файлы библиотек с «личными» функциями):

 /***************************************/

     #include <stdio.h>

    #include <stdlib.h>

    #include "Str_ex.h"

    #include "QnS.h"

     int I=0;


int n=5;

 
char Lex[150];  /* Это для лексем */

 


char Res[250];  /* Это для результирующей постфиксной 






польской строки */


char End[3];    /* Это конец строки в текстовом файле */

 


char Sign1[2]={43,0};


char Sign2[2]={45,0};


char Sign3[2]={42,0};


char Sign4[2]={47,0};

 

/******************************/

/*
  sprintf(A,"n=%d",n);*/

/******************************/


/* Это - обработка формулы


со сложением-вычитанием и


умножением-делением.


Результат - в польской постфиксной


записи  */

 


int J=1;

 


void NextLexema() /* Получает очередную лексему */


{



int R;



*Lex=0;



R=FindStrN("Pr.txt",End,Lex,100,J);



J++;

 



if(R<0) 



{




*Lex=0;

            WrStr("Lexema.txt",End," THE END! ",1); /* В тестовых 














целях 










   пишем в файл */




return;



}



else



{

        WrStr("Lexema.txt",End,Lex,1); /* В тестовых целях 










   пишем в файл */



};


}

 
void fact()  /* Это множитель - конечный пункт рекурсии */


{

    if(testnum_l(Lex)==0&&(*Lex>47&&*Lex<58))  /* Проверка - является ли целым числом */


{



StrCat(Lex,Res);



StrCat(" ",Res);



NextLexema();


}


else


{



CpStr("ERROR",Res);

 
};


} 

 
void term() /* Обработка умножения-деления */


{


char Lex1[150];


Lex1[0]=0;

 

    fact();


/*while(COMPstr("*",Lex)==0||COMPstr("/",Lex)==0)*/


while(*Lex==42||*Lex==47)


{



CpStr(Lex,Lex1);



NextLexema();



fact();



StrCat(Lex1,Res);



StrCat(" ",Res);


}


} 

 

 


void expr()  /* Обработка сложения-вычитания */


{


char Lex1[150];


Lex1[0]=0;

 


term();


/*while(COMPstr("+",Lex)==0||COMPstr("+",Lex)==0)*/


while(*Lex==43||*Lex==45)


{



CpStr(Lex,Lex1);



NextLexema();



term();



StrCat(Lex1,Res);



StrCat(" ",Res);


}


}

 


/********************************/


/*  Обработка строки с польской обратной записью  */

 


int iPF=1;

 


int PostFix(char *S,int L,int N,char *Dest)


{



void * pSt;



char St[100];



int i,res;



int iPF1;



int iPF2;



int iPF3;



char *S1;



void *pS1;



/*char S2[50];



char S3[50];



char S4[100];*/

 



int r=0;

 



double F1,F2,F3;

 



if(*S==0)



{



WrStr("PostFix.txt",End,"Empty!",1);



return -2;



}

 



pS1=malloc(L);



if(pS1==NULL) 



{




return -1;



}



S1=(char *)pS1;



*S1=0;

 

   

/*WrStr("PostFix.txt",End,"Coming",1);*/

 



pSt=CreateStack(L*N);

 



while(iPF>0)



{

   

/*WrStr("PostFix.txt",End,"Cycle",1);*/

 



iPF1=CpWordN(S,S1,32,iPF);



if(iPF1<0) 



{



break;



}

        iPF++;

 

        if(!(COMPstr(S1,Sign1)==0||COMPstr(S1,Sign2)==0||COMPstr(S1,Sign3)==0||COMPstr(S1,Sign4)==0))




/* Если символ не знак, помещаем в стек */



{




for(i==0;i<100;i++) *(St+i)=0;




CpStr(S1,St);




res=AddArrayToStackNoPart(pSt,St,100);




if(res!=100)




{




r=-3;

    

WrStr("PostFix.txt",End,"Stack error!",1);




}



}



else  /* Если символ - знак */



{



for(i==0;i<100;i++) *(St+i)=0;

        res=GetArrayFromStack(pSt,St,100);



if(res!=100)




{




r=-4;

    

WrStr("PostFix.txt",End,"Stack error (getting)!",1);




}



F1=atol(St);

 



for(i==0;i<100;i++) *(St+i)=0;

        res=GetArrayFromStack(pSt,St,100);



if(res!=100)




{




r=-5;

    

WrStr("PostFix.txt",End,"Stack error (getting)!",1);




}



F2=atol(St);

 

 



if(COMPstr(S1,Sign1)==0) /* Если сложение */



{




F3=F2+F1;



}



if(COMPstr(S1,Sign2)==0) /* Если вычитание */



{




F3=F2-F1;



}



if(COMPstr(S1,Sign3)==0) /* Если умножение */



{




F3=F2*F1;



}



if(COMPstr(S1,Sign4)==0) /* Если деление */



{




F3=F2/F1;



}

 



sprintf(St,"%f",F3);

 



/*Кладем результат в стек*/




for(i==0;i<100;i++) *(St+i)=0;




res=AddArrayToStackNoPart(pSt,St,100);




if(res!=100)




{




r=-6;

    

WrStr("PostFix.txt",End,"Stack error!",1);




}

 



}



}

 



/*Извлекаем из стека результат*/



for(i==0;i<100;i++) *(St+i)=0;

        res=GetArrayFromStack(pSt,St,100);



if(res!=100)




{




r=-7;

    

WrStr("PostFix.txt",End,"Stack error (getting)!",1);




}



*S1=0;



StrCat(St,S1);



WrStr("PostFix.txt",End,"Result in stack: ",1);



WrStr("PostFix.txt",End,S1,1);

        /* Конец извлечения результата из стека*/



CpStr(S1,Dest);

 



DeleteStack(pSt);

        free(pS1);



return r;

 


}

 


/*******************/

 

    void main(void)

 

    {



Lex[0]=0;

 



Res[0]=0;

 



End[0]=13;



End[1]=10;



End[2]=0;



char dest[200];

 



NextLexema();



expr(); /* Это вход в разбор формулы */

 

      WrStr("Result.txt",End,Res,1); /* Записываем результирующую









 польскую постфиксную строку










 в файл */


  PostFix(Res,100,100,dest);


  WrStr("Result.txt",End,"А число:",1); 


  WrStr("Result.txt",End,dest,1); 

 


  return;


}

 /****************************************/

 Здесь – конец программы.

1.4.2. Итерационная форма

Для получения более компактных описаний синтаксиса применяют итерационную форму описания. Такая форма предполагает введение специальной операции, которая называет​ся итерацией и обозначается парой фигурных скобок со звездочкой. Итерация вида {a}* определяется как множество, включающее цепочки всевозможной длины, построенные с использованием символа a, и пустую цепочку.
[image: image560.png]*
{a} = {85, a, aa, aaa, aaaa,..}.




Используя итерацию для описания множества цепочек, задаваемых символическими правилами, для списка получаем:
[image: image561.png]<L> — <E> {<E>}".




Например, описание множества цепочек, каждая из которых должна начинаться знаком # и может состоять из произвольного числа букв x и y, может быть представлено в итера​ционной форме так:
[image: image562.png]<> #x|y} .




В итерационных формах описания наряду с итерационными скобками часто применяют квадратные скобки для указания того, что цепочка , заключенная в них, может быть опущена. С помощью таких скобок правила:
[image: image563.png]<A> 5 x<A>y<B>z u <A> - x<B>z




могут быть представлены в виде:
[image: image564.png]<A> = x[<A>y]<B>z.




1.4.3. Синтаксические диаграммы
Для того, чтобы улучшить зрительное восприятие и облегчить понимание сложных син​таксических описаний, применяют представление правил грамматики в виде синтаксиче​ских диаграмм. Правила построения таких диаграмм можно сформулировать в следую​щем виде:
1) Каждому правилу вида[image: image565.png]


ставится в соответствие диаграмма, структура которой определяется правой частью правила.
2) Каждое появление терминального символа x в цепочке αi изображается на диаграмме дугой, помеченной этим символом x, заключенным в кружок.
[image: image566.png]



3) Каждому появлению нетерминального символа <A> в цепочке αi ставится в соответ​ствие на диаграмме дуга, помеченная символом, заключённым в прямоугольник.
[image: image567.png]<A>





4) Порождающее правило, имеющее вид:
[image: image568.png]<A> - a;a,..





изображается на диаграмме следующим образом:
[image: image569.png]4

L7

an





5) Порождающее правило, имеющее вид:
[image: image570.png]<A> - aj| az| ... | a,




изображается на диаграмме так:
[image: image571.png]



6) Если порождающее правило задано в виде итерации:
[image: image572.png]<A> > {a},




то ему соответствует диаграмма:
[image: image573.png]



Число синтаксических диаграмм, которые можно построить для заданной схемы грамма​тики, определяется числом правил. Чтобы сократить число диаграмм, их объединяют, заменяя нетерминальные символы, входящие в диаграмму, построенными для них диа​граммами.
Правила 3-6 предусматривают, что в качестве цепочек ai на объединенной диаграмме мо​гут быть использованы диаграммы, построенные для этих цепочек. В качестве примера рассмотрим следующую грамматику с начальным символом <A> :
[image: image574.png]Tiae Vr={x,+()} Va={<A>, <B>,<C>},
R= {<A>->x|(<B>),
<B>— <A><C>,

<C> > (<A},




Синтаксические диаграммы для такой грамматики имеют вид:
[image: image575.png])

U]
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Заменяя нетерминальные символы, соответствующими диаграммами, получаем объеди​ненную диаграмму в виде:
[image: image576.png]<A>

©

<A>

O,





2. Контекстно-свободные грамматики и автоматы
2.1. Приведенные грамматики
Из четырех типов грамматик контекстно-свободные грамматики являются наиболее важ​ными с точки зрения приложений к языкам программирования и компиляции. Рассмот​рим несколько эквивалентных преобразований КС-грамматик. Первый вид преобразова​ния связан с удалением из грамматики бесполезных символов. Бесполезные символы в грамматике могут оказаться в следующих случаях:
а) из символа не может быть получена конечная терминальная цепочка,
б) символ не может быть получен при выводе.
Нормальная форма Хомского

	Определение:

	Грамматикой в нормальной форме Хомского (англ. Chomsky normal form) называется контекстно-свободная грамматика, в которой могут содержаться правила только следующего вида: 

[image: image577.png]


, 

[image: image578.png]A —=a



, 

[image: image579.png]S — =



, 

где [image: image580.png]


— терминал, [image: image581.png]A bB.C



— нетерминалы, [image: image582.png]


— стартовая вершина, [image: image583.png]


— пустая строка, стартовая вершина не содержится в правых частях правил.

	


Приведение грамматики к нормальной форме Хомского
	Теорема:

	Любую контекстно-свободную грамматику можно привести к нормальной форме Хомского.

	Доказательство:

	

	Рассмотрим контекстно-свободную грамматику [image: image584.png]


. Для приведения ее к нормальной форме Хомского необходимо выполнить пять шагов. На каждом шаге мы строим новую [image: image585.png]


, которая допускает тот же язык, что и [image: image586.png]


. 

1. Уберём длинные правила. 

Воспользуемся алгоритмом удаления длинных правил из грамматики. Получим грамматику [image: image587.png]|



, эквивалентную исходной, содержащую правила длины [image: image588.png]0.1



и [image: image589.png]


. 
Алгоритм

С каждым длинным правилом [image: image590.png]A—ayas...ar



, [image: image591.png]


, [image: image592.png]a; € LIUN



проделаем следующее: 

· Добавим в грамматику [image: image593.png]


новых нетерминала [image: image594.png]


. 

· Добавим в грамматику [image: image595.png]


новое правило: 

[image: image596.png]



[image: image597.png]



[image: image598.png]



[image: image599.png]



[image: image600.png]Dr_9 — ap_1ar




· Удалим из грамматики правило [image: image601.png]A—ayas...ar



. 

Корректность алгоритма
Теорема:

Пусть [image: image602.png]


— контекстно-свободная грамматика. [image: image603.png]


— грамматика, полученная в результате применения алгоритма к [image: image604.png]


. Тогда [image: image605.png]



Доказательство:
[image: image606.png]



[image: image607.png]



Покажем, что [image: image608.png]


. 
Пусть [image: image609.png]


. Рассмотрим вывод [image: image610.png]


. Если в выводе используется длинное правило [image: image611.png]A—ayas...ar



, то заменим его на последовательное применение правил [image: image612.png]


, [image: image613.png]


, [image: image614.png]


, [image: image615.png]


, [image: image616.png]Dr_9 — ap_1ar



. Получим вывод [image: image617.png]


в [image: image618.png]


. 

[image: image619.png]



Покажем, что [image: image620.png]


. Допустим, что это не так, то есть [image: image621.png]


. Рассмотрим вывод [image: image622.png]


в [image: image623.png]


, минимальный по количеству примененных правил, отсутствующих в [image: image624.png]


. Найдем в этом выводе первое применение некоторого правила [image: image625.png]A—aAr.ar el




, которого нет в [image: image626.png]


. В ходе алгоритма оно было получено из некоторого длинного правила [image: image627.png]A—ayas...ar



. Применим [image: image628.png]A—ayas...ar



вместо [image: image629.png]


и удалим в выводе все применения правил, полученных из [image: image630.png]A—ayas...ar



. 

Получим вывод [image: image631.png]


в [image: image632.png]


, в котором меньше применений правил, отсутствующих в [image: image633.png]


, чем в исходном. Противоречие. 

[image: image634.png]



Время работы алгоритма
Здесь будем понимать под [image: image635.png]||



 сумму длин правых частей правил. Данный алгоритм добавляет в грамматику [image: image636.png]


новых нетерминалов, [image: image637.png]


новых правил длины [image: image638.png]


и, следовательно, работает за [image: image639.png]


. 

Пример работы
Покажем, как описанный алгоритм будет работать на следующей грамматике: 

[image: image640.png]



[image: image641.png]A —= alscls




[image: image642.png]b — def



. 

Для правила [image: image643.png]A —= alscls



вводим [image: image644.png]


новых нетерминала [image: image645.png]


и [image: image646.png]


новых правила: 

[image: image647.png]A—aAy




[image: image648.png]Ay — Ay




[image: image649.png]


. 

Для правила [image: image650.png]b — def



вводим [image: image651.png]


новый нетерминал [image: image652.png]


и [image: image653.png]


новых правила: 

[image: image654.png]D — dby




[image: image655.png]


. 

В итоге полученная грамматика [image: image656.png]


будет иметь вид: 

[image: image657.png]



[image: image658.png]A—aAy




[image: image659.png]Ay — Ay




[image: image660.png]



[image: image661.png]D — dby




[image: image662.png]


. 

2. Удаление [image: image663.png]


-правил. 

Воспользуемся 
алгоритмом удаления -правил 
из грамматики. Получим грамматику [image: image665.png]I 5



, эквивалентную исходной, но в которой нет [image: image666.png]


-правил. 
Алгоритм поиска ε-порождающих нетерминалов
Вход: КС-грамматика [image: image667.png]


.
Выход: множество [image: image668.png]


-порождающих нетерминалов. 

1. Найти все [image: image669.png]


-правила. Составить множество, состоящее из нетерминалов, входящих в левые части таких правил. 

2. Перебираем правила грамматики [image: image670.png]


. Если найдено правило [image: image671.png]


, для которого верно, что каждый [image: image672.png]


принадлежит множеству, то добавить [image: image673.png]


в множество. 

3. Если на шаге 2 множество изменилось, то повторить шаг 2. 

Доказательство корректности 
Теорема:

Описанный выше алгоритм находит все [image: image674.png]


-порождающие нетерминалы грамматики [image: image675.png]


.

Доказательство:
Для доказательства корректности алгоритма достаточно показать, что, если множество [image: image676.png]


-порождающих нетерминалов на очередной итерации алгоритма не изменялось, то алгоритм нашел все [image: image677.png]


-порождающие нетерминалы. 

Пусть после завершения алгоритма существуют нетерминалы такие, что они являются [image: image678.png]


-порождающими, но не были найдены алгоритмом. Выберем из этих нетерминалов нетерминал [image: image679.png]


, из которого выводится [image: image680.png]


за наименьшее число шагов. Тогда в грамматике есть правило [image: image681.png]


, где каждый нетерминал [image: image682.png]


— [image: image683.png]


-порождающий. Каждый [image: image684.png]


входит в множество [image: image685.png]


-порождающих нетерминалов, так как иначе вместо [image: image686.png]


необходимо было взять [image: image687.png]


. Следовательно, на одной из итераций алгоритма [image: image688.png]


уже добавился в множество [image: image689.png]


-порождающих нетерминалов. Противоречие. Следовательно, алгоритм находит все [image: image690.png]


-порождающие нетерминалы. 

Модификация с очередью
Заведем несколько структур: 

· [image: image691.png]isEpsilon|nonterm;|



— для каждого нетерминала будем хранить пометку, является он [image: image692.png]


-порождающим или нет. 

· [image: image693.png]concernedRules|nonterm;|



— для каждого нетерминала будем хранить список номеров тех правил, в правой части которых он встречается; 

· [image: image694.png]counter|rule;|



— для каждого правила будем хранить счетчик количества нетерминалов в правой части, которые еще не помечены [image: image695.png]


-порождающими; 

· [image: image696.png]


— очередь нетерминалов, помеченных [image: image697.png]


-порождающими, но еще не обработанных. 

Сначала проставим [image: image698.png]Talse



в [image: image699.png]1skpsilon



для всех нетерминалов, а в [image: image700.png]


для каждого правила запишем количество нетерминалов справа от него. Те правила, для которых [image: image701.png]


сразу же оказался нулевым, добавим в [image: image702.png]


и объявим истинным соответствующий [image: image703.png]1skpsilon



, так как это [image: image704.png]


-правила. Теперь будем доставать из очереди по одному нетерминалу, смотреть на список [image: image705.png]concermnediul es



для него и уменьшать [image: image706.png]


для всех правил оттуда. Если [image: image707.png]


какого-то правила в этот момент обнулился, то нетерминал из левой части этого правила помечается [image: image708.png]


-порождающим, если еще не был помечен до этого, и добавляется в [image: image709.png]


. Продолжаем, пока очередь не станет пустой. 

Время работы алгоритма
Базовый алгоритм работает за [image: image710.png]


. В алгоритме с модификацией нетерминал попадает в очередь ровно один раз, соответственно ровно один раз мы пройдемся по списку правил, в правой части которых он лежит. Суммарно получается [image: image711.png]


. 

Пример 
Рассмотрим грамматику, причем сразу пронумеруем правила: 

1. [image: image712.png]S — A5




2. [image: image713.png]



3. [image: image714.png]A — =




4. [image: image715.png]



5. [image: image716.png](' — =




6. [image: image717.png]



Поскольку правило 6 содержит справа терминалы, оно заведомо не будет влиять на ответ, поэтому мы не будем его учитывать. 

Построим массив списков [image: image718.png]concermnediul es



. 

[image: image719.png]concermnediul es




[image: image720.png]



[image: image721.png]



[image: image722.png]



[image: image723.png]



[image: image724.png]
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[image: image725.png]



[image: image726.png]1skpsilon




[image: image727.png]



Комментарий 

[image: image728.png]



[image: image729.png]



[image: image730.png]



[image: image731.png]



[image: image732.png]



[image: image733.png]
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Зададим начальные значения массивам [image: image734.png]


и [image: image735.png]1skpsilon
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[image: image736.png]



[image: image737.png]



[image: image738.png]



[image: image739.png]



[image: image740.png]



[image: image741.png]
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Заметим, что правила 3 и 5 являются [image: image742.png]


-правилами. Пометим левые нетерминалы из этих правил и добавим их в очередь. После этого в [image: image743.png]


лежит [image: image744.png]


и [image: image745.png]


, а [image: image746.png]


остался без изменений. 
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[image: image747.png]



[image: image748.png]



[image: image749.png]



[image: image750.png]



[image: image751.png]



[image: image752.png]
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Достанем из очереди [image: image753.png]


, декрементируем те счетчики, которые относятся к связанным с ним правилам. К очереди ничего не добавится. 
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[image: image754.png]



[image: image755.png]



[image: image756.png]



[image: image757.png]



[image: image758.png]



[image: image759.png]
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Достанем из очереди [image: image760.png]


. После проведения действий из алгоритма в очередь добавится [image: image761.png]


. 
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[image: image762.png]



[image: image763.png]



[image: image764.png]



[image: image765.png]



[image: image766.png]



[image: image767.png]
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Достанем из очереди [image: image768.png]


. После действий алгоритма в очередь добавится [image: image769.png]


. 
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[image: image770.png]



[image: image771.png]



[image: image772.png]



[image: image773.png]



[image: image774.png]



[image: image775.png]
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Достанем из очереди [image: image776.png]


. Ничего не добавится в очередь и она останется пустой. Алгоритм закончил свое выполнение. Итого в множество [image: image777.png]


-правил входят все нетерминалы, кроме [image: image778.png]


. 
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Если применять алгоритм без модификации с очередью, то действия будут следующие: 

1. Возьмём множество состоящее из [image: image779.png]


-порождающих нетерминалов [image: image780.png]


. 

2. Добавим [image: image781.png]


в множество, так как правая часть правила [image: image782.png]


состоит только из нетерминалов из множества. 

3. Повторим второй пункт для правила [image: image783.png]S — A5



и получим множество [image: image784.png]{A.B.C. S}



. 

4. Больше нет нерассмотренных правил, содержащих справа только нетерминалы из множества. 

Таким образом [image: image785.png]


-порождающими нетерминалами являются [image: image786.png]


, [image: image787.png]


, [image: image788.png]


и [image: image789.png]


. 

Алгоритм удаления ε-правил из грамматики
Вход: КС-грамматика [image: image790.png]


.
Выход: КС-грамматика [image: image791.png]


без [image: image792.png]


-правил (может присутствовать правило [image: image793.png]S — =



, но в этом случае [image: image794.png]


не встречается в правых частях правил); [image: image795.png]L(I'") = L(T")



. 

1. Добавить все правила из [image: image796.png]


в [image: image797.png]


. 

2. Найти все [image: image798.png]


-порождаюшие нетерминалы. 

3. Для каждого правила вида [image: image799.png]A — apnbia1bBoava.. Do



(где [image: image800.png]


— последовательности из терминалов и нетерминалов, [image: image801.png]


— [image: image802.png]


-порождающие нетерминалы) добавить в [image: image803.png]


все возможные варианты правил, в которых либо присутствует, либо удалён каждый из нетерминалов [image: image804.png]


. 

4. Удалить все [image: image805.png]


-правила из [image: image806.png]


. 

5. Если в исходной грамматике [image: image807.png]


выводилось [image: image808.png]


, то необходимо добавить новый нетерминал [image: image809.png]


, сделать его стартовым, добавить правило [image: image810.png]S"— S|s



. 

Доказательство корректности 
Теорема:

Если грамматика [image: image811.png]


была построена с помощью описанного выше алгоритма по грамматике [image: image812.png]


, то [image: image813.png]L(I'") = L(T")



.

Доказательство:
Сначала докажем, что, если не выполнять шаг 5 алгоритма, то получится грамматика [image: image814.png]


.
Для этого достаточно доказать, что [image: image815.png]A="w
=



тогда и только тогда, когда [image: image816.png]


и [image: image817.png]


(*). 

[image: image818.png]



Пусть [image: image819.png]A="w
=



  и  [image: image820.png]


.
Докажем индукцией по длине порождения в грамматике [image: image821.png]


, что [image: image822.png]


.
База. [image: image823.png]A=w
=



.
В этом случае в [image: image824.png]


есть правило [image: image825.png]


. По построению [image: image826.png]


в [image: image827.png]


есть правило [image: image828.png]


, причем [image: image829.png]


— цепочка [image: image830.png]


, элементы которой, возможно, перемежаются [image: image831.png]


-порождающими нетерминалами. Тогда в [image: image832.png]


есть порождения [image: image833.png]


.
Предположение индукции. Пусть из [image: image834.png]


менее, чем за [image: image835.png]


шагов, следует, что [image: image836.png]


.
Переход. Пусть в порождении [image: image837.png]


шагов, [image: image838.png]n =1



. Тогда оно имеет вид [image: image839.png]A= X1 X2 X =" w
=1 =1



, где [image: image840.png]


. Первое использованное правило должно быть построено по правилу грамматики [image: image841.png]




 INCLUDEPICTURE "https://neerc.ifmo.ru/wiki/images/math/3/e/7/3e7a088c6c67000a7eda8e6307e26991.png" \* MERGEFORMATINET [image: image842.png]


, где последовательность [image: image843.png]


совпадает с последовательностью [image: image844.png]


, символы которой, возможно, перемежаются [image: image845.png]


-порождающими нетерминалами.
Цепочку [image: image846.png]


можно разбить на [image: image847.png]


, где [image: image848.png]


. Если [image: image849.png]


— терминал, то [image: image850.png]


, a если нетерминал, то порождение [image: image851.png]


содержит менее [image: image852.png]


шагов. По предположению [image: image853.png]


, значит [image: image854.png]


. 

[image: image855.png]



Пусть [image: image856.png]


  и  [image: image857.png]


.
Докажем индукцией по длине порождения в грамматике [image: image858.png]


, что [image: image859.png]A="w
=



.
База. [image: image860.png]


.
Правило [image: image861.png]


присутствует в [image: image862.png]


. Поскольку [image: image863.png]


, это же правило будет и в [image: image864.png]


, поэтому [image: image865.png]A="w
=



.
Предположение индукции. Пусть из [image: image866.png]


менее, чем за [image: image867.png]


шагов, следует, что [image: image868.png]A="w
=



.
Переход. Пусть в порождении [image: image869.png]


шагов, [image: image870.png]n =1



. Тогда оно имеет вид [image: image871.png]A=¥NYo. .Ym="w
= =



, где [image: image872.png]


. Цепочку [image: image873.png]


можно разбить на [image: image874.png]


, где [image: image875.png]Yi =" w;
=



.
Пусть [image: image876.png]


— подпоследовательность, состоящая из всех элементов, таких, что [image: image877.png]


, то есть [image: image878.png]


. [image: image879.png]


, поскольку [image: image880.png]


. Значит, [image: image881.png]A=Y Yi,...Y;



является правилом в [image: image882.png]


по построению [image: image883.png]


.
Так как каждое из порождений [image: image884.png]Yi =" w;
=



содержит менее [image: image885.png]


шагов, к ним можно применить предположение индукции и заключить, что, если [image: image886.png]


, то [image: image887.png]Yi =" wi
=



.
Таким образом, [image: image888.png]


. 

Подставив [image: image889.png]


вместо [image: image890.png]


в утверждение (*), видим, что [image: image891.png]


для [image: image892.png]


тогда и только тогда, когда [image: image893.png]


. Так как после выполнения шага 5 алгоритма в [image: image894.png]


могло добавиться только пустое слово [image: image895.png]


, то язык, задаваемый КС-грамматикой [image: image896.png]


, совпадает с языком, задаваемым КС-грамматикой [image: image897.png]


. 

Время работы алгоритма 
Рассмотрим грамматику [image: image898.png]


: 

[image: image899.png]



[image: image900.png]



[image: image901.png]Ts — ta|s




[image: image902.png]



[image: image903.png]T, — ty|s




[image: image904.png]I’ = O(n)



. Из нетерминала [image: image905.png]


можно вывести [image: image906.png]A



сочетаний нетерминалов [image: image907.png]


. Таким образом в худшем случае алгоритм работает за [image: image908.png]O(2'1)



.
Рассмотрим теперь грамматику с устраненными длинными правилами. После применения данного алгоритма, который работает за [image: image909.png]


, в грамматике станет на [image: image910.png]


больше правил, но при этом все они будут размером [image: image911.png]


. Итого по-прежнему [image: image912.png]I’ = O(n)



. Однако алгоритм удаления [image: image913.png]


-правил будет работать за [image: image914.png]


, поскольку для каждого правила можно будет добавить только [image: image915.png]


сочетаний нетерминалов. 

Пример 
Рассмотрим грамматику: 

[image: image916.png]



[image: image917.png]A —als




[image: image918.png]



[image: image919.png]



В ней [image: image920.png]


, [image: image921.png]


и [image: image922.png]


являются [image: image923.png]


-порождающими нетерминалами. 

1. Переберём для каждого правила все возможные сочетания ε-порождающих нетерминалов и добавим новые правила: 

· [image: image924.png]S — Ad|ABd|ACd|Bd|BCd|Cd|d



для [image: image925.png]



· [image: image926.png]B — A|C



для [image: image927.png]



2. Удалим правила [image: image928.png]A — =



 и [image: image929.png](' — =




В результате мы получим новую грамматику без [image: image930.png]


-правил: 

[image: image931.png]S — Ad|ABd|ACd|ABCd|Bd|BCd|Cd|d




[image: image932.png]A —=a




[image: image933.png]B — A|AC|C




[image: image934.png](' — ¢




3. Удаление цепных правил. 

Воспользуемся алгоритмом удаления цепных правил из грамматики. Алгоритм работает таким образом, что новые [image: image935.png]


-правила не образуются. Получим грамматику [image: image936.png]|



, эквивалентную [image: image937.png]


. 
Постановка задачи 
Пусть [image: image938.png]


— контекстно-свободная грамматика, содержащая цепные правила. Требуется построить эквивалентную грамматику [image: image939.png]


, не содержащую цепных правил. 
Задача удаления цепных правил из грамматики возникает при попытке её приведения к нормальной форме Хомского. 

Алгоритм
Определение:
Цепная пара (unit pair) — упорядоченная пара [image: image940.png]


, в которой [image: image941.png]


, используя только цепные правила.


Алгоритм удаления цепных правил из грамматики: 

1. Найти все цепные пары в грамматике [image: image942.png]


. 

2. Для каждой цепной пары [image: image943.png]


добавить в грамматику [image: image944.png]


все правила вида [image: image945.png]


, где [image: image946.png]


— нецепное правило из [image: image947.png]


. 

3. Удалить все цепные правила 

Найти все цепные пары можно по индукции: 

Базис. [image: image948.png]


— цепная пара для любого нетерминала, так как [image: image949.png]


за ноль шагов. 

Индукция. Если пара [image: image950.png]


— цепная, и есть правило [image: image951.png]


, то [image: image952.png]


— цепная пара. 

Нетрудно понять, что такой алгоритм найдет все цепные правила грамматики [image: image953.png]


, и только их. 

Корректность алгоритма
Теорема:

Пусть [image: image954.png]


— контекстно-свободная грамматика. [image: image955.png]


— грамматика, полученная в результате применения алгоритма к [image: image956.png]


. Тогда [image: image957.png]



Доказательство:
[image: image958.png]



Покажем, что [image: image959.png]


. 
Пусть [image: image960.png]


. Тогда [image: image961.png]


имеет левое порождение [image: image962.png]S = w
=



. Где бы в левом порождении ни использовалось цепное правило, нетерминал в правой части становится крайним слева в выводимой цепочке и сразу же заменяется. Таким образом, левое порождение в [image: image963.png]


можно разбить на последовательность шагов, в которых ноль или несколько цепных правил сопровождаются нецепным. Заметим, что любое нецепное правило, перед которым нет цепных, образует такой шаг. Но по построению [image: image964.png]


каждый из этих шагов может быть выполнен одним её правилом. Таким образом, [image: image965.png]


, то есть [image: image966.png]


. 

[image: image967.png]



Покажем, что [image: image968.png]


. 

Пусть [image: image969.png]


, то есть [image: image970.png]


. Так как каждое правило [image: image971.png]


эквивалентно последовательности из нуля или нескольких цепных правил [image: image972.png]


, за которой следует нецепное правило из [image: image973.png]


, то из [image: image974.png]a=p
=



следует [image: image975.png]


. Таким образом, каждый шаг порождения в [image: image976.png]


может быть заменен одним или несколькими шагами в [image: image977.png]


. Собрав эти последовательности шагов, получим, что [image: image978.png]


, то есть [image: image979.png]


. 

Время работы алгоритма 
Данный алгоритм работает за [image: image980.png]


. 

Пример 
Рассмотрим грамматику: [image: image981.png]A — Bla
B Clb
C — DD




, в которой есть два цепных правила [image: image982.png]


и [image: image983.png]


. 

1. Для каждого нетерминала создадим цепную пару. Теперь множество цепных пар будет состоять из [image: image984.png]


, [image: image985.png]


, [image: image986.png]


и [image: image987.png]


. 

2. Рассмотрим цепное правило [image: image988.png]


. Так как существует цепная пара [image: image989.png]


, второй элемент которой совпадает с левым нетерминалом из правила,
добавим в множество пару [image: image990.png]


, у которой первый элемент такой же как у найденной, а второй равен правому нетерминалу из текущего правила. 

3. Повторим второй пункт для правила [image: image991.png]


и пары [image: image992.png]


. Теперь множество цепных пар будет состоять из [image: image993.png]


, [image: image994.png]


, [image: image995.png]


, [image: image996.png]


, [image: image997.png]


и [image: image998.png]


. 

4. Повторим второй пункт для правила [image: image999.png]


и пары [image: image1000.png]


, и получим множество [image: image1001.png]


. 

5. Для каждой пары добавим в [image: image1002.png]


новые правила: 

· [image: image1003.png]


для [image: image1004.png]



· [image: image1005.png]


и [image: image1006.png]


для [image: image1007.png]



· [image: image1008.png]


и [image: image1009.png]


для [image: image1010.png]



· Оставшиеся цепные пары новых правил не добавят. 

4. Удалим бесполезные символы. 

Воспользуемся алгоритмом удаления бесполезных символов из грамматики. Так как [image: image1011.png]|



эквивалентна [image: image1012.png]


, то бесполезные символы не могли перестать быть бесполезными. Более того, мы только удаляем правила, новые [image: image1013.png]


-правила и цепные правила не могли появиться. 
Порождающие и непорождающие нетерминалы 
Описание
Определение:
Нетерминал [image: image1014.png]


называется порождающим (англ. generating), если из него может быть выведена конечная терминальная цепочка. Иначе он называется непорождающим.

Очевидно, что если и только если все нетерминалы правой части правила являются порождающими, то порождающим является и нетерминал, стоящий в его левой части. 

Лемма:

После удаления из грамматики правил, содержащих непорождающие нетерминалы, язык не изменится.

Доказательство:
Непорождающие нетерминалы по определению не могли участвовать в выводе какого-либо слова. 

Алгоритм
Шаг 0. Множество порождающих нетерминалов пустое.
Шаг 1. Находим правила, не содержащие нетерминалов в правых частях и добавляем нетерминалы, встречающихся в левых частях таких правил, в множество.
Шаг 2. Если найдено такое правило, что все нетерминалы, стоящие в его правой части, уже входят в множество, то добавим в множество нетерминалы, стоящие в его левой части. 
Шаг 3. Повторим предыдущий шаг, если множество порождающих нетерминалов изменилось.
В результате получаем множество всех порождающих нетерминалов грамматики, а все нетерминалы, не попавшие в него, являются непорождающими. 

Время работы алгоритма 
Данный алгоритм работает за [image: image1015.png]


, где [image: image1016.png]||



— размер грамматики. Однако используя очередь можно ускорить его до [image: image1017.png]


. 

Модификация алгоритма с очередью
Для реализации алгоритма поиска непорождающих нетерминалов будем использовать следующие структуры: 

· [image: image1018.png]1sGenerating nonterm;




— является ли нетерминал [image: image1019.png]nonteri;



порождающим или нет, 

· [image: image1020.png]counter rule;



— счетчик количества нетерминалов, которые ещё не помечены порождающими, для каждого из правил, 

· [image: image1021.png]concernedRules|{nonterm;




— для каждого нетерминала [image: image1022.png]nonteri;



список номеров правил, в правой части которых он встречается, 

· [image: image1023.png]


— очередь нетерминалов, помеченных порождающими, но ещё не обработанных. 

Вначале для всех нетерминалов в [image: image1024.png]1sGenerating



поставим [image: image1025.png]false



. В [image: image1026.png]counter



поставим количество нетерминалов в правой части. Нетерминалы, у которых счётчик [image: image1027.png]counter



нулевой, добавим в очередь и отметим их порождающими.
Пока в очереди есть элементы, достаём очередной нетерминал и уменьшаем [image: image1028.png]counter



для всех правил из [image: image1029.png]concernedRules



для данного нетерминала. Если счётчик количества порождающих терминалов обнулился, то добавим нетерминал, стоящий в левой части данного правила в очередь и пометим его порождающим.
Каждый из нетерминалов попадёт в очередь только один раз, следовательно мы пройдем по списку правил, в правой части которых он встречается, один раз. Таким образом, суммарно получаем [image: image1030.png]


. 

Пример 
Рассмотрим следующую грамматику: 

[image: image1031.png]S — Ac
A= SD
D — aD
A a




Применяя описанный алгоритм: 

1. Изначально множество порождающих нетерминалов состоит из одного элемента [image: image1032.png]


. 

2. Добавим в множество нетерминал [image: image1033.png]


, так как существует правило [image: image1034.png]


, в правой части которого стоят нетерминал [image: image1035.png]


, который есть в множестве, и терминал [image: image1036.png]


. 

3. После следующего обхода правил из грамматики множество не изменится. 

4. Теперь удалим правила [image: image1037.png]


и [image: image1038.png]


, так как они содержит нетерминалы, которых нет в полученном множестве. 

Достижимые и недостижимые нетерминалы 
Описание
Определение:
Нетерминал [image: image1039.png]


называется достижимым (англ. reachable) в КС-грамматике [image: image1040.png]


, если существует порождение [image: image1041.png]S ="aAjd



. Иначе он называется недостижимым (англ. unreachable).

Очевидно, что если нетерминал в левой части правила является достижимым, то и все нетерминалы правой части являются достижимыми. 

Лемма:

После удаления из грамматики правил, содержащих недостижимые нетерминалы, язык не изменится.

Доказательство:
Недостижимые нетерминалы по определению не достижимы из стартового, следовательно они не могли участвовать в выводе какого-либо слова. 

Алгоритм
Шаг 0. Множество достижимых нетерминалов состоит из единственного элемента: [image: image1042.png]


.
Шаг 1. Если найдено правило, в левой части которого стоит нетерминал, содержащийся в множестве, добавим в множество все нетерминалы из правой части.
Шаг 2. Повторим предыдущий шаг, если множество порождающих нетерминалов изменилось.
Получаем множество всех достижимых нетерминалов, а нетерминалы, не попавшие в него, являются недостижимыми. 

Время работы алгоритма 
Данный алгоритм работает за [image: image1043.png]


, однако используя обход в глубину можно ускорить его до [image: image1044.png]


. 

Пример 
Рассмотрим следующую грамматику:

[image: image1045.png]S — AB|CD
A= EF
G — AD
C e




Применяя описанный алгоритм: 

1. Возьмём множество, состоящее из единственного элемента: [image: image1046.png]


. 

2. Из [image: image1047.png]


достижимы нетерминалы [image: image1048.png]


, [image: image1049.png]


, [image: image1050.png]


и [image: image1051.png]


. Добавим их в множество и получим [image: image1052.png]{S.A.B.C.D;



. 

3. Множество изменилось. Переберём заново правила из грамматики. Из [image: image1053.png]


можно вывести [image: image1054.png]


и [image: image1055.png]


, добавим их в множество. 

4. Снова переберём правила. Из [image: image1056.png]


можно вывести только терминал, а [image: image1057.png]


нету в множестве. 

5. После последнего обхода правил грамматики множество не изменилось, значит мы нашли все достижимые нетерминалы: [image: image1058.png]{S.A.B.C.D.E.F



. 

6. Теперь удалим правило [image: image1059.png]


, так как оно содержит в левой части нетерминал, которого нет в полученном множестве. 

Полезные и бесполезные нетерминалы 
Описание
Определение:
Нетерминал [image: image1060.png]


называется полезным (англ. useful) в КС-грамматике [image: image1061.png]


, если он может участвовать в выводе, то есть существует порождение вида [image: image1062.png]S="aAl =2"w



. Иначе он называется бесполезным (англ. useless).

Теорема:

Грамматика [image: image1063.png]


не содержит бесполезных нетерминалов тогда и только тогда, когда грамматика [image: image1064.png]


не содержит ни недостижимых нетерминалов, ни непорождающих.

Доказательство:
[image: image1065.png]



Очевидно, так как недостижимые и непорождающие нетерминалы являются бесполезными. 

[image: image1066.png]



Рассмотрим любой нетерминал [image: image1067.png]


. Так как он достижим, существуют [image: image1068.png]


и [image: image1069.png]


такие, что [image: image1070.png]S ="aAjd



. Из того, что любой нетерминал является порождающим, следует, что из любой строки можно вывести строку из терминалов. Значит, существует [image: image1071.png]


: [image: image1072.png]S="aAl =2"w



, и [image: image1073.png]


— не бесполезный. 

Алгоритм
Алгоритм состоит из двух этапов: 

1. Удалить из грамматики правила, содержащие непорождающие нетерминалы. 

2. Удалить из грамматики правила, содержащие недостижимые нетерминалы. 

Корректность алгоритма 
Достаточность данных действий следует из доказанной выше теоремы. 

Теорема:

После удаления из грамматики правил, содержащих недостижимые нетерминалы, не появятся новые непорождающие нетерминалы.

Доказательство:
Допустим, что в грамматике появился непорождающий нетерминал [image: image1074.png]


. Так как до удаления недостижимых нетерминалов существовал вывод из [image: image1075.png]


некоторой конечной цепочки терминалов [image: image1076.png]


, то было удалено хотя бы какое-то одно правило из этого вывода. 

Пусть [image: image1077.png]


— правило, первым из удалённых применяемое в выводе [image: image1078.png]


. Оно могло быть удалено только в том случае, если в [image: image1079.png]


присутствуют недостижимые нетерминалы. Но так как было выбрано первое удалённое правило из вывода, то [image: image1080.png]


— достижим, следовательно достижимы и все нетерминалы из [image: image1081.png]


. Значит, это правило не могло быть удалено. 

Пример 
1. Пусть нам дана грамматика: 

[image: image1082.png]S — AS|BS|s
E - EF|FF
A=a
Fof




2. Удалим правила, содержащие непорождающие нетерминалы: 

[image: image1083.png]S — AS|s
E - EF|FF
A=a
Fof




3. Теперь удалим недостижимые нетерминалы:

[image: image1084.png]S — AS|s
A s




Замечание 
Шаги алгоритма нельзя менять местами. 

Рассмотрим следующую грамматику: 

[image: image1085.png]S — ABla
A s h




Все нетерминалы в этой грамматике достижимы. Однако, если удалить [image: image1086.png]


 как непорождающий, то нетерминал [image: image1087.png]


 станет недостижимым. 

5. Уберём ситуации, когда в правиле встречаются несколько терминалов. 

Для всех правил вида [image: image1088.png]A — uquo



(где [image: image1089.png]


— терминал или нетерминал) заменим все терминалы [image: image1090.png]


на новые нетерминалы [image: image1091.png]


и добавим правила [image: image1092.png]


. Теперь правила содержат либо одиночный терминал, либо строку из двух нетерминалов. 

Таким образом, мы получили грамматику в нормальной форме Хомского, которая допускает тот же язык, что и [image: image1093.png]


. 

Стоит заметить, что порядок выполнения операций важен. Первое правило должно быть выполнено перед вторым, иначе время нормализации ухудшится до [image: image1094.png]O(2'1)



. Третье правило идет после второго, потому что после удаления [image: image1095.png]


-правил, могут образоваться новые цепные правила. Также четвертое правило должно быть выполнено позже третьего и второго, так как они могут порождать бесполезные символы. 

При таком порядке действий размеры грамматики возрастают полиномиально. 

После удалении длинных правил из каждого правила длины [image: image1096.png]


могло появиться [image: image1097.png]


новых правил, причем их длина не превышает двух. На этом шаге размер грамматики возрастает не более, чем вдвое. 

При удалении [image: image1098.png]


-правил из грамматики, содержащей правила длины [image: image1099.png]0.1



и [image: image1100.png]


, размеры грамматики могли вырасти не больше, чем в [image: image1101.png]


раза. 

Всего цепных правил в грамматике не больше, чем [image: image1102.png]


, где [image: image1103.png]


— число нетерминалов. При удалении цепных правил мы берем каждую из цепных пар и производим добавление нецепных правил, выводимых из второго нетерминала в паре. Если максимальная суммарная длина всех правил, выводимых из какого-либо нетерминала, равна [image: image1104.png]


, то размер грамматики возрастет не больше, чем на [image: image1105.png].



. 

Наконец, на последнем шаге может произойти добавление не более, чем [image: image1106.png]12|



([image: image1107.png]


 — алфавит грамматики) новых правил, причем все они будут длины [image: image1108.png]


. 

	


Пример 
	Текущий шаг 
	Грамматика после применения правила 

	0. Исходная грамматика 
	[image: image1109.png]S —aXbX|aZ




[image: image1110.png]X — aY|bY|





[image: image1111.png]Y — Xlee




[image: image1112.png]




	1. Удаление длинных правил 
	[image: image1113.png]S —aSi|aZ




[image: image1114.png]X — aY|bY|





[image: image1115.png]Y — Xlee




[image: image1116.png]



[image: image1117.png]S1 — A So




[image: image1118.png]




	2. Удаление [image: image1119.png]


-правил 
	[image: image1120.png]S —aSi|aZ




[image: image1121.png]X — aY|bY




[image: image1122.png]Y — aY|bY





[image: image1123.png]



[image: image1124.png]S1 — X 52|55




[image: image1125.png]Ss = yX|y





	3. Удаление цепных правил 
	[image: image1126.png]S —aSi|aZ




[image: image1127.png]X — aY|bY




[image: image1128.png]Y — aY|bY





[image: image1129.png]



[image: image1130.png]S1—= X Sa|lyX|y




[image: image1131.png]Ss = yX|y





	4. Удаление бесполезных символов 
	[image: image1132.png]S —asS




[image: image1133.png]X — aY|bY




[image: image1134.png]Y — aY|bY





[image: image1135.png]S1—= X Sa|lyX|y




[image: image1136.png]Ss = yX|y





	5. Уберём ситуации, когда в правиле встречаются несколько терминалов. 
	[image: image1137.png]S — 5354




[image: image1138.png]X — S3Y | Xh1Y




[image: image1139.png]Y —- S3Y | XY YT 9




[image: image1140.png]51— X S2|85: X |y




[image: image1141.png]S — S1 X |y




[image: image1142.png]



[image: image1143.png]S1 — vy




[image: image1144.png]



[image: image1145.png]





Нормальная форма Куроды

	Определение:

	Грамматика представлена в нормальной форме Куроды (англ. Kuroda normal form), если каждое правило имеет одну из четырех форм: 

1. [image: image1146.png]Al — ('])




2. [image: image1147.png]



3. [image: image1148.png]



4. [image: image1149.png]A —=a



или [image: image1150.png]A — =




Где [image: image1151.png]A L. C. D



— нетерминалы, [image: image1152.png]


— терминал.


	Определение:

	Грамматика представлена в нормальной форме Пенттонена (англ. Penttonen normal form), если каждое правило имеет одну из трех форм: 

1. [image: image1153.png]Al — AC




2. [image: image1154.png]



3. [image: image1155.png]A —=a



или [image: image1156.png]A — =




Где [image: image1157.png]A L. C. D



— нетерминалы, [image: image1158.png]


— терминал.



Также грамматику Пенттонена называют односторонней нормальной формой (англ. one-sided normal form). Как можно заметить, она является частным случаем нормальной формы Куроды: когда [image: image1159.png]


в первом правиле определения. Для каждой контестно-зависимой грамматики существует слабо эквивалентная ей грамматика в форме Пенттонена. 

	Лемма (об удалении терминалов):

	Для любой грамматики [image: image1160.png]


может быть построена грамматика [image: image1161.png]


такая, что: 

· все правила в [image: image1162.png]


имеет вид [image: image1163.png]o —



где [image: image1164.png]ac (N')T



и [image: image1165.png]3e (N



или [image: image1166.png]A —=a



, где [image: image1167.png]


, 

· [image: image1168.png]L(I'") = L(T")




Кроме того, если [image: image1169.png]


контекстно-свободна или контекстно-зависима, то и [image: image1170.png]


будет соответственно контекстно-свободной или контекстно-зависимой.

	Доказательство:

	

	Каждому терминалу [image: image1171.png]


поставим в соотвествие новый символ [image: image1172.png]


, которого нет в [image: image1173.png]


, такой что [image: image1174.png]a # b



для разных терминалов [image: image1175.png]


и [image: image1176.png]


. 

Пусть [image: image1177.png]


. 

Пусть [image: image1178.png]


— часть правила, тогда [image: image1179.png]YLY2...Yn



, где [image: image1180.png]£
o

;@i €N
[ EX



для [image: image1181.png]l<1<n



. 

Построим грамматику [image: image1182.png]


, где [image: image1183.png]P

o =23 la=pgePtU{a" —walac X}



. 

Покажем, что [image: image1184.png]L(I'") = L(T")



. 

Пусть [image: image1185.png]


. Тогда в [image: image1186.png]


существует вывод [image: image1187.png]S =wp = U = ... = W,, = W



. 

Согласно конструкции [image: image1188.png]


, в [image: image1189.png]


существует вывод [image: image1190.png]Wy = Wy = Wy = ... = W, =09 => V] = V2= ... = Un




. 

Для [image: image1191.png]


в переходах [image: image1192.png]w; = Wy



используем правило [image: image1193.png]


, так как правило [image: image1194.png]o —



было использовано при выводе [image: image1195.png]uy = uya



. 

Для [image: image1196.png]


в переходах [image: image1197.png]U = U541



используем правила вида [image: image1198.png]a'

—



. 

Заменяем разрешенные в [image: image1199.png]


символы на новые и получаем, что [image: image1200.png]


. Тогда [image: image1201.png]


. 

Пусть [image: image1202.png]


. Тогда в [image: image1203.png]


существует вывод [image: image1204.png]S =%



. Мы можем поменять порядок применения правил в этом выводе: сначала применяем только правила вида [image: image1205.png]


, а потом только правила вида [image: image1206.png]a'

—



. 

Из построения: после применения правила вида [image: image1207.png]a'

—



полученное [image: image1208.png]


не может быть использовано при применении правил из [image: image1209.png]


. 

Изменение порядка вывода не меняет язык, то есть в [image: image1210.png]


существует вывод: [image: image1211.png]S=xy,=r=..=5r ===y =..= U




, где для [image: image1212.png]n

n

r—1ai., € (N')



и в переходе [image: image1213.png]


было использовано правило вывода [image: image1214.png]


и для [image: image1215.png]


было использовано правило [image: image1216.png]a'

—



, чтобы получить [image: image1217.png]Y; = Yi+1



. 

Получаем вывод в [image: image1218.png]


: [image: image1219.png]S

Tro = r = ...=> Iy

r



. 

Тогда [image: image1220.png]


. 

Таким образом, [image: image1221.png]L(I'") = L(T")



. 

Очевидно, что если грамматика была неукорочивающейся, то она такой и останется. 

	


	Лемма (об удалении коротких правил):

	Для любой грамматики [image: image1222.png]


может быть построена грамматика [image: image1223.png]


такая, что: 

· любое правило из [image: image1224.png]


имеет вид: [image: image1225.png]o —



, где [image: image1226.png]ac (N')T



и [image: image1227.png]3e(N)T



и [image: image1228.png]


, или [image: image1229.png]A —=a



, или [image: image1230.png]A — =



, где [image: image1231.png]


и [image: image1232.png]



· [image: image1233.png]L(I'") = L(T")





	Доказательство:

	

	Сначала по [image: image1234.png]


построим грамматику [image: image1235.png]


, как в доказательстве леммы 1. По [image: image1236.png]


построим грамматику [image: image1237.png]


, в которой: 

· [image: image1238.png]


, где [image: image1239.png]


— новый символ, 

· [image: image1240.png]


получаем из [image: image1241.png]


заменой всех правил вида [image: image1242.png]a— e P"



, где [image: image1243.png]


на правила вида [image: image1244.png]


, и добавлением правила [image: image1245.png]


. 

Теперь все правила в [image: image1246.png]


имеет требуемую форму. 

Покажем, что [image: image1247.png]L(I'") = L(T")



. 

Заметим, что замена правила [image: image1248.png]o —



на [image: image1249.png]


не меняет язык грамматики, потому что [image: image1250.png]


переходит только в [image: image1251.png]


, а других правил для [image: image1252.png]


нет. 

Тогда получаем, что [image: image1253.png]


, аналогично обратные изменения не меняют язык, то есть [image: image1254.png]


. 

	

	Определение:

	Грамматика имеет порядок [image: image1255.png]


, если [image: image1256.png]


и [image: image1257.png]


для любого ее правила [image: image1258.png]o —



.

	Лемма (об уменьшении порядка грамматики):

	Для любой грамматики [image: image1259.png]


порядка [image: image1260.png]


, такой что: любое правило из [image: image1261.png]


имеет вид [image: image1262.png]o —



, где [image: image1263.png]ac (N')T



и [image: image1264.png]3e(N)T



и [image: image1265.png]


или [image: image1266.png]A —=a



или [image: image1267.png]A — =



, где [image: image1268.png]


и [image: image1269.png]


может быть построена грамматика [image: image1270.png]


порядка [image: image1271.png]n—1



такая, что [image: image1272.png]L(I'") = L(T")



.


	

	

	Доказательство:

	Разделим [image: image1273.png]


на три подмножества: 

[image: image1274.png]


, 

[image: image1275.png]


, 

[image: image1276.png]


. 

Очевидно, что [image: image1277.png]


. 

Построим [image: image1278.png]


следующим образом: 

· Если правило [image: image1279.png]


, то оно имеет вид [image: image1280.png]ABa' — CDE 3



, 
где [image: image1281.png]a' & N*



и [image: image1282.png]


. Полагаем  [image: image1283.png]{4,.B,}



, [image: image1284.png]{AB — A, B, A, - C.B,a' - DEj3"}



, 
где [image: image1285.png]A, By,



— дополнительные символы не из                                     [image: image1286.png]


для разных правил [image: image1287.png]


и [image: image1288.png]


из [image: image1289.png]


. 

· Если правило [image: image1290.png]


, то оно имеет вид [image: image1291.png]A—=CDEj3



,                                                   где [image: image1292.png]


. 

Полагаем [image: image1293.png]


, [image: image1294.png]{A = CB,.B, — DE3"}



,                                                         где [image: image1295.png]A, By,



— дополнительные символы. 

Тогда [image: image1296.png]


, [image: image1297.png]P=pr J B
pE(PaLPY)



. 

Из построения очевидно, что [image: image1298.png]


имеет порядок [image: image1299.png]n—1



. 

Покажем, что [image: image1300.png]L(I'") = L(T")



. 

Сначала докажем, что [image: image1301.png]


. Это следует из того, что: 

· все правила из [image: image1302.png]


применимы к обеим грамматикам, 

· шаг вывода [image: image1303.png]ABa'"

= v1CDE 3" ~9




, благодаря правилу [image: image1304.png]p=ABa —- CDEj3" € P



в [image: image1305.png]


может быть использавано                                                                                   в [image: image1306.png]


с помощью трех шагов: 

[image: image1307.png]ABa'vys = A, Bya’ve = 1O By

= CDE)




,                                                                                         с использованием правил из [image: image1308.png]


и вывода [image: image1309.png]A~vo = vCDES3 ~9



                                                                            на основе правила [image: image1310.png]p=Aa - CDEj3 € P4



в [image: image1311.png]


, которое может                                                                      быть применено в [image: image1312.png]


с помощью трех шагов вывода: [image: image1313.png]9 = 1C' D E 32



.                                                    Таким образом, любой вывод в [image: image1314.png]


может быть преобразован в вывод в [image: image1315.png]


. 

Чтобы показать обратное включение, рассмотрим вывод [image: image1316.png]


в [image: image1317.png]


,                                                                                           который содержит применение правил вида [image: image1318.png]A — A, G,



  для                                                                 какого-то правила [image: image1319.png]p=ABa' - CDEj3 € P



. Заметим, что                                                                    другие два правила из [image: image1320.png]


могут быть применены только если правило                                                          [image: image1321.png]A — A, G,



было применено в этом выводе ранее. 

Данный вывод имеет вид (1): 

[image: image1322.png]S =" MmABa'yy = 1A Byayy = A Bpay, = 1 CByalyy =0
BoalAl = AVDER A =t w e T*



, 

где [image: image1323.png]


— последовательность правил, примененых после                                                                                        [image: image1324.png]A — A, G,



 и до [image: image1325.png]A, = C



, которая осуществляет                                                                               [image: image1326.png]


и [image: image1327.png]


, 

где [image: image1328.png]


— последовательность правил, осуществляющих                                                                                  [image: image1329.png]


и [image: image1330.png]


. 

Или вид (2): 

[image: image1331.png]S =" MAch’wzf,. 14, B0 ap o~
v NABya'yy =% YA, By, = 1A, DES o'y, 12
A A1 Cl St w e T 14, By’ = 1A, DESa’yy =7



, 

где [image: image1332.png]


— последовательность правил, которая осуществляет                                                                                 [image: image1333.png]


и [image: image1334.png]


, 

где [image: image1335.png]


— последовательность правил, осуществляющих                                                                                  [image: image1336.png]


и [image: image1337.png]DEB'~vy =™ ~5



. 

Таким образом, существует вывод: [image: image1338.png]S =*~vABa' v = y1CDEB vy =N v CDES v, =2 AYDEF '~ =*we T



,                                    который получается из (1) заменой правил [image: image1339.png]


на применение                                                       [image: image1340.png]p=ABa' - CDE3 e P



. Аналогично, в случае (2) мы                                                                               можем заменить применение [image: image1341.png]


на [image: image1342.png]


. Кроме того, это верно и                                                                      для применения [image: image1343.png]


где [image: image1344.png]


. 

Таким образом, для [image: image1345.png]


мы можем заменить все                                                                                     применения [image: image1346.png]


на [image: image1347.png]


, то есть получаем вывод [image: image1348.png]


, который состоит только                                                                 из правил из [image: image1349.png]


. 

Тогда [image: image1350.png]


и [image: image1351.png]


. 

	


	Теорема:

	Любую грамматику [image: image1352.png]


можно преобразовать к грамматике [image: image1353.png]| %



в нормальной форме Куроды так, что [image: image1354.png]


.

	Доказательство:

	

	По лемме 1 построим из [image: image1355.png]


грамматику [image: image1356.png]


, затем по лемме 2 построим из [image: image1357.png]


грамматику [image: image1358.png]


, Тогда [image: image1359.png]


удовлетворит требованиям леммы 3. 

Пусть [image: image1360.png]


имеет порядок [image: image1361.png]


. Если [image: image1362.png]


, то [image: image1363.png]


в нормальной форме Куроды и [image: image1364.png]


. Если [image: image1365.png]


, построим [image: image1366.png]|



порядка [image: image1367.png]n—1



из [image: image1368.png]


по лемме 3. Понятно, что [image: image1369.png]|



удовлетворяет условиям леммы 3. 

Будем повторять процесс, пока не получим грамматику порядка [image: image1370.png]


, которую и примем за [image: image1371.png]| %



.


2.2. Удаление непроизводящих символов
Определение. Символ[image: image1372.png]<X> eV,



называется непроизводящим, если из него не может
быть выведена конечная терминальная цепочка.
Если все символы правой части являются производящими, то производящим является и символ, стоящий в левой части. Это утверждение позволяет описать алгоритм обнаруже​ния непроизводящих символов:
1. Составить список нетерминалов, для которых найдется хотя бы одно правило, пра​вая часть которого не содержит нетерминалов.
2. Если найдено такое правило, что все нетерминалы, стоящие в его правой части уже занесены в список, то добавить в список нетерминал, стоящий в его левой части.
3. Если на шаге 2 список больше не пополняется, то получен список всех произво​дящих нетерминалов грамматики, а все нетерминалы, не попавшие в него, являются не-производящими.
Проанализируем следующую грамматику :
[image: image1373.png]| P R = {<I>—>a<I>a,
<I>—>b<A>d,
<[>—c,
<A>—c<B>d,
<A>—ya<A>d,
<B>—d<A>f },




Здесь непроизводящими являются символы <А> и <В>. После удаления правил, содер​жащих непроизводящие символы, получаем:[image: image1374.png]= {<I> »a<Il>a, <I>— ¢}.




2.3. Определение недостижимых символов

Определение. Символ[image: image1375.png]X € ViUV,



называется недостижимым в КС-грамматике Г,
если X не появляется ни в одной выводимой цепочке.
Можно заметить, что если нетерминал в левой части правила является достижимым, то и все символы правой части являются достижимыми. Это свойство правил является осно​вой процедуры выявления недостижимых символов, которую можно записать так:
1.     Образовать одноэлементный список, состоящий из начального символа
2.     Если найдено правило, левая часть которого уже имеется в списке, то включить в список все символы, содержащиеся в его правой части.
3.      Если на шаге 2 новые нетерминалы в список больше не добавляются, то по​лучен список всех достижимых нетерминалов, а нетерминалы, не попавшие в список, являются недостижимыми.
Рассмотрим грамматику:
[image: image1376.png]Ia: R={ <I>->a<I>b,
<I> —e,

<A> —b<I>,




[image: image1377.png]<A>—a }




Находим, что A является недостижимым символом.

2.4. Определение бесполезных символов

Бесполезный символ грамматики можно определить следующим образом:
Определение. Символ X, который принадлежит[image: image1378.png]ViUV,



называется бесполезным в
КС-грамматике Г, если он является недостижимым или непроизводящим.
Исключить бесполезные символы из грамматики можно удаляя правила, содержащие вначале непроизводящие, а затем недостижимые символы.
Определение. КС-грамматика называется приведенной, если она не содержит бесполез​ных символов.

2.5. Исключение леворекурсивных правил

Определение. Правило вида[image: image1379.png]<A> 5 a<A>,



где[image: image1380.png]AeV,,ae(VruVy",



называется
праворекурсивным, а правило вида[image: image1381.png]<A> — <A>q -



- леворекурсивным.
Для каждой КС-грамматики Г, содержащей леворекурсивные правила, можно построить эквивалентную грамматику Г', не содержащую леворекурсивных правил.
Пусть исходная грамматика Г содержит правила:
[image: image1382.png]<A> = <A>0 1| <A>0 2| oo [<A>OL | B 1] B 2]l P a s




где ни одна цепочка β не начинается с[image: image1383.png]<A>u oy Bie(VrUV,) i=1,..m.j=1,...n




Введем новый нетерминал <A'> и преобразуем правила следующим образом:
[image: image1384.png]<A>—>B1| B2l BulB1<A"™ B 2<A].| Ba<A>,

<A™> 01| & g [eer] O ] O <A™ |0 2<A™>].. 0 0 <A™>,




Заменяя все правила с левой рекурсией в Г описанным способом, получим грамматику Г', такую что L(Г)=L(Г'), поскольку каждая цепочка, выведенная в грамматике Г, может быть построена в грамматике Г' и наоборот. Рассмотрим построение выводов в Г и Г'.
В грамматике Г вывод цепочки имеет вид:
[image: image1385.png]<A> D <A>0 D <A 0> <ASO0 01> B0y,




в грамматике Г' эта же цепочка выводится следующим образом:
[image: image1386.png]<A> = B <A = B0 <A™ = B 100 <A™ = B0 e




Рассмотрим пример. Требуется преобразовать грамматику Г1. 9, которая задана схемой:
[image: image1387.png]Tt R={<E>— <E>+<T>|<T>,
<T>—> <T>*<F>|<F>,

<F>— (<E>)| a}.




Следуя описанному способу, правила[image: image1388.png]<E> — <E>+ <T> | <T>



преобразуем в правила
[image: image1389.png]<E>— <T>| <T><E'>n <E'> — +<T>| +<T><E'>,



 а правила[image: image1390.png]<T>— <T>* <F> | <F>




преобразуем в правила[image: image1391.png]<T> - <F>|<F><T'>u <T"> 5 »<F>| * <F><T">.



 В результате получаем грамматику Г'1. 9, имеющую схему:
[image: image1392.png]T'e: R'={<E>—><T>,
<E>— <T><E">,
<E'>— +<T>,
<E'> > + <T><E'">,
<T>—> <F>,
<T>— <F><T"'>,
<T'> > * <F>,
<T'>— * <F><T"'>,
<F>—>a,

<F>— (<B>)},




не содержащую леворекурсивных правил.

2.6. Исключение цепных правил

Определение. Правило грамматики вида[image: image1393.png]<A> — <B>, rae <A>,<B> €V,,



называется
цепным.
Для КС-грамматики Г, содержащей цепные правила, можно построить эквивалентную ей грамматику Г', не содержащую цепных правил.
Преобразование можно выполнить следующим образом. Разобьем R на два подмножест​ва R1 и R2, включая в R1 все правила вида[image: image1394.png] <A>—> < B>,



Для каждого правила из R1 стро​ится множество правил S(<A>) следующим образом: если[image: image1395.png]<A> DF<A'™>



и в R2 есть пра​вило[image: image1396.png]<A> > da,



где[image: image1397.png]ac (VruVvy)',



то в S(<A>) включается правило[image: image1398.png]<A'>—o .



Построим новую схему R' путем объединения правил R2 и всех построенных множеств S(<A>), т.е.
[image: image1399.png]' = (US(<A>))UR.,.



 Получим грамматику[image: image1400.png]I"={Vy,V,s,I,R"},



которая эквивалентна
заданной и не содержит правил вида[image: image1401.png] <A> > <B>,



 В качестве примера исключим цепные правила из грамматики Г1. 9 со схемой:
[image: image1402.png]9t R={<E>— <E>+<T>|<T>,
<T> - < T>* <F> | <F>,

<F>— (<E>)|a}.




Вначале разобьем правила грамматики на два подмножества:
[image: image1403.png]Ri={<E>— <T><T> > <F>},
R; = { <E> > <E>+<T>, <I> — <I>*<F>, <F>— (<E>) |a }




Для каждого правила из R1 построим соответствующие подмножества.
[image: image1404.png]S(<E>) = { <E> < T>*<F>,<E>— (<E>) |a },
S(<T>) ={<T>—> (<E>) | a}




В результате получаем искомую схему грамматики без цепных правил в виде:
[image: image1405.png]R2 U S(<E>) U S(<T>) = { <E> — <E> + <T> | <T>*<F> | (<E>) | a,
<T>— <T>*<F> | (<E>) | a,

<F> (<E>)|a}




2.7. Преобразование неукорачивающих грамматик
Определение. Правило вида <A> —→ $ называется аннулирующим правилом а нетерми​нальный символ <A> - аннулирующим нетерминалом.
Определение. Грамматика называется неукорачивающей или грамматикой без аннули​рующих правил, если схема грамматики не содержит аннулирующих правил, либо схема грамматики содержит только одно правило вида <I> —→ $, где <I> - начальный символ грамматики, и символ <I> не встречается в правых частях остальных правил грамматики.
Для грамматик, содержащих аннулирующие правила, справедливо следующее утвержде​ние: для каждой КС-грамматики Г', содержащей аннулирующие правила, можно постро​ить эквивалентную ей неукорачивающую грамматику Г, такую что L(Г')=L(Г).
Построение неукорачивающей грамматики предполагает увеличение числа правил за​данной грамматики путем построения дополнительных правил, получаемых в результате исключения нетерминалов аннулирующих правил. Чтобы построить дополнительные правила необходимо выполнить все возможные подстановки пустой цепочки вместо ан​нулирующего нетерминала во все правила грамматики. Если же в грамматике есть пра​вило вида <I> —→ $ и символ <I> входит в правые части других правил грамматики, то следует ввести новый начальный символ <I'> и заменить правило <I> →> $ двумя новыми правилами: <I'> → $ и <I'>→ <I>.
В качестве иллюстрации способа построения неукорачивающих грамматик, исключим аннулирующие правила из следующей грамматики:
[image: image1406.png]T3¢ R={<I>—> a<l>b<I>,
<I> — b<I>a<I>,

<I>->$}




Выполняя все возможные замены символа <I> в первом правиле грамматики, получаем четыре правила вида:
[image: image1407.png]<I> - a<>b<I>, <I> — ab<I>, <I>—> a<I>b, <I>—> ab .




Поступая аналогично со вторым правилом, имеем:
[image: image1408.png]<I> — b<I[>a<I>, <I> — ba<I>, <I> - b<I>a, <[> — ba.




Учитывая, что начальный символ, образующий аннулирующее правило, входит в правые части других правил грамматики, заменим правило <I> —→ $ правилами вида <I'> → $ и <I'> → <I>. Построенная совокупность правил образует схему искомой неукорачиваю​щей грамматики.
2.8. Магазинные автоматы
Магазинные автоматы позволяют решать для контекстно-свободных языков задачу рас​познавания, которая заключается в том, что по заданной цепочке определяется её при​надлежность заданному языку. Модель магазинного автомата, состоит из входной ленты, устройства управления и вспомогательной ленты, называемой магазином или сте​ком.
[image: image1409.png]S0
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Входная лента разделяется на клетки (позиции) , в каждой из которых может быть записан символ входного алфавита. При этом предполагается, что в неиспользуемых клетках входной ленты расположены пустые символы _.
Вспомогательная лента также разделена на клетки, в которых могут располагаться символы магазинного алфавита. Начало вспомогательной ленты называется дном мага​зина. Связь устройства управления с лентами осуществляется двумя головками, кото​рые могут перемещаться вдоль лент.
Головка входной ленты может перемещаться только в одну сторону - вправо или оставаться на месте. Она может выполнять только чтение. Головка вспомогательной лен​ты способна выполнять как чтение, так и запись. Эти операции связаны с перемещением головки определенным образом:
- при записи головка предварительно сдвигается на одну позицию вверх, а затем символ заносится на ленту,
- при чтении символ, находящийся против головки считывается с ленты, а затем головка сдвигается на одну позицию вниз. Позицию, находящуюся в рассматриваемый момент времени против головки, называют вершиной магазина.
Определение.Магазинный автомат М определяется следующей совокупностью семи объектов:[image: image1410.png]M={P,S,s,,f,F,H,h,},



 где
Р - входной алфавит,
S - алфавит состояний,
sо - начальное состояние,
[image: image1411.png]S, €S,




F - множество конечных состояний (F является подмножеством S),
Н - алфавит магазинных символов, записываемых на вспомогательную ленту,
hо- маркер дна, он всегда записывается на дно магазина ,[image: image1412.png]h, e H,




f - функция переходов
[image: image1413.png]f:Sx{PuUfe}}xH>SxH*,




если М-автомат - детерминированный, и
[image: image1414.png]f: Sx {Pu {e}} x H - {S x H*},




если М-автомат - недетерминированный.
Функция f отображает тройки[image: image1415.png](S, Pis hy)



в пары[image: image1416.png]


, где[image: image1417.png]BeH*uhy



- символ в вершине магазина, для детерминированного автомата или в множество пар для недетерми​нированного автомата.
Эта функция описывает изменение состояния магазинного автомата, происходящее при чтении символа с входной ленты и перемещении входной головки. Имеются также две дополнительные разновидности функций переходов, изменяющих состояние автомата без перемещения входной головки: 1) функция переходов с пустым символом в качестве входного символа:
[image: image1418.png]f'(s, g, h) = (s', ),




которая, независимо от того какой символ находится против читающей головки входной ленты, предписывает прочитать символ h из вершины магазина, изменить состояние ав​томата на s' и записать цепочку β в магазин. 2)функция переходов с определенным входным символом:
[image: image1419.png]*(s, a, h) =(s', B),




которая предписывает изменение состояния и запись цепочки в магазин при условии, что символ a читается входной головкой, а в вершине магазина находится символ h 
2.8.1. Недетерминированные и конечные автоматы

Имеет место следующая теорема: если [image: image1420.png]L=L(M)



для некоторого недетерминированного конечного автомата [image: image1421.png]


, то [image: image1422.png]L=L(M")



для некоторого детерминированного автомата [image: image1423.png]


.

Эта теорема доказывается конструктивным образом, т.е. путем указания общего алгоритма построения детерминированного автомата [image: image1424.png]


, определяющего тот же язык, что и [image: image1425.png]


. Пусть [image: image1426.png]M=(Q,%,0,q,F)



; тогда мы определим [image: image1427.png]M = (Q"
(Q', 2,0, qf), F')



следующим образом:

· [image: image1428.png]


совпадает с множеством состояний автомата [image: image1429.png]



· [image: image1430.png]a6 = qo




· [image: image1431.png]F'={SeQ|SNF#0}




· [image: image1432.png]0'(S,a)=25"



для всех [image: image1433.png]


, где [image: image1434.png]S ={plo(q,a)



содержит p для некоторого [image: image1435.png]qe S}




Можно показать, что [image: image1436.png]


задает тот же язык, что и [image: image1437.png]


. Таким образом, классы языков, задаваемых детерминированными и недетерминированными конечными автоматами, полностью совпадают. Естественно, детерминированные конечные автоматы удобнее, и в дальнейшем мы будем иметь дело только с ними. Следующий набросок программы демонстрирует моделирование конечного автомата (предполагается, что входная лента заканчивается символом end_of_file ):

q = q0;

c = GetChar();

while (c != eof) {

  q = move (q, c);

  c = GetChar();

}

if (q is in F) return "yes";

else return "no";

2.8.2. Эквивалентность конечных автоматов

Определение. Два автомата [image: image1438.png]M, = (Q1, 2, 61, quo, F1)



и [image: image1439.png]My = (Q2, X, 69, qo0, Fb)



называются эквивалентными, если они распознают один и тот же язык над алфавитом [image: image1440.png]


.

Определение.Два состояния [image: image1441.png]


и [image: image1442.png]


называются эквивалентными, если [image: image1443.png]Vr e X



верно, что [image: image1444.png]0(gi,z) € F & 0(gj,x) € F



. Очевидно, что если два состояния [image: image1445.png]


и [image: image1446.png]


эквивалентны, то [image: image1447.png]


состояния [image: image1448.png]0(sj, a)



и [image: image1449.png]


также эквивалентны

Кроме того, так как в детерминированном конечном автомате переход [image: image1450.png]


может возникнуть только для конечного состояния [image: image1451.png]


, то никакое заключительное состояние не может быть эквивалентно незаключительному состоянию. Таким образом, если мы предположим, что начальные состояния автоматов эквивалентны, то мы можем получить и другие пары эквивалентных состояний. Если в одну из таких пар попадет заключительное состояние вместе с незаключительным, то [image: image1452.png]


и [image: image1453.png]


неэквивалентны. Напишем алгоритм разбиения множества состояний на классы эквивалентности:

Добавить  (q10, q20) в Список;

Список = 0; /* Множество эквивалентных множеств */

for each (q in Q1+Q2) { Добавить {s} в Список; }

while (есть пара (qi, qj), входящая в Список) {

   Удалить пару (qi, qj) из Списка;

   Пусть A и A'  - такие множества, что [image: image1454.png]q € Ang; € A



 ;

   if (A != A') {

      A = A + A';

      for ( [image: image1455.png]afrom



 ) { Добавить ( [image: image1456.png]


   в Список; }

   }

}

Таким образом, мы получим разбиение множества [image: image1457.png]


на множества эквивалентных состояний, если [image: image1458.png]q10



и [image: image1459.png]20



- эквивалентны. Теперь осталось проверить, что никакое из этих множеств не содержит заключительное и незаключительное соcтояния. Если это верно, то автоматы эквивалентны.

2.8.3. Минимизация конечного автомата

Учитывая, что мы можем определять эквивалентные автоматы, хотелось бы научиться находить наименьший среди них. Задача нахождения наименьшего конечного автомата, распознающего данный язык, также разрешима, причем тоже конструктивным образом. Для описания процесса нахождения наименьшего конечного автомата, введем следующее определение.

Определение. Будем говорить, что строка [image: image1460.png]


различает состояния [image: image1461.png]


и [image: image1462.png]


, если существует такая входная цепочка [image: image1463.png]


, что [image: image1464.png]


является заключительным состоянием, а состояние [image: image1465.png]o(t,w)



не является заключительным состоянием, или, наоборот, [image: image1466.png]


не является заключительным состоянием, а состояние [image: image1467.png]o(t,w)



является заключительным состоянием.

Очевидно, что если некоторая строка [image: image1468.png]


различает состояния [image: image1469.png]


и [image: image1470.png]


такие, что [image: image1471.png]ty =0(qu,

a)



и [image: image1472.png]ty = 0(qo, a)



, то строка aw различает состояния [image: image1473.png]


и [image: image1474.png]



Теперь перейдем к описанию процесса минимизации конечного автомата. Мы начнем с поиска и удаления всех недостижимых состояний. Затем мы должны найти такое разбиение множества состояний автомата, чтобы каждое подмножество содержало неразличимые состояния, т.е. если [image: image1475.png]


и [image: image1476.png]


принадлежат некоторому подмножеству, то для всех [image: image1477.png]


из [image: image1478.png]Y (s, a)



и [image: image1479.png]o(t,a)



также принадлежат этому подмножеству.

Для этого мы разобьем множество состояний на два подмножества: [image: image1480.png]


и [image: image1481.png]


. В дальнейшем, мы попытаемся разбить каждое из подмножеств, соблюдая указанное выше условие. Если возникает ситуация, при которой мы не можем разбить никакое множество состояний, то мы заканчиваем процесс разбиения. В результате мы получим некоторый набор множеств состояний [image: image1482.png]


. Каждое из [image: image1483.png]


содержит только неразличимые состояния. Наконец, внесем в множество состояний минимизированного автомата по одному представителю каждого из множеств [image: image1484.png]


На этом процесс завершается.

На следующем слайде мы приведем пример минимизации автомата.

Пример минимизации конечного автомата

[image: image1485.png]



Рассмотрим процесс минимизации автомата, представленного на слайде. Согласно алгоритму, вначале мы произведем удаление недостижимых состояний - в нашем примере состояние F очевидно недостижимо и потому не попадет в минимизированный автомат.

Затем мы произведем разбиение множества состояний автомата на классы эквивалентности. Укажем такую последовательность разбиений:

1. E, ABCD
2. E, ABC, D, так как [image: image1486.png]o(D,b)

E



.

3. E, AC, B, D, так как [image: image1487.png]0(B,b) =D



.

Таким образом, состояния A и C неразличимы. Поэтому получаем следующий автомат:

[image: image1488.png]



2.9. Работа магазинного автомата
Определение. Конфигурацией автомата М называют тройку[image: image1489.png](s, 0, y) € S X P* X H¥*,



где s -
текущее состояние управляющего устройства, α - неиспользованная часть входной це​почки[image: image1490.png]o € P*,



самый левый символ этой цепочки a находится под головкой. Если a = ε, то считается, что входная цепочка прочитана. γ - цепочка, записанная в магазине,[image: image1491.png]ve H*



 самый правый символ цепочки считается вершиной магазина. Если γ = $, то магазин пуст.
Работа автомата может быть представлена как смена конфигураций. Один такт работы автомата заключается в определении новой конфигурации на основе исходной. Это запи​сывается следующим образом:
[image: image1492.png](s,aa,yh)|-(s,0,v8)




При этом предполагается, что автомат читает символ a, находящийся против головки, и символ h, находящийся в вершине магазина, определяет новое состояние s' и записывает цепочку β в магазин вместо символа h. Если β = $, то верхний символ оказывается уда​ленным из магазина.
Такая смена конфигураций возможна, если функция f( s, a, h ) определена и ей принад​лежит значение ( s', β ). Описанный такт работы выполняется с перемещением головки. Для описания работы автомата без перемещения головки используется другой вид такта. Если[image: image1493.png](s, &, h)



определена и ей принадлежит значение ( s', β ) , то он определяет смену конфигураций следующим образом:
[image: image1494.png](s,a0,yh) |- (s aa,7B)




Таким образом, возможны следующие случаи при работе автомата:
•    f(s, a, h) определена и выполняется такт работы,
•    f(s, a, h) не определена, но определена функция f0(s, ε, h) или                                f*(s, a, h) и выполня​ется пустой такт.
•     Функции [image: image1495.png]f(s, a, h), f*(s, a, h) u £'(s, &, h)



не определены, в этом случае дальнейшая работа автомата невозможна.
В общем виде действия, задаваемые функцией переходов и выполняемые автоматом, можно представить следующим образом:
f( s, <входной символ>, <магазинный символ> )=( s1, <заносимая цепочка> )
При выполнении такта вначале считывается символ в вершине магазина, а затем на его место записывается новый символ или цепочка. Отдельные значения функции переходов часто называют командами магазинного автомата.
Начальной конфигурацией называется конфигурация[image: image1496.png](Sos @ 4 ),



где sо - начальное состояние и hо - маркер дна магазина, а заключительной - конфигурация (s, $ , $) , где s принадлежит множеству конечных состояний F.
Для обозначения последовательности сменяющих друг друга конфигураций используют обозначение |—-*. Таким образом, последовательность
(s1 ,α1 ,γ1) |-- (s2, α2, γ2) |--... |- (sn, αn, γn ) можно представить в сокращенном виде следующим образом:
(s1, α1, γ1) |--* (sn,αn,γn).
2.9.1. Эквивалентность праволинейных грамматик и конечных автоматов

Как упоминалось выше, любой конечно-автоматный язык может быть определен праволинейной грамматикой, и наоборот, так что классы языков, определяемых этими формализмами, эквивалентны. Так, для конструирования праволинейной грамматики, соответствующей данному конечному автомату, достаточно включить в грамматику правила вида [image: image1497.png]q — ar



для всех переходов вида [image: image1498.png]


и правила вида [image: image1499.png]pP—c



для всех заключительных состояний [image: image1500.png]


.

Таким образом, класс языков, задаваемых праволинейными грамматиками, очень удобен в задачах компиляции, т.к. ему соответствует простой распознаватель (конечные автоматы), для которого алгоритмически разрешимы такие проблемы, как эквивалентность двух языков, пустота определяемого языка и проверка входной цепочки на принадлежность данному языку. Многие "локальные" свойства языков программирования, такие как константы, слова языка и строки, могут быть определены с помощью праволинейных грамматик - например, в следующей лекции мы покажем как этот формализм может быть использован в задачах лексического анализа.

Однако, класс языков, задаваемых праволинейными грамматиками, слишком узок для описания многих свойств современных языков программирования. Например, в большинстве языков программирования возникает потребность в согласовании подобных скобок и разделителей, таких, как begin-end, (), [], {}. Можно промоделировать подобное согласование с помощью "правильного скобочного языка", в котором алфавит состоит из символов ' ( ' и ' ) ', а количество открывающих скобок совпадает с количеством закрывающих и число закрывающих скобок никогда не превышает число встреченных открывающих скобок. Можно показать, что не существует праволинейной грамматики, описывающий данный язык, но зато его легко записать с помощью следующей контекстно-свободной грамматики: [image: image1501.png]S—=(5),5—55585—=¢



.

По этой причине контекстно-свободные грамматики получили значительно большее распространение в компиляции. С их помощью можно задать очень большую часть синтаксиса языков программирования.

2.9.2. Свойства контекстно-свободных грамматик

Весь процесс синтаксическо анализа можно упрощенно рассматривать как определение принадлежности входной цепочки заданной контекстно-свободной грамматике (в дальнейшем, мы будем использовать сокрещение "КС-грамматика"). Однако надо оговориться, что такая формулировка сильно упрощена, так как процесс вывода цепочки по грамматике нетривиален и к тому же усложняется тем фактом, что далеко не все свойства языков программирования могут быть описаны КС-грамматиками.

Кроме того, КС-грамматики зачастую страдают от проблемы неоднозначности. Грамматика называется неоднозначной (ambiguous grammar) , если существует, по крайней мере, одна выводимая в этой грамматике цепочка, для которой существует более одного вывода. Например, можно рассмотреть язык G0, описывающий простые арифметические выражения со сложением и умножением, и задаваемый КС-грамматикой следующим набором правил: [image: image1502.png]E — E+ E|E* E|(E)|a



. Эта грамматика неоднозначна, так как в ней существует два различных вывода для выражения вида a+a+a или a*a+a (левосторонний и правосторонний вывод).

В данном случае проблему неоднозначности можно решить путем преобразования грамматики к эквивалентной грамматике [image: image1503.png]Gi:E—-FE+T|ExT|T,T — (E)la



. Но и у этой грамматики есть серьезный недостаток: операции + и * имеют один и тот же приоритет, и потому выражение a+a*a будет трактоваться как (a+a)*a . Для того, чтобы получить правильный приоритет операций, необходимо продолжить преобразование грамматик и перейти к следующему набору правил: [image: image1504.png]E—-E+T|IT, T -T*F|F.F— (E)la




. Более подробно проблемы, связанные с неоднозначными грамматиками, рассматриваются   в "Грамматики и YACC" .

2.9.3. О преобразовании граматик

Как мы уже видели в предыдущем примере, иногда может возникнуть потребность в преобразовании КС-грамматик.

К сожалению, не существует общего алгоритмического метода приведения КС-грамматик к произвольному виду, как не существует и алгоритма, определяющего равенство языков, задаваемых двумя КС-грамматиками. Однако известен целый ряд преобразований, таких как устранение бесполезных символов и устранение цепных правил, которые позволяют привести грамматику к более удобной форме.

Кроме того, известно, что любая КС-грамматика может быть приведена к нормальному виду Хомского , в котором все правила имеют один из следующих видов:

· [image: image1505.png]


, где А , B и C - нетерминалы

· [image: image1506.png]A—=a



, где a - терминал

· [image: image1507.png]S



, при условии, что символ [image: image1508.png]


принадлежит языку, а нетерминал S не встречается в правых частях правил

Другим широко распространенным стандартным видом КС-грамматик является нормальная форма Грейбах , в которой все правые части правил начинаются с терминалов.

2.10. Язык, допускаемый магазинным автоматом
Магазинные автоматы, известные также как автоматы с магазинной памятью или как МП-автоматы, формально определяются следующим образом.

Определение. МП-автомат - это семерка [image: image1509.png]P=(Q,%. T, q,%,F)



, где:

· Q - конечное множество состояний

· [image: image1510.png]


- конечный входной алфавит 

· Г - конечный алфавит магазинных символов

· [image: image1511.png]


-- функция перехода, отображение множества [image: image1512.png]Qx(XU{e}) xT



в множество конечных подмножеств множества [image: image1513.png]



· [image: image1514.png]


- начальное состояние управляющего устройства

· [image: image1515.png]


- символ, находящийся в магазине в начальный момент (начальный символ)

· [image: image1516.png]


- множество заключительных состояний.

Определение. Конфигурацией МП-автомата P называется тройка [image: image1517.png](qw, a0 € Q x X x I'™



, где q - текущее состояние управляющего устройства, [image: image1518.png]


-- неиспользованная часть входной цепочки (если [image: image1519.png]


, то считается, что вся входная цепочка прочитана), [image: image1520.png]


- содержимое магазина (самый левый символ цепочки [image: image1521.png]


считается верхним символом магазина; если [image: image1522.png]


, то магазин считается пустым).

На каждом шаге работы МП-автомат может либо занести что-то в магазин, либо снять какие-то значения с его вершины. Отметим, что МП-автомат может продолжать работать в случае окончания входной цепочки, но не может продолжать работу в случае опустошения магазина.

Класс языков, распознаваемых МП-автоматами, в точности совпадает с классом языком, задаваемых КС-грамматиками (мы этого доказывать не будем).

Пример магазинного автомата

Рассмотрим магазинный автомат, распознающий язык [image: image1523.png]>0}
" on>
{01



.

Пусть [image: image1524.png]P =({q,q1,q},{0,1},{Z,0},9,q0, Z, {q0})



, где:

[image: image1525.png](90,0, Z) = {(q1,02) }
3(q1,0,0) = {(1,00)}
3(qr,1,0) = {(q2,)}
0(g2,1,0) = {(g2,€)}
5qo,e, Z) = {(qo, )}




Работа автомата заключается в копировании в магазин начальных нулей из входной цепочки и последующем устранении по одному нулю из магазина на каждую прочитанную единицу.

Детерминированные МП-автоматы

МП-автоматы обладают одним существенным недостатком - они недетерминированны по своей природе. На практике нам хотелось бы иметь дело с детерминированными автоматами, в которых в каждой конфигурации возможно не более одного такта:

Определение. МП-автомат [image: image1526.png]P=(Q,%. T, q,%,F)



называется детерминированным, если для каждых [image: image1527.png]


и [image: image1528.png]


верно одно из следующих утверждений:

· [image: image1529.png]g, a, Z)



содержит не более одного элемента для каждого [image: image1530.png]=)



и [image: image1531.png]



· [image: image1532.png]g, a, Z2) =0



для всех [image: image1533.png]=)



и [image: image1534.png]0(q,e, Z)



содержит не более одного элемента

К сожалению, детерминированные МП-автоматы описывают только подмножество всего класса КС-языков - это подмножество называется детерминированными КС-языками. Этот класс языков называют также LR(k)-грамматиками, так как они могут быть однозначно разобраны путем просмотра цепочки слева направо с заглядыванием вперед не более, чем на k символов.

Детерминированные КС-языки, как и весь класс КС-языков, позволяют проверить пустоту определяемого ими языка или принадлежность заданной цепочки языку. Однако, детерминированные КС-языки не обладают некоторыми важными теоретико-множественными свойствами, например, детерминированные КС-языки не замкнуты относительно пересечения, дополнения или объединения (общий класс КС-языков также не замкнут относительно пересечения и дополнения, но замкнут относительно объединения).

Тем не менее, с точки зрения методов компиляции, класс LR(k)-грамматик чрезвычайно важен, так как на нем и некоторых его разновидностях основаны большинство современных средств синтаксического разбора. 

Определение. Цепочка α называется допустимой для автомата М, если существует по​следовательность конфигураций, в которой первая конфигурация является начальной c цепочкой а , а последняя - заключительной[image: image1535.png](S0 Oy hy) |_* 51,9, 9),



где[image: image1536.png]s €F.




Определение. Множество цепочек, допускаемых автоматом М, называется языком, до​пускаемым или определяемым автоматом М, и обозначается L(М).
[image: image1537.png]LM)= {ct | (5o 0t Bg) =% (5%, 8,8) &s' € F}




Рассмотрим пример. Пусть задан магазинный автомат М1
[image: image1538.png]M;: P={a,b};S=1{sy,s1,8}; H=thy,a}; F={s};
1 (50, 3, ho) = (51, hoa),
f(s1,3,2) = (51, 22),
f(si,b,a)=(s5 %),
f(ssb,a)=(s2, %),
f(s2, & hy) = (0, $)-




Этот автомат является детерминированным, поскольку каждому набору аргументов со​ответствует единственное значение функции. Работу автомата при распознавании вход​ной цепочки aabb можно представить в виде последовательности конфигураций:
[image: image1539.png](so;aabb,hg) |- (s1,abb,hya) |~ (s,bb,hyaa) |-- (s3,b,hea) |- (52,8,he) [ ($0,5,9)




Можно проверить, что при задании входной цепочки aabbb автомат не сможет закончить работу. Следовательно, эта цепочка не принадлежит языку, допускаемому автоматом M1. Магазинный автомат М2, заданный следующим описанием:
[image: image1540.png]M;: P ={a,b}; S = {sg, 51, 8:}; H= {ho, 3, b}; F = {82}
(1) (395 a, ho) = (50, hoa),
(2) f(s0, b, ho) = (50, hyb),
3) f(s0, 3, 2) = {(s0,23) , (51, $)},
(@) f(so, b, 2) = (s0,ab),
(5) f(so, 2, b) = (s0 , ba),
(6) 1(sy; b, b) = {(s0, bb) , (51, $)},
(7 (51, 3, ) = (51, $),
(®) f(s1, b, b) = (51, $),
©) (2, & ho) = (52, 9),




является недетерминированным автоматом, поскольку одному и тому же набору аргу​ментов, например (s0, a, a), соответствуют два значения функции. Рассмотрим работу ав​томата для входной цепочки abba. Если использовать последовательность команд (1), (4), (6.1), (5), то получим последовательность конфигураций:
[image: image1541.png](si,abbashg) |- (so,bbashoa), (1)
|- (s,ba,heab), (4)
|~ (so,3,h9abb), (6.1)
|~ (so,3,h9abba). (5),




которая показывает, что дальнейшая работа невозможна, т.к. входная цепочка прочитана и переход (s0,$,h0abba) не определен. Если же использовать последовательность команд
[image: image1542.png]), (4), (6.2), (D, 9),



 то получим заключительную конфигурацию:
[image: image1543.png](so,abba,hy) |- (so, bba, hea), (1)
I_ (50’ ba, hﬂab)5 (4)
I_ (Sb a, hoa), (6'2)




[image: image1544.png]I_ (51, 8, hy), O
- (s2,8,9). ©9).




Т.о. можно сделать вывод о том, что цепочка abba допускается автоматом М2.
2.11. Построение магазинного автомата
Если[image: image1545.png]Ir={V,V, LR}



является КС-грамматикой, то для неё можно построить магазин-
ный автомат М, такой что L(M) = L(Г).
Для простоты и наглядности построения магазинного автомата условимся использовать магазинные автоматы с одним состоянием s0. Пусть задана грамматика Г = { VT, VA, I, R}. Определим компоненты автомата М следующим образом:
[image: image1546.png]S={s}, P=Vy, H=VrUVyU{he}, F={s},




в качестве начального состояния автомата примем s0. Построим функцию переходов сле​дующим образом:
1.  Для всех[image: image1547.png]<A> € V,,



встречающихся в левой части правил                    <A> —→ α , построим команды вида:
[image: image1548.png]f(s0,8,<A>)=(5, "),




где αR -зеркальное отображение цепочки α.
2. Для всех[image: image1549.png]aeVy



построим команды вида
[image: image1550.png]f(so,2,2)=(50,8)




3. Для перехода в конечное состояние построим команду
[image: image1551.png]f*(s(i’e,ho)=(50’$)




4. Начальную конфигурацию автомата определим в виде:
[image: image1552.png](S0, @, he<I>),




где ω − заданная цепочка, записанная на входной ленте.
Построенный автомат работает следующим образом. Если в вершине магазина находится терминал, и символ, читаемый с входной ленты, совпадает с ним, то по команде типа (2) терминал удаляется из магазина, а входная головка сдвигается. Если в вершине магазина находится нетерминал, то выполняется команда типа (1), которая вместо нетерминала записывает в магазин цепочку, представляющую собой зеркальное отражение правой части соответствующего правила грамматики. Следовательно, автомат, последовательно заменяя нетерминалы, появляющиеся в вершине магазина, строит в магазине левый вы​вод входной цепочки, удаляя полученные терминальные символы, совпадающие с сим​волами входной цепочки. Это означает, что каждая цепочка, которая может быть полу​чена с помощью левого вывода в грамматике Г, допускается построенным автоматом М.
2.12. Пример построения автомата
Процедуру построения автомата рассмотрим на примере грамматики:
[image: image1553.png]Ty.e R={<E> — <E> + <T>| <T>,

<T> — <IT>* <F>| <F>,

<F> — (<E>)|a}.




Для искомого автомата имеем:
[image: image1554.png]M;: P={a,+, %), (}, H={<E> <T> <F>a,+ % ), hy, (}, S= {80}, F = {50}




Для всех правил грамматики строим команды типа (1):
[image: image1555.png]@) 16y, & <E>) = {(s0, <T> + <E>), (s¢, <T>)},
@) G0, & <T>) = {(s0, <F> * <T>), (s0, <F>)},
B 6o & <F>) = {(30, )<E>(), (50, )},




Для всех терминальных символов строим команды типа (2):
[image: image1556.png]“) f(se,2,2)=(50,8%),
(5) f(s0,+,+)=(%,8%),
©) f(se,%,%)=(50,8),
() 1(s0,(,()=(%,8%),
@) 1(s0,),))=(5,8),




Для перехода в конечное состояние построим команду:
[image: image1557.png](9) f*(s0,8,he)=(5,8).




Построенный автомат является недетерминированным. Начальная конфигурация для цепочки a + a * a имеет вид:[image: image1558.png](So, ata™a , hy<k>).




Следующая последовательность тактов работы построенного автомата, показывает, что заданная цепочка допустима.
[image: image1559.png](so, a+a*a, hy<E>) |- (s, a +a*a,hy<T>+<E>) |--
(s0,a+a*a, hy<T>+<T>) |- (39, a +a * a, hy<T>+ <F>) |--
(so,a+a*a, hy<T>+a)|-(s), +ta*a,hy<T>+) |-

(30,2 * a, hy<T>) |- (50, @ * @, hy<F> * <T>) |--

(s0, @ * a, hy<F> * <F>) |-- (59, a * a, hy<F> * a) |--

(s0, * 8, ho<F> *) |-- (50, 2, ho<F>) |--

(S, @, hea) |=- (s9, $ , hg) |-- (s, 5 , §).




Последовательность правил, используемая построенным автоматом, соответствует ле​вому выводу входной цепочки:
[image: image1560.png]<E>=><E>+ <> <T>+<I>><F>+<I>a+<I>a+<T>*<F>=a+<F>*

<F>=ata*<F>=ata*a




По такому выводу можно построить дерево. Построение будет происходить сверху вниз, т.е. от корня дерева к листьям.
[image: image1561.png]m

-





Такой способ построения дерева по заданной цепочке называется нисходящим.
Магазинные автоматы часто называют распознавателями.
Учитывая характер построения вывода в магазине, автоматы рассмотренного типа назы-вают нисходящими распознавателями.
Отметим, что доказательство допустимости цепочки нисходящим магазинным автоматом (НМА) предусматривает поиск подходящей последовательности конфигураций. Такой поиск может существенно увеличить время работы автомата. Детерминированные авто​маты работают быстрее, поэтому такие автоматы применяются на практике. Детермини​рованные автоматы-распознаватели могут быть построены не для всех видов КС-грамматик.
Определение. Если язык L допускается детерминированным М-автоматом, то он называ​ется детерминированным языком. В дальнейшем будем рассматривать детерминированные автоматы.
3. Нисходящие распознаватели
3.1. Распознаватели и LL(K) – грамматики
Распознаватели можно разделить на два вида: нисходящие и восходящие. Каждый ха​рактеризуется порядком, в котором располагаются правила в дереве вывода. Нисходя​щие распознаватели обрабатывают правила сверху вниз, верхние правила раньше ниж​них, в то время как восходящие распознаватели раньше используют нижние правила. Рассмотрим нисходящие распознаватели, допускающие языки, порождаемые граммати​ками вида LL(K).
Определение. Грамматика относится к классу LL(K) грамматик, если для нее можно по​строить нисходящий детерминированный распознаватель, учитывающий K входных символов, расположенных справа от текущей входной позиции.
Название LL происходит от слова Left, поскольку анализатор просматривает входную цепочку слева-направо , и слова Leftmost, поскольку он обнаруживает появление правила по одному или группе символов, образующих левый край цепочки. На практике наи​большее применение имеет класс LL(1) грамматик, для которых детерминированный распознаватель работает по одному входному символу, расположенному в текущей по​зиции.
Рассмотрим построение нисходящих распознавателей для подкласса LL(1) грамматик.
3.2. Разделенные грамматики
Определение. Контекстно-свободная грамматика, не содержащая аннулирующих пра​вил, называется разделенной или простой , если выполняются следующие два условия:
1. Правая часть каждого правила начинается терминалом.
2. Если два правила имеют одинаковые левые части, то правые части этих правил должны начинаться различными терминальными символами.
Грамматика, заданная схемой:
[image: image1562.png]I;.9¢ R={<I>— ab<B>,
<[> — b<B>b<I>,
<B>—a,

<B> —b<B>},




является разделенной грамматикой, т.к. выполняются условия (1) и (2).
Для каждой разделенной грамматики можно построить детерминированный нисходя​щий распознаватель.
3.3. Построение детерминированного нисходящего распознавателя
Согласно рассмотренному ранее способу построения распознавателей для КС-грамматик каждому правилу разделенной грамматики, имеющему вид: <A> →aα, где α - цепочка символов полного словаря и a принадлежит терминальному словарю, ставится в соответствие команда
[image: image1563.png](*) £°(s0, 8, <A>) =(sp, '),




которая задает такт работы без сдвига входной головки и в которой α' зеркальное ото​бражение цепочки α. В результате выполнения этой команды, в вершине магазина будет находиться терминал a. Данный способ построения предусматривает также построение для каждого символа a грамматики команды:
[image: image1564.png]**)
fi
(sna,a2)=(
So,s
)




которая удаляет этот терминал из магазина и сдвигает входную головку. Учитывая, что в разделенной грамматике каждое правило начинается с терминального символа, и что эти терминалы не повторяются, можно сделать вывод о том , что команда (*) должна выполняться только в том случае, когда под входной головкой находится терминал a, и после нее всегда должна выполняться команда (**). Чтобы исключить неопределенность правил вида (*) и уменьшить число тактов работы распознавателя команды вида (*) и (**) объединяются в одну команду. Построение такой команды выполняется следующим образом: каждому правилу разделенной грамматики <A> → aα ставится в соответствие команда
[image: image1565.png]f(so,a,<A>)=(s,0",




которая определяет такт работы распознавателя со сдвигом входной головки. Если тер​минальные символы расположены в правых частях правил не только на самой левой по​зиции, то для таких терминалов создаются команды вида:
[image: image1566.png]f(se, b, b)=(s0,9)




Для перехода в заключительное состояние добавляется правило:
[image: image1567.png]f(s0,8,ho)=(51,8),




а в качестве начальной конфигурации распознавателя используется
[image: image1568.png]( S0, 0ty hy<I>),




где <I> - начальный символ грамматики, а α - заданная входная цепочка.
Применяя рассмотренные правила, построим распознаватель для разделенной граммати​ки Г3. 0.
[image: image1569.png]M4Z

P={a,b},H={a,b, <> <B>hy}, S = {so}, F= {so},
1( 89, 2, <[>) = (89, <B>b)

f( 80, 8, <B>) = (50, §)

( 89, b, <I>) = (89, <I> b <B>)

£( s, b, <B>) = (s, <B>)

f(so, b, b)=(50, %)

(80, 8,0 ) = (80, 8)




Спомощью построенного автомата проанализируем цепочку bbabab.
[image: image1570.png]( s, bbababa, hy<I>) |- ( sy, bababa, hy<I>b<B>) |-
( 8o, ababa, hy<I>b<B>) |- ( sy, baba, hy<I>b) |-
(S0, aba, ho<I>) |- (8o, ba, hy<B>b ) |- (s, a, hy<B>) |-

(S0, 8, ho) |- (50,8, 8).




Т.о. для каждой конфигурации может быть применена единственная команда детермини​рованного распознавателя.

3.4. Множество выбора
Класс грамматик, порождающих детерминированные языки образуют также слабораз​деленные грамматики. Этот класс допускает аннулирующие правила в схеме грамма​тики. Однако, не всякая разделенная грамматика с аннулирующими правилами относится к классу слаборазделенных грамматик.
3.4.1. Функции ПЕРВ, СЛЕД и множество ВЫБОР
Множество ВЫБОР строится для каждого правила и включает те терминальные симво​лы, при появлении любого из которых под читающей головкой распознаватель должен применять это правило.
Для определения множества ВЫБОР используются функции ПЕРВ и СЛЕД . Аргумен​том функции ПЕРВ может быть любая цепочка полного словаря µ, а значением является множество терминальных символов, которые могут стоять на первом месте в цепочках, выводимых из цепочки µ.
3.4.2. Построение функции ПЕРВ(µ)
Значение функции ПЕРВ(μ) можно определить с помощью следующих правил:
1)  Если цепочка µ начинается терминальным символом и имеет вид bµ', то
[image: image1571.png]IEPB(p) = {b},




2)  Если цепочка µ является пустой цепочкой, µ = $, то
[image: image1572.png]MEPB(n) =,




3)  Если цепочка µ начинается нетерминальным символом <B> и имеет вид <B>µ', а в схеме грамматики имеется n правил, в левых частях которых находится символ <B>:
[image: image1573.png]<B>—> oty | 02 | one | Oln s




и, если не существует вывода[image: image1574.png]<B>==>% $,



то функция [image: image1575.png]IEPB(<B>p')



 представляет собой объединение множеств:
[image: image1576.png]IEPB(<B>p') = IIEPB(q,) L IIEPB (o) U... IIEPB(a.,),




4)  Если цепочка µ начинается нетерминальным символом и имеет вид <B>µ', в схему грамматики входят n правил вида
[image: image1577.png]<B>—> 03 | 0tz | eee | Oty



и <B> является аннулирующим нетерминалом, т.е. существует[image: image1578.png]<B>=> *§



то функция
[image: image1579.png]MEPB(<B>u")=IEPB(n') U IEPB(a y)v IEPB(x ») L...w IIEPB(a. ).




3.4.3. Построение функции СЛЕД(<B>)

Аргументом функции СЛЕД является нетерминальный символ а значение функции представляет собой множество терминалов, которые могут следовать непосредственно за этим нетерминалом в цепочках, выводимых из начального символа грамматики. Вычисление значения функции СЛЕД(<B>) должно выполняться по следующим прави​лам:
1) Если в схеме грамматики имеются правила вида
[image: image1580.png]<Xp> = <B>qy, <Xp> = 1<B>ay, ... , <X;> = 1,<B>a,,




и все цепочки α ≠ $, то
[image: image1581.png]CJEJI(<B>) = IIEPB(a,;) U IIEPB(ax;) U ... U MIEPB(a,).




2) Если же среди приведенных выше правил имеется хотя бы одна цепочка αi = $, например α1 = $, то функция вычисляется следующим образом:
[image: image1582.png]CJAEJ(<B>) = CJIEJ(<X;>) U IEPB(0. 5) U ... U IEPB(a »).




3.4.4. Построение множества ВЫБОР

Множество ВЫБОР, которое используется для выбора переходов магазинных автома​тов, определяется с помощью функций ПЕРВ и СЛЕД по правилам:
1)  Если правило грамматики имеет вид <B> →> α и α не является аннулирующей цепочкой, т.е. не существует вывод[image: image1583.png]o =>*$,



то
[image: image1584.png]BBIBOP(<B> — o.) =IIEPB( o ).




2)  Для аннулирующих правил грамматики вида <B> → $, множество выбора опре​деляется следующим образом
[image: image1585.png]BBIBOP(<B> — $) = CJIEJI(<B>).




3)  Если правило грамматики имеет вид <B> —→ µ и µ является аннулирующей це​почкой, то
[image: image1586.png]BBIBOP(<B> — p) = IIEPB(n) L CJIEJ(<B>).




3.5. Слаборазделенные грамматики

Определение. КС-грамматика называется слаборазделенной, если выполняются следующие три условия:
1)  правая часть каждого правила представляет собой либо пустую цепочку $, либо начи​нается с терминального символа,
2)  если два правила имеют одинаковые левые части, то правые части правил должны на​чинаться разными символами,
3)  для каждого нетерминала <A>, такого что [image: image1587.png]<A>=>%§



 множество начальных симво​лов не должно пересекаться с множеством символов, следующих за A:
[image: image1588.png]IEPB(A) N CAEJN(A)=$




Используя приведенное определение, выясним, является ли следующая грамматика сла​боразделенной:
[image: image1589.png][ :R={1)<I> > a<A>,
) <> ->b,
(3) <A> > c<I>a,

@) <A>->8}.




Эта грамматика не содержит правил с одинаковой левой частью, начинающихся одина​ковыми терминалами, поэтому нужно проверить только условие (3) для правила (4). Вы​числяя функции
[image: image1590.png]MEPB(<A>) = { ¢ } n CJAEJI(<A>) = CJIEA(<I>)={a},




находим, что множество значений функции ПЕРВ(<A>) и множество значений функции СЛЕД(<A>) не имеют общих элементов. Следовательно, грамматика Г3.3 является слаборазделенной.
3.6. LL(1) - грамматики
Разделенные и слаборазделенные грамматики представляют собой подклассы грамматик, которые называются LL(1) грамматиками, и которые определяются следующим образом.
 Определение. КС-грамматика является LL(1) грамматикой тогда и только тогда, когда выполняются условия: 
1. Для каждого нетерминала, являющегося левой частью нескольких правил:
[image: image1591.png]<A> 50y | 02 ] v | Oy




необходимо, чтобы пересечение функций [image: image1592.png]TMEPB(;) u IIEPB(o)



 было пусто для всех i≠j.
2. Для каждого аннулирующего нетерминала <A>, т.е. <A> =>* $,
необходимо, чтобы пересечение множеств [image: image1593.png] IIEPB(<A>) n CJIEJ(<A>)



 было пустым.
Грамматики LL(1), в отличие от разделенных и слаборазделенных грамматик, могут со​держать правила, начинающиеся нетерминальными символами. Данный класс грамматик можно определить также с помощью множеств выбора. Имеет место утверждение
КС-грамматика является LL(1) грамматикой тогда и только тогда, когда множества ВЫБОР, построенные для правил с одинаковой левой частью, не содержат одинаковых элементов.
3.7. Построение магазинного автомата

Для каждой LL(1) грамматики Г можно построить детерминированный магазинный ав​томат М, допускающий язык, порождаемый заданной грамматикой: L( Г ) = L( М ). 
Пусть задана грамматика [image: image1594.png]T={Vr, Vs, LR}



 Требуется определить автомат
[image: image1595.png]M={P,S,sy, F, H, hy, f}.




Поскольку автомат должен допускать цепочки языка, порождаемого заданной граммати​кой, положим P = VT. Для простоты, допустим, что автомат имеет одно состояние s0, ко​торое является и начальным и заключительным, то есть - S = {s0} и F = {s0}. В качестве магазинного алфавита выберем:[image: image1596.png]H={VruV,u{hy}}.



 Построение функции переходов выполним с использованием множеств ВЫБОР для пра​вил заданной грамматики следующим образом:
1) Для каждого правила грамматики, начинающегося терминальным символом вида <A> →bα, построим команду автомата
[image: image1597.png]1( 80, b, <A>) = (50, '),




где α' зеркальное отображение цепочки α.
2) Для каждого правила грамматики, начинающегося нетерминальным символом вида [image: image1598.png]<A>— <B>q,



 построим команду автомата
[image: image1599.png]£*( 89, X, <A>) = (59, A'<B>)




где f* - команда автомата без сдвига входной головки, α' зеркальное отображение цепоч​ки α, а[image: image1600.png] x € BBIBOP(<A> — <B>q)



 Количество команд для заданного правила, равно числу элементов множества ВЫБОР.
Команды магазинного автомата, работающие без сдвига входной головки, выполняют замену нетерминаала из левой части правила, цепочкой из правой части этого правила. Сопоставление терминального символа, получаемого при выводе, и очередного символа входной цепочки не производится, поэтому для таких команд сдвиг входной головки не происходит.
3) Для каждого аннулирующего правила грамматики вида <A> →> $ построим команды автомата
[image: image1601.png]£*( Sp, X, <A>)=(59, $)




для каждого элемента x из множества [image: image1602.png]BBIBOP(<A> —> $).



 Количество таких команд равно числу элементов множества ВЫБОР.
4) Для каждого терминального символа b, расположенного в середине или на конце пра​вых частей правил грамматики, построим команду
[image: image1603.png]f(so, by, b)=(50,5).




5) Для перехода в заключительное состояние используем команду
[image: image1604.png]£*(s0, & o) = (50, 5, $).




В качестве начальной конфигурации автомата с заданной входной цепочкой µ выберем:
(s0, µ, h0<I>). Построим магазинный автомат для грамматики Г3.5, схема которой имеет вид
[image: image1605.png][s5: R={<A>—> x| (<B>),
<B> — <A><C>,

<C>—>+<A><C>|$}.




Построим множества ВЫБОР для каждого из правил и проверим, является ли эта грам​матика LL(1) грамматикой.
[image: image1606.png](1) BHIBOP(<A> — x) =TEPB(x) = { x }

(2) BEIBOP(<A> — (<B>)) = IIEPB((<B>)) = { (}

(3) BRIBOP(<B> — <A><C>) = [IEPB(<A><C>) = [IEPB(<A>) = { x, ( }
(4) BBIBOP(<C> — +<A><C>) = [IEPB(+<A><C>) = { +}

(5) BHIBOP(<C> — §) = CJIEJ|(<C>) = CAEA(<B>) ={) }.




Множества выбора для правил с символом <A> в левой части и для правил с символом <C> в левой части не имеют общих элементов, следовательно, рассматриваемая грамма​тика относится к классу LL(1) грамматик.
Используя функции ВЫБОР, построим соответствующие им команды искомого автома​та.
[image: image1607.png](1) (50, X, <A>) = (5, §),

(2) f(s0, (, <A>) = (80, )<B>),
(3) £*(s0, (, <B>) = (850, <C><A>),
(3) £*(sp, X, <B>) = (50, <C><A>),
(4) f( 80, +, <C>) = (89, <C><A>),
(5) (s, ), <C>)=(50, $)-




Учитывая, что закрывающая скобка расположена на последнем месте правила (2), по​строим команду
[image: image1608.png]1(S0,),))=(5¢, 8 ).




Кроме того, создадим команду для перехода в заключительное состояние:
[image: image1609.png](50, S, 09 ) = (51, 8).




Работу автомата проверим на примере входной цепочки ( x + x ). Получаем следующую последовательность конфигураций:
[image: image1610.png](50, (x+x), hy<A>) |-— (50, XX ), h)<B>) |— (89, X+x), ho)<C><A>) |-
(89, +x ), h)<C>) |— ( 89, X), hg)<C><A>) |— (8¢, ), hg)<C>)|—-
(80, ), ho)) [— (50, $, ho ) |- (50, 8, $).




Т.о. входная цепочка допускается построенным автоматом.
3.8. Преобразование грамматик к виду LL(1)
3.8.1. Исключение леворекурсивных правил
Возможность построения для LL(1) грамматики детерминированного автомата опреде​ляет важность этих грамматик для практических применений. Однако, при построении грамматики для заданного языка не всегда удается получить грамматику, принадлежа​щую классу LL(1). Это происходит, если неудачно выбраны правила грамматики, или потому, что для заданного языка принципиально нельзя построить LL(1) грамматику. В первом случае полученную грамматику можно попытаться преобразовать к LL(1) -грамматике. Имеется несколько преобразований, которые в некоторых случаях позволя​ют получить грамматику требуемого вида.
Первый вид преобразований заключается в исключении правил, содержащих левую ре​курсию. 
Покажем необходимость исключения таких правил.
• Допустим, что в схеме заданной грамматики имеются правила:                    <A> —→ <B> | <A><B>.
По первому условию определения LL(1) грамматики функции ПЕРВ для правил с оди​наковой левой частью не должны иметь одинаковых элементов, но для заданной грам​матики это не так, поскольку
[image: image1611.png]IEPB(<A><B>) = [IEPB(<A>) = [IEPB(<B>).




Следовательно, грамматика, содержащая данные правила, не является LL(1) граммати​кой.
• Рассмотрим другие правила, обеспечивающие получение такого же множества цепочек, что и в первом случае: <A> →> <A><B> | $.
Первое условие выполняется, но имеем:
[image: image1612.png]CJIEJ( <A> ) = IIEPB(<B>) n IIEPB(<A>) = [IEPB(<B>),




поскольку из A выводима $.
Эти равенства показывают, что нарушается второе условие из определения LL(1) грам​матики.
Т.о. LL(1) грамматика не должна содержать леворекурсивных правил. Лучше не ис​пользовать леворекурсивные правила на этапе построения грамматики, но если они появились, то их можно исключить, пользуясь ранее описанным приемом.
3.8.2. Выделение общих частей
Второй вид преобразований, который называют выделением общих частей, применяют для устранения правил с одинаковыми левыми частями, правые части которых начинают​ся одинаковыми последовательностями символов. Если заданная грамматика содержит правила
[image: image1613.png]<A>—> oy | opz | v | Cptny




то, вводя дополнительный нетерминал <A'>, их можно преобразовать к виду:
[image: image1614.png]<A>— o <A"™>

<A™ | 2| e | P




Полученные правила могут быть использованы для построения LL(1) грамматики. 
Третий вид преобразования предполагает исключение аннулирующих правил и построе-ние неукорачивающей грамматики. Такие преобразования могут оказаться полезными, если нарушается второе условие принадлежности грамматики к классу LL(1).
3.9. Восходящие распознаватели
В основе работы восходящего распознавателя лежит операция сворачивания или свертки, которая применяется к цепочке, полученной с помощью правого вывода. Эта операция является противоположной выводу. Она заключается в том, что правая часть правила заменяется левой частью. При работе входящий распознаватель переносит сим​волы входной цепочки в магазин и, когда в магазине оказывается правая часть какого-либо правила, осуществляет операцию свертки. Эту операцию можно определить сле​дующим образом. 
Определение. Пусть задана грамматика Г, в схеме которой имеется правило [image: image1615.png]r=<A>-vy



 и задана цепочка[image: image1616.png]Y=pP1V P2



 Поскольку правая часть цепочки правила r является частью цепочки τ, то можно получить цепочку[image: image1617.png]T=P1<A> Py,



 заменяя правую
часть правила грамматики левой частью. В этом случае говорят, что цепочка τ получа​ется путем непосредственного сворачивания цепочки γ и используют обозначение
[image: image1618.png]TET




Определение. Если существует множество цепочек [image: image1619.png]{ @, 0 .o s On},



 таких, что
[image: image1620.png]0] &= 02,0 &0, ... , Op1$= Oy,




то говорят, что цепочка ω1 сворачивается в цепочку ωn и используют обозначение
[image: image1621.png]@) ¥ @y




Задача распознавания принадлежности данной цепочки языку, порождаемому граммати​кой Г, может быть сформулирована следующим образом. Если из заданной цепочки с помощью операции сворачивания можно получить начальный символ грамматики, то та​кая цепочка может быть построена с помощью правил заданной грамматики, и, следова​тельно, она принадлежит языку, порождаемому этой грамматикой.
 Например, сворачивание цепочки, полученной с помощью правого вывода и правил сле​дующей грамматики
[image: image1622.png]| T

(1) <I> > a,

(2) <I> 5 (<I><R>,




[image: image1623.png](3) <R> - ,<I><R>,

(4) <R> > ).




можно представить следующим образом:
[image: image1624.png](a,a) <1 (KI>,a) <1 (KI>,<I>) <,

(<I>,<I><R> <3 (<I><R> <, <I>.




4. Лексический анализ

Исходное текстовое представление программы не очень пригодно для работы компилятора, поэтому во время анализа программа прежде всего разбивается на последовательность строк, или, как принято говорить, лексем (lexeme) . Множество лексем разбивается на непересекающиеся подмножества (лексические классы). Лексемы попадают в один лексический класс, если они неразличимы с точки зрения синтаксического анализатора. Например, во время синтаксического анализа все идентификаторы можно считать одинаковыми.

Размеры лексических классов различны. Например, лексический класс идентификаторов, вообще говоря, бесконечен. С другой стороны, есть лексические классы, состоящие только из одной лексемы, например, подмножество, состоящее из лексемы if. В большинстве языков программирования имеются следующие лексические классы: ключевые слова (по одному на каждое ключевое слово), идентификаторы, строковые литералы, числовые константы. Каждому подмножеству сопоставляется некоторое число, называемое идентификатором лексического класса (token) или, короче, лексическим классом.

Пример. Рассмотрим оператор языка Pascal                                                    const  pi = 3.1416; Этот оператор состоит из следующих лексем:

· сonst - лексический класс Const_LC 

· pi - лексический класс Identifier_LC 

· = - лексический класс Relation_LC 

· 3.1416 - лексический класс Number_LC 

· ; - лексический класс Semicolon_LC 
4.1. Лексический анализ различных языков программирования

Некоторые языки обладают особенностями, существенно затрудняющими лексический анализ. Такие языки, как Фортран и Кобол, требуют размещения конструкций языка в фиксированных позициях входной строки. Такое размещение лексем могло быть очень важным при выяснении корректности программы. Например, при переносе строки в Коболе необходимо поставить специальный символ в 6-й колонке, иначе следующая строка будет разобрана неправильно. Основной тенденцией современных языков программирования является свободное размещение текста программы.

От одного языка к другому варьируются правила использования символов языка, в частности, пробелов. В некоторых языках, таких как Алгол 68 и Фортран, пробелы являются значащими только в строковых литералах. Рассмотрим популярный пример, иллюстрирующий потенциальную сложность распознавания лексем в Фортране. В операторе DO 5 I = 1.25 мы не можем определить, что DO не является ключевым словом до тех пор, пока не встретим десятичную точку.

С другой стороны, в операторе DO 5 I = 1,25 мы имеем семь лексем: ключевое слово DO, метку 5, идентификатор I, оператор =, константу 1, запятую и константу 25. Причем, до тех пор пока мы не встретим запятую, мы не можем быть уверены в том, что DO - это ключевое слово. Чтобы как-то разрешить эту ситуацию, Fortran 77 позволяет использовать необязательную запятую между меткой и индексом DO оператора. Использование такой запятой позвляет сделать DO оператор понятнее и более читабельным.

В большинстве современных языков программирования ключевые слова являются зарезервированными, т.е. их смысл предопределен и не может быть изменен пользователем. Если ключевые слова не являются зарезервированными, то лексический анализ должен уметь различать ключевые слова и определенные пользователем идентификаторы. Естественно, что это сильно затрудняет лексический анализ; например, в PL/I вполне легален следующий оператор:

IF THEN THEN THEN  = ELSE; ELSE ELSE = THEN;

При разборе такого оператора необходимо постоянно переключаться с режима " THEN, ELSE как ключевые слова" на трактовку " THEN, ELSE как идентификаторы", и обратно.

4.2. Атрибуты лексем

Поскольку весьма часты ситуации, в которых более чем одна лексема принадлежит одному лексическому классу, лексический анализатор должен предоставлять дополнительную информацию о том, какая конкретная лексема была выделена. Например, в лексический класс Number_LC попадет и строка 1, и строка 0, однако последующим этапам компилятора (скажем, кодогенератору) было бы полезно знать конкретное значение константы в исходной программе. Такую информацию можно записывать в атрибуты лексем; обычно лексема имеет только один атрибут - ссылку в некоторую таблицу с дополнительной информацией. В целях диагностики мы можем также сохранить номера строк начала и конца этой лексемы в исходной программе.

Пример. Рассмотрим следующий фрагмент программы на C#:

bool c; int a=1,b=2;

c = a>b>>2;

Последний оператор порождает следующую последовательность лексем и их атрибутов:

<Identifier_LC, указатель в таблицу на с>

<AssignOP_LC,>

<Identifier_LC, указатель в таблицу на a>

<GreaterThanOP_LC,>

<Identifier_LC, указатель в таблицу на b>

<RightShiftOP_LC,>

<Number_LC, указатель в таблицу на 2>

Будем считать, что у нас определен тип, соответствующий указателю в эту таблицу - ReprInd, и тип, служащий для представления позиции в исходном файле - FilePos. В этом случае мы можем полностью определить лексему следующим образом:

struct LEXEME {

   ushort LexClass;

   ReprInd ReprTabPtr;

   FilePos beg;

   FilePos end;

}

4.3. Таблица представлений
В таблице представлений хранится по одному экземпляру всех внешних представлений идентификаторов (и, возможно, также для всех констант). Затем идентификаторы заменяются на ссылку в эту таблицу - этот процесс называется свертыванием.

Одна из простейших форм организации таблицы - это массив указателей на строки. Однако при таком подходе замедляются два основных процесса, связанных с таблицей представлений: поиск идентификатора в таблице и добавление нового элемента. При этом поиск идентификатора в таблице является, наверное, самой массовой задачей в процессе компиляции, так как выполняется для каждого использующего вхождения идентификатора. Поэтому хотелось бы добиться максимального быстродействия для этой операции.

Поэтому более распространена другая форма организации таблицы представлений - в виде набора хэшированных списков. Для этого выбирается некоторая хэш-функция (в русской литературе иногда также называемая функцией расстановки), выдающая по данному идентификатору некоторое число от 0 до H-1, где H - константа, называемая длиной оглавления. Затем все идентификаторы с одинаковым хэш-значением связываются в список. Таким образом, для того, чтобы проверить, встречался ли уже новый идентификатор в программе или нет, достаточно сравнить его только с идентификаторами из таблицы представлений, имеющими одинаковое хэш-значение.

Замечено, что большинство использований идентификатора находится недалеко от места его описания, поэтому рекомендуется добавлять новые идентификаторы в начало хэш-списка, а не в конец. Это повышает скорость поиска, а также упрощает поддержку реализации стандартных правил видимости в языках с блочной структурой. Например, перед входом в блок можно запоминать текущее состояние хэш-таблицы, а затем при поиске идентификатора внутри данного блока считать активным идентификатором первую переменную с данным именем, встреченную в хэш-таблице. Затем при выходе из блока необходимо восстанавливать предыдущее состояние хэш-таблицы.

4.4. Хэш-функции

Хэш-функция должна равномерно распределять идентификаторы по таблице представлений. Для этого желательно, чтобы хэш-функция зависела от всех символов идентификатора. Например, для идентификторов длины n удовлетворительным вариантом хэш-функции является следующий: Hash (id) = (id0 + … + idn-1) / H, где H - длина оглавления хэш-списка.

Так как хэширование используется в самых разнообразных приложениях, система классов .NET содержит специальный класс HashTable, с помощью которого легко реализовать функциональность хэш-функций и хэш-таблиц. Объекты, хранящиеся в HashTable должны явно переопределять методы GetHashCode и Equals.

При работе с идентификаторами достаточно воспользоваться методом String.GetHashCode, реализующим чувствительную к регистру хэш-функцию для строк, и String.Equals, выдающую true при равенстве строк (а не в случае совпадения указателей на объекты, как по умолчанию реализовано в Object.Equals ).

4.5. Использование грамматик для лексического анализа

Нетрудно заметить, что большинство распознаваемых лексем носят четко заданную структуру и потому возникает естественное желание применить к задаче лексического анализа теорию языков, т.е. описать с помощью какого-либо формализма характер цепочек, принимаемых на вход, а затем автоматически сгенерировать по этому описанию лексический анализатор.

Действительно, легко выписать, например, праволинейную грамматику для распознавания идентификаторов:

letter -> 'a'..'z' | 'A'..'Z' | '_'

digit -> '0'..'9'

ident -> letter | letter tail

tail -> letter | digit | letter tail | digit tail

Как мы уже видели, по такой грамматике можно сгенерировать конечный автомат, который распознавал бы правильно сформированные идентификаторы.

Однако исторически сложилось, что для описания лексических свойств чаще используется другой формализм - регулярные выражения, к рассмотрению которых мы сейчас и перейдем.

4.6. Регулярные выражения

Определим следующие операции над множествами:
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Тогда регулярные выражения над алфавитом T и языки, представляемые ими, могут быть определены следующим образом:

· Символ [image: image1628.png]


, представляющий пустое множество, является регулярным выражением.

· [image: image1629.png]


является регулярным выражением и представляет множество [image: image1630.png]


.

· Для каждого символа [image: image1631.png]ae'’l



a является регулярным выражением и представляет множество {a}.

· Если p и q - регулярные выражения, представляющие множества P и Q , то (pq) , (p+q) и (p*) являются регулярными выражениями, представляющими множества PQ, [image: image1632.png]PUQ



и P* соответственно.

Отметим, что в этом определении подразумевается следующая система приоритетов: знак * обладает наивысшим приоритетом, за ним следует символ конкатенации, за которым следует символ |. Приоритеты можно изменять с помощью использования скобок.

Пример. Регулярное выражение 1(0+1)*1+1 представляет множество цепочек, начинающихся и заканчивающихся символом 1.

Упомянем без доказательства, что регулярные выражения эквивалентны праволинейным грамматикам. Таким образом, регулярным выражениям также соответствует естественный класс распознавателей в виде конечных автоматов.

Пример. Рассмотренная выше грамматика для идентификатора может быть записана с помощью следующего регулярного выражения: Letter (Letter | Digit)*.

4.7. Построение лексического анализатора по регулярному выражению

По имеющемуся регулярному выражению легко написать лексический анализатор вручную. Ниже приведен пример лексического анализа идентификатора, взятый из демонстрационного компилятора C-бемоль.

if (Char.IsLetter (src [pos]) || src [pos] == '_') 

{

   int fst = pos;

   do 

      ++ pos;

   while (pos != src.Length && 

(Char.IsLetterOrDigit (src [pos]) || src [pos]=='_'));

   string name = src.Substring (fst, pos - fst);

   object tag = keys_table [name];

   if (tag != null)

      return new Token.Single (new Coor (fname, fst, pos), (Token.Tag) tag);

   return new Token.Ident (new Coor (fname, fst, pos), name);

}

В этом фрагменте производятся следующие действия:

· анализ первого символа (буква или символ подчеркивания?)

· продвижение вперед по исходной строке, покуда мы встречаем буквы, цифры или символ подчеркивания

· проверка, не является ли разобранный идентификатор ключевым словом?

· если это действительно ключевое слово, то выдается соответствующий лексический класс (ключевое слово, Single ), вместе с привязкой к исходному тексту и точным значением ключевого слова

· если это не ключевое слово, то это идентификатор, который и выдается вместе с привязкой к исходному тексту и его именем.

4.8. Lex

Существует целый ряд инструментов для создания лексических анализаторов; большинство этих инструментов основывается на регулярных выражениях. Одним из традиционных средств подобного рода является Lex, состоящий из Lex-языка и Lex-компилятора. На самом деле запись спецификаций на языке Lex полезна даже тогда, когда Lex компилятор не доступен, поскольку эти спецификации могут быть без особого труда преобразованы в программу вручную. На данный момент, компиляторы Lex существуют на многих платформах и, несомненно, в ближайшее время появятся и на платформе .NET.

Процесс использования Lex'а выглядит следующим образом: cпецификации лексического анализатора на языке Lex подготавливаются в виде программы lex.l. Затем этот файл обрабатывается Lex компилятором, в результате чего создается программа на языке программирования. Большинство существующих реализаций генерируют программы на С и потому в дальнейшем рассмотрении средства Lex мы будем подразумевать использование С, хотя с тем же успехом можно было бы использовать и любой другой язык, например, C#.

Сгенерированная программа состоит из табличного представления диаграмм переходов, построенных по регулярным выражениям, и стандартных подпрограмм, которые используют эти таблицы для разбора лексем. Действия, связанные с реакцией на встреченные регулярные выражения, пишутся непосредственно на С и обычно помещаются сразу же за самими правилами. Затем эта программа обрабатывается компилятором С, в результате чего создается объектная программа, которая и является лексическим анализатором.
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4.9. Структура Lex-программы

Lex-программа состоит из трех частей: описаний, правил трансляции и процедур. Каждая часть отделяется от следующей строкой, содержащей два символа %%.

Секция описаний включает описания переменных, констант и регулярных определений. Раздел описаний содержит определения макросимволов (метасимволов) в виде:

ИМЯ ВЫРАЖЕНИЕ

Если в последующем тексте в регулярном выражении встречается {ИМЯ}, то оно заменяется на ВЫРАЖЕНИЕ. Если строка описаний начинается с пробелов или заключена в скобки %{ ... }%, то она просто копируется в выходной файл.

Регулярные определения - это последовательность определений вида

d1 r1 

… 

dn rn,

где каждое di - некоторое имя, а каждое ri - регулярное выражение над алфавитом
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Правила трансляции - это операторы вида

p1 {action1}

…

pn{actionn}

где pi - регулярное выражение, actioni - фрагмент программы, описывающий, какие действия должен выполнять лексический анализатор для лексемы, определяемой pi.
Третья секция содержит процедуры, выполняемые при разборе. В частности, здесь описывается функция yywrap(), которая определяет, что делать при достижении автоматом конца входного файла. Ненулевое возвращаемое значение приводит к завершению разбора, нулевое - к продолжению (перед продолжением, естественно, надо открыть какой-нибудь файл как yyin ). Вообще говоря, эти процедуры могут быть скомпилированы отдельно.

4.10. Способы записи регулярных выражений в Lex-программе

Рассмотрим способы записи регулярных выражений во входном языке Lex'а. Символ из входного алфавита, естественно, представляет регулярное выражение из одного символа. Специальные символы (в том числе +-*?()[]{}|/\^$.<> ) записываются после префикса \. Символы и цепочки можно брать в кавычки, например допустимы следующие три способа кодирования символа а: а, "а" и \а.

Имеется возможность задания класса символов:

[0-9] или [0123456789] - любая цифра

     [A-Za-z]             - любая буква

     [^0-7]                 - любая литера, кроме цифр от 0 до 7

     .                          - любая литера, кроме \n

Грамматика для записи регулярных выражений (в порядке убывания приоритета):

<р>*           - повторение 0 или более раз

    <р>+           - повторение 1 или более раз

    <р>?            - необязательный фрагмент

    <р><р>       - конкатенация

    <р>{m,n}    - повторение от m до n раз

    <р>{m}       - повторение m раз

    <р>{m,}      - повторение m или более раз

    ^<р>            - фрагмент в начале строки

    <р>$            - фрагмент в конце  строки

    <р>|<р>       - любое из выражений

    <р>/<р>       - первое выражение, если за ним следует второе

    (р)                - скобки, используются для группировки

Пример. Регулярное выражение ^[^aeiou]*$ означает любую строку, не содержащую букв a, e, i, o .

4.11. Пример Lex-программы

Предположим, что мы пишем анализатор, который должен уметь обрабатывать условные предложения на базе примитивных выражений, состоящих из идентификаторов и чисел. Приведем правила, задающие лексические классы для такого языка:
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Кроме того, будем считать заданной структуры лексических классов и их атрибутов, которые должен порождать наш анализатор (см. след. таблицу):

	Регулярное выражение
	Лексический класс (token) 
	Атрибут

	ws
	-
	-

	if
	if_LC
	-

	then
	then_LC
	-

	else
	else_LC
	-

	Id
	Identifier_LC
	Pointer to ReprTab

	num
	Number_LC
	Pointer to ReprTab

	<
	relop_LC
	LT

	<=
	relop_LC
	LE

	=
	relop_LC
	EQ

	< >
	relop_LC
	NE

	>
	relop_LC
	GT

	>=
	relop_LC
	GE


Напишем соответствующую Lex-программу:

%{

        определение констант 

%}

%%

/* регулярные  определения */

delim       {\t\n}

ws            {delim}+

letter        {A-Za-z}

digit         {0-9}

id             {letter}({letter}|{digit})*

number    {digit}+(\.{digit}+)?(E[+|-]?{digit}+)?

%%

{ws}         {}

if               {return (if_LC);}

then          {return (then_LC);}

else           {return (else_LC);}

{id}           {yylval = addToReprTab (); return  (Identifier_LC);}

{number}  {yylval = addToReprTab (); return  (Number_LC);}

"<"            {yylval = LT; return (relop_LC);}

...

Другие возможности Lex'а

Рассмотрим еще один пример - подсчет числа слов и строк в файле:

/***************** Раздел определений *********************/

NODELIM     [^" "\t\n]

         /* NODELIM означает любой символ, кроме разделителей слов */

int l, w, c;                        /* Число строк, слов, символов */

%% /******************** Раздел правил ***********************/

                 { l=w=c=0;         /* Инициализация */      }

{NODELIM}+       { w++; c+=yyleng;  /* Слово */              }

\n               { l++;             /* Перевод строки */     }

.                { c++;             /* Остальные символы */  }

%% /******************* Раздел программ **********************/

int main() 

{ yylex(); }

yywrap() 

{

      printf( " Lines - %d  Words - %d Chars - %d\n", l, w, c );

      return( 1 );

}

Внутри действий в правилах можно использовать некоторые специальные конструкции и функции Lex'а:

yytext           - указатель на отождествленную цепочку символов, оканчивающуюся                 

                           нулем;

   yyleng          - длина этой цепочки

   yyless(n)      - вернуть последние n символов цепочки обратно во входной поток;

   yymore()      - считать следующие символы в буфер  yytext  после текущей цепочки

   yyunput(c)    - поместить байт c во входной поток

   ECHO           - копировать текущую цепочку в yyout

   yylval            - еще одно возвращаемое значение

Заглядывание вперед при лексическом анализе

Отметим, что Lex всегда работает детерминированным образом, так как не содержит возвратов к уже рассмотренным символам и всегда выдает наиболее длинную подходящую строку. Однако иногда для корректного выполнения лексического анализа необходимо производить заглядывание вперед. Например, при лексическом анализе программ на C# после прочтения символа > необходимо прочитать и последующие символы, т.к. лексема может оказаться одной из следующих: >, >=, >>, >>=, >>>, >>>=.

В некоторых случаях, заглядывание вперед еще более критично. Вернемся к рассматривавшемуся выше примеру на Фортране:

DO 5 I=1.25

DO 5 I=1,25

Поскольку в Фортране пробелы не являются значащими литерами вне комментариев и строк, то предположим, что все пробелы удаляются до начала лексического анализа. Тогда на вход лексического анализатора попадет следующее:

DO5I=1.25

DO5I=1,25

Для выделения лексем в этой ситуации мы можем использовать выражение вида r1/r2, где r1 и r2 - произвольные регулярные выражения. С использованием этого мы можем написать Lex спецификацию, которая выделяет ключевое слово DO:

DO/ ({letter} |  {digit})*  =  ({letter} |   {digit})*,

При такой спецификации лексический анализатор будет заглядывать вперед пока не просканирует регулярное выражение, написанное после /. Однако, только литеры D и O будут выделенной лексемой. После удачного выделения yytext будет указывать на D и yyleng=2.

4.12. Использование регулярных выражений .NET

Для решения некоторых локальных задач лексического анализа удобно использовать механизм регулярных выражений, предоставляемый .NET (см. классы Regex, Match в пространстве имен System.Text.RegularExpressions ).

Класс Regex реализует максимальный по функциональности механизм регулярных выражений. Этот механизм представляет собой недетерминированный поиск регулярных выражений в строке, основанный на "жадном" алгоритме с возвратами (аналогичные механизмы используются в Perl и Python). При таком подходе входная строка в определенном порядке проверяется на наличие любого варианта заданного регулярного выражения и в качестве результата принимается первое же совпадение. У такого подхода есть некоторые недостатки. Во-первых, в связи с тем, что механизм подразумевает возвраты, теоретически мы можем побывать в одном и том же состоянии многократно; таким образом, в худшем случае алгоритм может отработать за экспоненциальное время. Во-вторых, так как алгоритм останавливается на первой же найденной подходящей подстроке, этот алгоритм потенциально может не найти более длинные совпадения с данным регулярным выражением.

Традиционные детерминированные алгоритмы поиска регулярных выражений в строке, реализованные в Lex и awk, лишены таких недостатков. Тем не менее, на практике недетерминированные алгоритмы вполне удовлетворительны, так как среднее время их работы можно сделать линейным или полиномиальным путем использования простых вариантов или отсечения излишних возвратов, а выразительность недетерминированных алгоритмов значительно выше засчет возможности ссылок на разобранные группы, заглядывания вперед и назад, поиска подвыражений и т.п.

4.13. Пример использования механизма регулярных выражений .NET

Пример использования механизма регулярных выражений .NET
void DumpHrefs(String inputString) 

{   

  Regex r;   

  Match m;   

  r = new Regex("href\\s*=\\s*(?:\"(?<1> [^\"]*)\"|(?<1>\\S+))",   

     RegexOptions.IgnoreCase|RegexOptions.Compiled);   

  for (m = r.Match(inputString); m.Success; m = m.NextMatch())   

  {     

     Console.WriteLine("Found href " + m.Groups[1] + " at "     

     + m.Groups[1].Index);   

  } 

}

Рассмотрим пример использования регулярных выражений .NET. В примере выше приведена функция, позволяющая найти в строке все выражения вида href="…". Для этого используются два объекта - Regex, задающий регулярное выражение для поиска, и Match, позволяющий обработать результаты применения регулярного выражения ко входной строке.

Регулярное выражение r описывает следующий шаблон для поиска: строка href, за которой следует произвольное количество пробелов, за которыми следует символ = , затем снова произвольное количество пробелов, за которым следует кавычка. Начиная с кавычки, все последующие символы до закрывающей кавычки записываются в специальную строку под номером один <1>. Эта строка впоследствии выводится на печать для всех найденных вхождений такого шаблона (см. печать m. Groups[1] ).

Более подробное описание синтаксиса и возможностей регулярных выражений можно найти в документации к Visual Studio.NET.

К сожалению, механизм регулярных выражений .NET вряд ли применим для решения задач лексического анализа в целом. Этот механизм хорошо подходит для проверки наличия того или иного шаблона в заданной входной строке, но использовать его для записи всех возможных последовательностей входных лексем было бы крайне неудобно. Кроме того, регулярные выражения .NET не дают возможности исполнения сторонних действий в процессе нахождения шаблонов в строке.

5. Синтаксические анализаторы. Нисходящие анализаторы

5.1. О методах определения языков

Каждый язык программирования описывается с помощью набора правил, определяющих структуру правильной программы. Как мы уже обсуждали в предыдущих лекциях, наиболее удобным формализмом для описания синтаксических конструкций языка программирования являются контекстно-свободные грамматики (например, широко распространена нормальная форма Бэкуса-Наура).

Грамматики одинаково помогают решать задачи как программистов, использующих язык, так и создателей компиляторов для данного языка:

· Грамматика предоставляет точную и достаточно легкую для понимания синтаксическую спецификацию языка программирования.

· Для некоторых классов грамматик мы можем автоматически сконструировать эффективный анализатор, который определяет, является ли исходная программа синтаксически правильной.

· Аккуратно созданная грамматика может придать языку программирования такую структуру, которая будет полезна и при трансляции исходной программы в правильный объектный код, и при определении ошибок.

· Компиляторы, разработанные на базе грамматик, могут быть достаточно легко расширены (это особенно полезно для добавления новых конструкций, появившихся как результат развития языка)

Еще раз подчеркнем, что с помощью контекстно-свободных грамматик определяется только так называемая контекстно-свободная составляющая языка программирования, то есть только то, каким образом записывается та или иная конструкция языка. Другая важная часть определения синтаксической правильности программы - правильность использования типов в программе - не может быть определена с помощью контекстно-свободных грамматик. Поэтому если программа выводима в грамматике, это еще не означает, что она полностью синтаксически правильна.

5.2. Синтаксический анализ

Синтаксический анализ - это процесс, который определяет, принадлежит ли некоторая последовательность лексем языку, порождаемому грамматикой. В принципе, по любой грамматике можно построить синтаксический анализатор, но грамматики, используемые на практике, имеют специальную форму. Например, известно, что для любой контекстно-свободной грамматики может быть построен анализатор, сложность которого не превышает O(n3) для входной строки длины n, но в большинстве случаев по заданному языку программирования мы можем построить такую грамматику, которая позволит сконструировать и более быстрый анализатор. Анализаторы реально используемых языков обычно имеют линейную сложность; это достигается, например, за счет просмотра исходной программы слева направо с заглядыванием вперед на один терминальный символ (лексический класс).

Вход синтаксического анализатора - последовательность лексем и таблицы, например, таблица внешних представлений, которые являются выходом лексического анализатора.

Выход синтаксического анализатора - дерево разбора и таблицы, например, таблица идентификаторов и таблица типов, которые являются входом для следующего просмотра компилятора (например, это может быть просмотр, осуществляющий контроль типов).

Отметим, что совсем необязательно, чтобы фазы лексичекого и синтаксического анализа выделялись в отдельные просмотры. Обычно эти фазы взаимодействуют друг с другом на одном просмотре. Основной фазой такого просмотра считается фаза синтаксического анализа, при этом синтаксический анализатор обращается к лексическому анализатору каждый раз, когда у него появляется потребность в очередном терминальном символе.

5.3. Классы синтаксических анализаторов

Большинство известных методов анализа принадлежат одному из двух классов, один из которых объединяет нисходящие (top-down) алгоритмы, а другой - восходящие (bottom-up) алгоритмы. Происхождение этих терминов связано с тем, каким образом строятся узлы синтаксического дерева: либо от корня (аксиомы грамматики) к листьям (терминальным символам), либо от листьев к корню.

Нисходящие анализаторы строят вывод, начиная от аксиомы грамматики и заканчивая цепочкой терминальных символов. С нисходящими анализаторами связаны так называемые LL-грамматики, которые обладают следующими свойствами:

· Они могут быть проанализированы без возвратов

· Первая буква L означает, что мы просматриваем входную цепочку слева направо (left-to-right scan)

· Вторая буква L означает, что строится левый вывод цепочки (leftmost derivation).

Популярность нисходящих анализаторов связана с тем, что эффективный нисходящий анализатор достаточно легко может быть построен вручную, например, методом рекурсивного спуска. Кроме того, LL-грамматики легко обобщаются: грамматики, не являющиеся LL-грамматиками, обычно могут быть проанализированы методом рекурсивного спуска с возвратами.

С другой стороны, восходящие анализаторы могут анализировать большее количество грамматик, чем нисходящие, и поэтому именно для таких методов существуют программы, которые умеют автоматически строить анализаторы. С восходящими анализаторами связаны LR-грамматики. В этом обозначении буква L по-прежнему означает, что входная цепочка просматривается слева направо (left-to-right scan), а буква R означает, что строится правый вывод цепочки (rightmost derivation). С помощью LR-грамматик можно определить большинство использующихся в настоящее время языков программирования.

5.4. Метод рекурсивного спуска

Одним из наиболее простых и потому одним из наиболее популярных методов нисходящего синтаксического анализа является метод рекурсивного спуска (recursive descent method) .

Для объяснения принципов, лежащих в основе метода рекурсивного спуска, рассмотрим задачу вычисления значения арифметической формулы. Будем рассматривать формулы, состоящие из целочисленных значений, бинарных операций сложения ( + ), вычитания ( - ), умножения ( * ) и деления нацело ( / ), а также круглых скобок. Как обычно, приоритеты операций умножения и деления равны и их приоритет больше, чем приоритеты операций сложения и вычитания, причем приоритеты этих операций также равны. Будем называть операции + и - операциями типа сложения, а операции * и / - операциями типа умножения. Круглые скобки используются для изменения стандартного порядка выполнения операций. Наша задача заключается в написании программы, вычисляющей значение формулы.

Изучаемые нами формулы можно представить следующим образом:

T1 +T2 +…+Tn,

где Ti - это формула вида F1i *F2i *…*Fmi . В свою очередь, Fji - это либо число, либо произвольная формула, заключенная в круглые скобки.

Представим себе процесс вычисления значения формулы. Вначале вычисляется F11, далее мы выясняем, какая операция следует за F11 . Если это операция типа умножения, то мы, зная ее левый операнд, вычисляем правый операнд и выполняем операцию. Тем самым, мы получим левый операнд для возможных следующих операций типа умножения. Когда мы закончим вычисление формулы F1*F2*…*Fn, то, возможно, увидим далее операцию типа сложения, и процесс вычисления такой формулы будет аналогичен только что описанному процессу.

5.5. Вычисление значения формулы

Итак, мы можем разделить все формулы на следующие классы:

· Простейшие формулы: числа и произвольные формулы, заключенные в круглые скобки, например, 354, (17+3-18) 
· Формулы, содержащие операции типа умножения, т.е. умножение и деление, например, 18*2*(35+2)*7 

· Формулы, содержащие операции типа сложения, т.е. сложение и вычитание, например, 18*2*(35+2)*7+354+ (17+3-18)*(12-7) .

Теперь мы можем представить себе процесс вычисления значения формулы, как следующий вызов:

Expression (Term (Factor ())),

где Factor - процедура вычисления простейшей формулы, являющейся либо числом, либо произвольной формулой, заключенной в круглые скобки, Term - процедура вычисления значения формулы, содержащей операции типа умножения, Expression - процедура вычисления значения формулы, содержащей операции типа сложения.

Опишем процедуру, вычисляющую значение простейшей формулы:

int Factor ()

{

   char ch = getChar();

   if (isDigit (ch)) return getValue(ch);

   if (ch == '(') 

   {

      int result = Formula ();

      if (getChar() == ')') return result;

      error ("Неожиданный символ");

      return 0;

   }

   return error ("Неожиданный символ"); 

5.5.1. Формула, содержащая операции типа умножения
Общий вид формулы, содержащей операции типа умножения:

F1*F2*…*Fn
Мы сможем понять, что имеем дело с подобной формулой только в момент встречи операции умножения или операции деления. Обрабатывать такие формулы будет процедура Term , параметром которой является целочисленное значение, представляющее левый операнд формулы F1*F2, т.е. F1. Для того, чтобы вычислить значение такой формулы, мы должны выбрать ее правый операнд, который может быть простейшей формулой, а затем выполнить операцию. Это приводит нас к следующему фрагменту кода:

int Term (int left)

{

   char ch = getChar(); int right;

   if (ch != '*' && ch !='/')

   {

    /* как оказалось, очередной символ не является обозначением ожидаемой нами       

       операции, поэтому мы должны вернуть ненужный нам операнд*/

      returnChar(); /* возвращаем неиспользованную литеру */

      return left;  /* и неиспользованное значение */

   }

/* теперь все в порядке и нам необходимо вычислить значение правого операнда */

   right = Factor();

   if (ch == '*')

   {

      return Term(left * right); 

      /* Этот вызов позволит нам вычислить остальную часть формулы */

   }

   if (right == 0) return error ("Деление на нуль"); 

   return Term(left / right); 

}

5.5.2. Формула, содержащая операции типа сложения

Общий вид формулы, содержащей операции типа сложения:

T1 +T2 +…+Tn
Мы сможем понять, что имеем дело с такой формулой только тогда, когда встретим операцию сложения или операцию вычитания. Такие формулы будет обрабатывать процедура Expression, параметром которой является целочисленное значение, представляющее левый операнд операции типа сложения.

int Expression (int left)

{

   char ch = getChar (); int right;

   if (ch != '+' && ch != '-')

   {

    /* как оказалось, очередной символ не является обозначением ожидаемой нами    

       операции, поэтому мы должны вернуть ненужный нам операнд*/

      returnChar(); /* возвращаем неиспользованную литеру */

      return left;  /* и неиспользованное значение */

   }

/* теперь все в порядке и нам необходимо вычислить значение правого операнда */

   right = Term (Factor());

   if (ch == '+')

   {

      return Expression(left + right); 

      /* Этот вызов позволит нам вычислить остальную часть формулы */

   }

   return Expression(left - right);

}

5.5.3 Методы, которые следует разработать самостоятельно

В данный момент нас интересует сам метод рекурсивного спуска, а не способы организации ввода данных, поэтому в нашем примере мы опирались на следующие предположения:

· Существует метод без параметров getChar, выдающий очередную литеру из входного потока

· Метод returnChar возвращает неиспользованную литеру обратно во входной поток

· Кроме того, мы не будем описывать методы isDigit и getValue. Первый из этих методов возвращает true только в том случае, когда ее параметр является цифрой. Второй метод извлекает из входного потока все цифры, которые непосредственно следуют за литерой, передаваемой ей в качестве параметра, и вычисляет соответствующее целочисленное значение.

· Метод error используется для вывода сообщений об ошибках.

Эти методы необходимо реализовать самостоятельно. При реализации некоторых из этих методов на платформе .NET можно воспользоваться методами стандартных классов.

Заметим, что при реализации этого примера мы использовали метод рекурсивного спуска с возвратами (recursive descent with backtracking). Чуть позже мы увидим, почему нам не удалось ограничиться методом рекурсивного спуска без возвратов.

5.5.4. Условия использования метода рекурсивного спуска

Метод рекурсивного спуска без возвратов можно использовать только для грамматик, правила которых удовлетворяют следующему условию: первого символа каждого правила должно быть достаточно для того, чтобы определить, какое правило применимо в данном случае. Более точно это условие можно формализовать путем определения множества FIRST.

Определение.Для КС-грамматики G и цепочки w, состоящей из терминальных и нетерминальных символов, определим множество FIRST k (w) следующим образом:

FIRST k (w) = {x | w =>* xv, |x| = k или w =>* x, |x| < k}, где k - натуральное число.

Иными словами, множество FIRST k (w) состоит из всех терминальных префиксов длины k терминальных цепочек, выводимых из w.

Пример.Рассмотрим грамматику, порождающую подмножество типов языка Pascal.
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Для этой грамматики мы имеем:

FIRST1 (simple) = {integer, char, num}

FIRST1 (^id) = {^}

FIRST1 (array [simple] of type) = { array }

Понятно, что если цепочка w состоит только из терминалов, то FIRST k (w) - это первые k символов цепочки w , если |w| >=, или это сама цепочка w, если |w| < k <
5.6. Алгоритм построения множества FIRST

Прежде всего, определим множество FIRST для всех символов грамматики:

1. если X - терминал, то FIRST (X) = X 
2. для правила [image: image1638.png]


добавим [image: image1639.png]


к множеству FIRST (X) 
3. если X - нетерминал и [image: image1640.png]


- правило грамматики, то добавим терминал а в FIRST(X), если для некоторого i этот терминал a принадлежит [image: image1641.png]ST(Y;)



и [image: image1642.png]


принадлежит всем множествам [image: image1643.png]FIRST(YY),...



, [image: image1644.png]TRST(Y;—)



, то есть [image: image1645.png]


Если [image: image1646.png]


принадлежит [image: image1647.png]ST(Y;)



для всех [image: image1648.png]


, то добавим [image: image1649.png]


в FIRST(Y).

Теперь сформулируем сам алгоритм построения множества FIRST(w).

Вход.КС-грамматика G=(N, T, P, S) и цепочка w терминальных и нетерминальных символов.

Выход. FIRST (w).

Метод.Добавим в FIRST (X 1 X 2 …X k) все непустые символы из FIRST (X1). Затем, если [image: image1650.png]


принадлежит FIRST (X1), то добавим все непустые символы из FIRST (X2), и так далее. Наконец, если для всех j FIRST (Xj) содержит пустой символ, то мы добавим [image: image1651.png]


в множество FIRST (X1 X2…Xk) .

Пример.Рассмотрим грамматику с правилами:
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Для этой грамматики множества FIRST определяются следующим образом: 
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5.7. LL(k)-грамматика

Определение.Грамматика G = (VT, VN, P, S) называется LL(k)-грамматикой, если для любых двух левых выводов

S =>* wAv => wuv =>* wx

S =>* wAv => wu1v =>* wy,

для которых FIRST k (x) = FIRSTk (y) верно, что u=u1 .

То есть если для данной цепочки wAv , состоящей из терминальных и нетерминальных символов и k первых символов (если они есть), выводящихся из Av , существует не более одного правила, которое можно применить к A , чтобы получить вывод какой-нибудь терминальной цепочки, начинающейся с w и продолжающейся упомянутыми k терминалами.

Пример.Рассмотрим грамматику с правилами:

[image: image1654.png]S — aAS
S—=b
A—a
A — bS A




и два вывода

(1)
S =>* wSv => wuv =>* wx

(2)
S =>* wSv => wu1v =>* wy

Пусть цепочки x и y начинаются с a. Это означает, что в выводе участвовало правило [image: image1655.png]S — aAS



. Следовательно, u = u1 = aAS . Пусть цепочки x и y начинаются с b . Это означает, что в выводе участвовало правило [image: image1656.png]S—=b



. Следовательно, u = u1 = b .

Для выводов

(3)
S =>* wAv => wuv =>* wx

(4)
S =>* wAv => wu1v =>* wy

рассуждение аналогично. Таким образом, грамматика обладает свойством LL(1).

Для LL(1)-грамматик может быть построен анализатор методом рекурсивного спуска без возвратов.

Пример
Пример
(1)S -> if S then S else S

(2)S -> begin S L

(3)S -> print E

(4)L -> end

(5)L -> ; S L

(6)E -> num = num

Для этой LL (1)-грамматики построим анализатор методом рекурсивного спуска.

Рассмотрим грамматику:

(1) S ->  if E then S else S

(2) S -> begin S L

(3) S -> print E

(4) L -> end

(5) L ->  ; S L

(6) E -> num = num

Напишем анализатор языка, порождаемого этой грамматикой, методом рекурсивного спуска. Для этого нам придется описать по одной процедуре для каждого нетерминала грамматики.

class SimpleParser {

/* Лексические классы, т.е. терминалы */

const int IF = 1;

const int THEN = 2;

const int ELSE = 3;

const int BEGIN = 4;

const int END = 5;

const int PRINT = 6;

const int SEMICOLON = 7;

const int NUM = 8;

const int EQ = 9;

public static void nextStep(int lc)

{

   if (lexical_class == lc)

      lexical_class = getLC();

   else

      error();

}

public static void S(void)

{

   switch(getLC())

   {

      case IF:

         E(); nextStep(THEN); S(); nextStep(ELSE); S(); break;

      case BEGIN:

         S(); L(); break;

      case PRINT: 

         E(); break;

      default:

         error(); break;

   }

}

public static void L(void)

{

   switch (lexical_class)

   {

      case END:

         getLC(); break;

      case SEMICOLON:

         getLC(); S(); L(); break;

      default:

         error(); break;

   }

}

public static void E(void)

{

   nextStep(NUM); nextStep(EQ); nextStep(NUM);

}

public static void main(void)

{

   lexical_class = getLC();

   S();

}

} // end of SimpleParser

5.8. Леворекурсивные грамматики

LL(k)-свойство накладывает сильные ограничения на грамматику. Иногда имеется возможность преобразовать грамматику так, чтобы получившаяся грамматика обладала свойством LL(1). Такое преобразование далеко не всегда удается, но если нам удалось получить LL(1)-грамматику, то для построения анализатора можно использовать метод рекурсивного спуска без возвратов.

Предположим, что мы хотим построить анализатор языка, порождаемого следующей грамматикой (мы уже приводили неформальное рассмотрение этого примера):
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Заметим, что терминалы множества FIRST(T) принадлежат также множеству FIRST(E+T) . В силу этого мы не сможем однозначно определить последовательность вызовов процедур, которую мы должны выполнить при анализе входной цепочки. Проблема заключается в том, что нетерминал E встречается на первой позиции правой части правила, левая часть которого также E. В такой ситуации нетерминал E называется непосредственно леворекурсивным.

Определение.Нетерминал A КС-грамматики G называется леворекурсивным, если в грамматике существует вывод A =>* Aw.

Грамматика, имеющая хотя бы одно леворекурсивное правило, не может быть LL(1)-грамматикой. С другой стороны, известно, что каждый КС-язык определяется хотя бы одной нелеворекурсивной грамматикой.

Алгоритм устранения леворекурсивности

Опишем алгоритм устранения непосредственной леворекурсивности. Пусть G = (N, T, P, S) - КС-грамматика и правило [image: image1658.png]A = Aw|Aws| . .. |Aw,|vy




представляет собой все правила из P, содержащие A в левой части, причем ни одна из цепочек vi не начинается с нетерминала A . Добавим к множеству N еще один нетерминал A' и заменим правила, содержащие A в левой части, на следующие:
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Можно доказать, что полученная грамматика эквивалентна исходной.

В результате применения этого преобразования к приведенной выше грамматике, описывающей арифметические выражения, мы получим следующую грамматику:

E -> T | TE'

E' -> +T | +TE'

T  -> F | FT'

T'-> *F | *FT'

F -> (E) | num

Нетрудно показать, что получившаяся грамматика обладает свойством LL(1).

Еще одна подобная проблема связана с тем, что два правила для одного и того же нетерминала начинаются одними и теми же символами. Например,

S -> if E then S else S

S -> if E then S

В этом случае мы добавим еще один нетерминал, который будет соответствовать различным окончаниям этих правил. Мы получим следующие правила:

S -> if E then S S'

S' ->

S'-> else S

Для полученной грамматики может быть реализован метод рекурсивного спуска.

5.9. Рекурсивный спуск с возвратами

Итак, для того, чтобы иметь возможность применить метод рекурсивного спуска, мы должны преобразовать грамматику к виду, в котором множества FIRST не пересекаются. Это сложный и неприятный процесс. Поэтому на практике зачастую используется следующий прием, называемый рекурсивным спуском с возвратами.

Для этого лексический анализатор представляется в виде объекта, у которого помимо традиционных методов scan, next и т.п., есть также копирующий конструктор. Затем во всех ситуациях, где может возникнуть неоднозначность, мы перед началом разбора запоминаем текущее состояние лексического анализатора (т.е. заводим копию лексического анализатора) и пытаемся продолжить разбор текста, считая, что мы имеем дело с первой из возможных в данной ситуации конструкций. Если этот вариант разбора заканчивается неудачей, то мы восстанавливаем состояние лексического анализатора и пытаемся заново разобрать тот же самый фрагмент с помощью следующего варианта грамматики и т.д. Если все варианты разбора заканчиваются неудачно, то мы сообщаем об ошибке.

Понятно, что такой метод разбора потенциально медленнее, чем рекурсивный спуск без возвратов, но взамен нам удается сохранить грамматику в ее оригинальном виде и сэкономить усилия программиста.

Именно таким образом реализован синтаксический разбор в демонстрационном компиляторе С-бемолль. Например, в следующем фрагменте реализован метод, определяющий по ходу разбора, является ли данная конструкция оператором-выражением или описанием. И та, и другая конструкция могут начинаться с последовательности идентификаторов, разделенных точками, и, возможно, содержащими квадратные скобки (см. пример ниже):

AST.Stmt stmt_or_decl ()

{

    Lexer saved = new Lexer (lexer);

    try { 


AST.Type t = type_opt ();


if (lexer.Is (Token.Tag.Ident))


    return decl_tail (saved.Curr.coor, t);

    } 

    catch (ParseFailed) {  

       lexer = saved;

       AST.Expr expr = this.expr ();

       return new AST.Stmt.Expr (compiler, 

          saved.Curr.coor|lexer.req (Token.Tag.Semicolon).coor, expr);

    }

}

В блоке try мы пытаемся разобрать конструкцию, предполагая, что это описание. Если это нам не удалось, то анализатор создает исключение, которое затем отлавливается в блоке catch и приводит к повторному разбору той же конструкции как выражения.

6. Восходящие анализаторы

Восходящие анализаторы

Восходящие анализаторы

S -> aABe

A -> Abc

A -> b

B -> d

Свертка цепочки abbcde в аксиому S:

abbcde, aAbcde, aAde, aABe, S.

Правый вывод цепочки:

S->aABe->aAde->aAbcde->abbcde

Восходящий анализатор (bottom-up parsing) предназначен для построения дерева разбора, начиная с листьев и двигаясь вверх к корню дерева разбора. Мы можем представить себе этот процесс как "свертку" исходной строки w к аксиоме грамматики. Каждый шаг свертки заключается в сопоставлении некоторой подстроки w и правой части какого-то правила грамматики и замене этой подстроки на нетерминал, являющийся левой частью правила. Если на каждом шаге подстрока выбирается правильно, то в результате мы получим правый вывод строки w .

Пример.Рассмотрим грамматику

S -> aABe

A -> Abc

A -> b

B -> d

Цепочка abbcde может быть свернута в аксиому следующим образом:

abbcde, aAbcde, aAde, aABe, S.

Фактически, эта последовательность представляет собой правый вывод этой цепочки, рассматриваемый справа налево:

S->aABe->aAde->aAbcde->abbcde.

6.1. LR(k)-анализатор

LR(k) означает, что

· входная цепочка обрабатывается слева направо (left-to-right parse);

· выполняется правый вывод (rightmost derivation);

· не более k символов цепочки (k-token lookahead) используются для принятия решения.

При LR(k)-анализе применяется метод "перенос-свертка" (shift-reduce) . Этот метод использует магазинный автомат. Суть метода сводится к следующему. Символы входной цепочки переносятся в магазин до тех пор, пока на вершине магазина не накопится цепочка, совпадающая с правой частью какого-нибудь из правил (операция "перенос", " shift "). Далее все символы этой цепочки извлекаются из магазина и на их место помещается нетерминал, находящийся в левой части этого правила (операция "свертка", " reduce "). Входная цепочка допускается автоматом, если после переноса в автомат последнего символа входной цепочки и выполнения операции свертка, в магазине окажется только аксиома грамматики.

Анализатор состоит из входной цепочки, выхода, магазина, управляющей программы и таблицы, которая имеет две части (действие и переход). Схема такого анализатора выглядит следующим образом:
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6.2. Управляющая программа анализатора

Управляющая программа одинакова для всех LR-анализаторов, а таблица изменяется от одного анализатора к другому. Программа анализатора читает последовательно символы входной цепочки. Программа использует магазин для запоминания строки следующего вида s0X1s1X2…Xmsm, где s m - вершина магазина. Каждый Xi - символ грамматики, а si - символ, называемый состоянием. Каждое состояние суммирует информацию, cодержащуюся в стеке перед ним. Комбинация символа состояния на вершине магазина и текущего входного символа используется для индексирования управляющей таблицы и определения операции переноса-свертки. При реализации грамматические символы не обязательно располагаются в магазине; однако, мы будем использовать их при обсуждении для лучшего понимания поведения LR-анализатора.

Программа, управляющая LR-анализатором, ведет себя следующим образом. Рассматривается пара: s m - текущее состояние на вершине магазина, a i - текущий входной символ; после этого вычисляется action [s m, a i ]:, которое может иметь одно из четырех значений:

1. shift s, где s - состояние,

2. свертка по правилу A->β ,

3. допуск (accept)

4. ошибка.

Функция goto получает состояние и символ грамматики и выдает состояние. Функция goto , строящаяся по грамматике G , есть функция переходов детерминированного магазинного автомата, который распознает язык, порождаемый грамматикой G.

Управляющая программа выглядит следующим образом:

Установить ip на первый символ входной цепочки w$;

while (цепочка не закончилась)

{

   Пусть s - состояние на вершине магазина, 

   a - символ входной цепочки, на который указывает ip.

   if (action [s, a] == shift s')

   {

      push (a);

      push (s');

      ip++;

   }

   else if (action [s, a] == reduce A->β)

   {

      for (i=1; i<=| β |;  i++)

      {

         pop ();

         pop ();

      }

      Пусть s' - состояние на вершине магазина;

      push (A);

      push (goto [s', A]);

      Вывод правила (A->β);

   }

   else if (action [s, a] == accept)

   {

      return success;

   }

   else

   {

      error ();       

   }

}

6.3. Управляющая таблица LR(0)-анализатора
Обсудим подробно алгоритм построения управляющей таблицы на примере LR(0)-анализаторов.

Заметим, что LR(0)-анализатор принимает решение о своих действиях только на основании содержимого магазина, не учитывая символы входной цепочки. Для иллюстрации построения таблиц LR(0)-анализатора мы будем использовать грамматику G0:

	(1)
	S
	->
	(L)

	(2)
	S
	->
	x

	(3)
	L
	->
	S

	(4)
	L
	->
	L, S


Определение.Пусть G = (VT, VN, P, S) - КС-грамматика. Пополненной грамматикой (augmented grammar) будем называть грамматику G' = (VT, VN +{S'}, P+{S'->S}, S') , где S' - нетерминал, непринадлежащий множеству N.

Определение.Пусть G = (VT, VN, P, S) - КС-грамматика. Будем называть [A->w1.w2, u] LR(k)-ситуацией (LR(k)-item), если A-> w1w2 является правилом из P и u - цепочка терминалов, длина которой не превосходит k .

Понятно, что LR(0)-ситуации не должны содержать терминальной цепочки, то есть мы можем записывать их следующим образом: [A-> w1.w2] .

Далее мы рассмотрим поведение анализатора грамматики при разборе входной цепочки.

6.3.1. Состояния 0 и 1

В начале работы магазин пуст (на самом деле, на вершине магазина находится маркер конца $ ), и указатель входной цепочки находится перед ее первым символом. Этому состоянию соответствует ситуация [S'->.S] .

Значит, входная цепочка может начинаться с любого терминального символа, с которого начинается правая часть любого правила с левой частью S . Мы укажем это следующим образом:

	[S'->S]

	[S->.x]

	[S->.(L)]


Состояние автомата определяется множеством ситуаций. Назовем это состояние 0.

Теперь мы должны выяснить, что произойдет, если анализатор выполнит перенос или свертку. Предположим, что мы выполним перенос x (то есть на вершине магазина окажется x ). Этому случаю соответствует ситуация [S-> x.] . Понятно, что правила S'-> S и S-> (L) не могут быть применены, поэтому мы их игнорируем. Таким образом, новое состояние, в которое автомат перейдет после переноса в магазин символа x , определяется ситуацией

	[S->.x]


Это состояние назовем 1.

6.3.2. Состояния 2 и 3

Теперь предположим, что выполнен перенос открывающей круглой скобки. Этому случаю соответствует ситуация                [S-> (.L)] . То есть на вершине магазина окажется открывающая круглая скобка, а входная цепочка должна начинаться с некоторой цепочки, которая выводится из L и перед которой находится открывающая круглая скобка. Таким образом, к нашей ситуации мы должны добавить все ситуации, получающиеся из правил, левая часть которых суть нетерминал L , т.е. [L->.L,S] и [L->.S] . Помимо этого, поскольку правая часть правила L->S начинается нетерминалом S , мы должны добавить все ситуации, получающиеся из правил, левая часть которых суть нетерминал S , т.е. [S->.L] и [S->.x] . Таким образом, новое состояние, в которое автомат перейдет после переноса в магазин открывающей круглой скобки, определяется ситуациями:

	[S-> (.L)]

	[L->.L, S]

	[L->.S]

	[S->.(L)]

	[S->.x]


Это состояние 2. Мы можем изобразить часть первой строки таблицы переходов автомата:

	
	(
	)
	x
	,
	$

	…
	
	
	
	
	

	0
	s3
	
	s2
	
	


Понятно, что в состоянии 0 свертка выполняться не может.

Обсудим, что произойдет, если в состоянии 0 мы оказались после анализа некоторой цепочки, которая выводится из аксиомы грамматики. Это может случиться, если после переноса x или открывающей круглой скобки произошла свертка по правилу, левая часть которого - S . Все символы правой части такого правила будут извлечены из магазина, и анализатор будет выполнять переход для символа S в состоянии 0. Этому случаю соответствует ситуация                          [S'-> S.$] , определяющая состояние 3.

6.4. Базовые операции

В ситуации [S-> x.] , определяющей состояние 1, точка стоит в конце правой части правила. Это означает, что вершина магазина, на которой сформирована правая часть правила S->x, готова к свертке. В таком состоянии анализатор выполняет свертку.

Для построения множества состояний определим базовые операции closure (I) и goto (I, X) , где I - множество ситуаций, X - символ грамматики (терминал или нетерминал). Операция closure добавляет ситуации к множеству ситуаций, у которых точка стоит слева от нетерминала. Добавляются те ситуации, которые получаются из правил, в левой части которого находится этот нетерминал.

closure (I)

{

   do {

      for (каждой ситуации [A->w.Xv] из I) {

         for (каждого правила грамматики X->u) {

            I+=[X->.u];     /* Операция += добавляет элемент к множеству */

         }

      }

   } while (I изменилось);

   return I;

}
Операция goto "переносит" точку после символа X. Это означает переход из одного состояния в другое под воздействием символа X .

goto (I, X) 

{

   J={};       /* {} обозначает пустое множество */

   for (каждой ситуации [A->w.Xv] из I) {

      J+=[A->wX.v];

   }

   return closure (J);

}

6.5. Алгоритм построения конечного автомата

Теперь обсудим алгоритм построения анализатора. Во-первых, пополним грамматику. Обозначим T множество состояний, E - множество переходов.

T = {closure ([S'->.S])};

E = {};

do 

{

   for (каждого состояния I из T)

   {

      for (каждой ситуации [A->w.Xv] из  I)

      {

         J = goto (I, X);

         T+={J};      /* ко множеству состояний добавляется новое состояние */

         E+=(I->J);   /* ко множеству ребер добавляется ребро, идущее из  

                         состояния I в состояние J. Этот переход 

                         осуществляется по символу X */

      }

   }

} while (E или T изменились);

Поскольку для символа $ операция goto (I, $) не определена, мы выполняем действие accept .

6.6. Автомат для грамматики

Для определенной нами грамматики автомат получится следующим:
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где состояния определяются следующим образом:

0: {[S'.S], [S->.x], [S->.(L)]}

1: {[S->x.]}

2: {[S-> (.L)], [L->.L,S], [L->.S], [S->.(L)], [S->.x]}

3: {[S'->S.]

4: {[S-> (L.)], [L->L., S]}

5: {[S-> (L).]}

6: {[L->S.]}

7: {[L->L,.S], [S->.(L)], [S->.x]}

8: {[L->L,S.]}

Управляющая таблица
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Теперь мы можем вычислить множество сверток R :

R = empty set;

for (each state I in T)

{

   for (each item [A->w.] in I)

   {

      R+={(I, A->w)};

   }

}

Таким образом, алгоритм построения управляющей таблицы автомата состоит из следующих шагов:

· Пополнение грамматики

· Построение множества состояний

· Построение множества переходов

· Построение множества сверток

Для того, чтобы построить таблицу анализатора для грамматики, поступим следующим образом:

1. для каждого ребра I->X J мы поместим в позицию [I, X] таблицы

· shift J , если X - терминал,

· goto J , если X - нетерминал.

2. для каждого состояния I , содержащего ситуацию [S'->S.] мы поместим accept в позицию [I,$] 
3. для состояния, содержащего ситуацию [A->w.] (правило номер n с точкой в конце правила), поместим reduce n в позицию [I, Y] для каждого терминала Y .

4. пустая ячейка означает ошибочную ситуацию

Приведем управляющую таблицу для грамматики G0:

	
	(
	)
	x
	,
	$
	S
	L

	0
	s2
	
	s2
	
	
	3
	

	1
	r2
	r2
	r2
	r2
	r2
	
	

	2
	s2
	
	s1
	
	
	6
	4

	3
	
	
	
	
	acc 
	
	

	4
	
	s5
	
	s7
	
	
	

	5
	r1
	r1
	r1
	r1
	r1
	
	

	6
	r3
	r3
	r3
	r3
	r3
	
	

	7
	s3
	
	s2
	
	
	8
	

	8
	r4
	r4
	r4
	r4
	r4
	
	


6.7. LR(1)-анализатор

LR(1)-анализатор использует для принятия решения один символ входной цепочки. Алгоритм построения управляющей таблицы LR(1)-анализатора подобен уже рассмотренному алгоритму для LR (0)-анализатора, но понятие ситуации в LR(1)-анализаторе более сложное: LR(1)-ситуация состоит из правила грамматики, позиции правой части (представляемой точкой) и одного символа входной строки (lookahead symbol). LR(1)-ситуация выглядит следующим образом: [A-> w1 . w2 , a] , где a - терминальный символ. Ситуация [A-> w1 .w2, a] означает, что цепочка w1 находится на вершине магазина, и префикс входной цепочки выводим из цепочки w2 x. Как и прежде, состояние автомата определяется множеством ситуаций. Для построения управляющей таблицы необходимо переопределить базовые операции closure и goto.

closure (I) {

   do {

      Iold =I;

      for (каждой ситуации [A-> w1.Xw2, z] из I)

         for (любого правила X-> u)

            for (любой цепочки w, принадлежащей FIRST (w2 z))

               I+=[X->.u, w];

   } while (I != Iold);

   return I;

}

goto (I, X) {

   J = {};

   for (каждой ситуации [A-> w1.Xw2, z] из I)

      J+=[A-> w1 X.w2, z];

   return closure (J);

}

Естественно, операция reduce также зависит от символа входной цепочки:

R=[]

foreach (I из T)

   foreach ([A->w., z] из I)

      R+={(I, z, A->w)}

Тройка (I, z, A->w) означает, что в состоянии I для символа z входной цепочки анализатор будет осуществлять свертку по правилу A->w.

Управляющая таблица LR(1)-анализатора

Управляющая таблица LR(1)-анализатора

Построим управляющую таблицу анализатора для следующей грамматики:

E -> E+T 

E  ->  T

T ->  T*F 

T ->  F

F ->  (E) 

F ->  id

Пример. Рассмотрим грамматику:

(1)
E+T

(2)
E->T

(3)
T->T*F

(4)
T->F

(5)
F-> (E)

(6)
F->id

Управляющая таблица для такой грамматики выглядит следующим образом:
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Как обычно,

· si - перенос и переход в состояние i 
· ri - свертка по правилу i 
· i - переход в состояние i 
6.8. LALR(1)-анализатор

Таблицы LR(1)-анализатора могут оказаться очень большими, ведь даже маленькая грамматика нашего примера привела к автомату с двенадцатью состояниями. Таблицы меньшего размера можно получить путем слияния любых двух состояний, которые совпадают с точностью до символов входной строки (lookahead symbols).

Пример.Рассмотрим грамматику G1 с правилами:

S -> AA

A -> aA

A -> b

Пополним эту грамматику правилом S' -> S.

Для этой грамматики мы получим следующие состояния:

0: {[S'->.S, $], [S->.AA, $], [A->.aA, a], [A->.aA, b], [A->.b, a], [A->.b, b]}

1: {[S'->S., $]}

2: {[S'->A.A, $], A->.aA, $], [A->.b, $]}

3: {[A->a.A, a], [A->a.A, b], [A->.a.A, a], [A->.a.A, b], [A->.b, a], [A->.b, b]}

4: {[A->b., a], [A->b., b]}

5: {[S->AA. $]}

6: {[A->a.A, $], [A->.aA, $], [A->.b, $]}

7:  {[A->b., $]}

8:  {[A->aA.,a], [A->aA.,b]}

9:  {[A->aA.,$]}

Граф переходов выглядит так:
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Таблица LALR-анализатора для грамматики G1

Теперь можно построить таблицу LR-анализатора:

	State
	action
	goto

	
	a
	b
	$
	S
	A

	0
	s3
	s4
	
	1
	2

	1
	
	
	accept
	
	

	2
	s6
	s7
	
	
	5

	3
	s3
	s4
	
	
	8

	4
	r3
	r3
	
	
	

	5
	
	
	r1
	
	

	6
	s6
	s7
	
	
	9

	8
	r2
	r2
	
	
	

	9
	
	
	r2
	
	


Нетрудно заметить, что пары состояний 3 и 6, 4 и 7, 8 и 9 различаются только вторыми компонентами, определяющих их ситуаций. Поэтому мы можем "склеить" эти пары. В результате получится таблица LALR-анализатора:

	State
	action
	goto

	
	a
	b
	$
	S
	A

	0
	s36
	s47
	
	1
	2

	1
	
	
	accept
	
	

	2
	s36
	s47
	
	
	5

	36
	s36
	s47
	
	
	89

	47
	r3
	r3
	r3
	
	

	5
	
	
	r1
	
	

	89
	r2
	r2
	r2
	
	


6.9. Пример LR(1)-грамматики

Таким образом, LALR анализатор имеет значительное преимущество в размере таблиц по сравнению с LR. Однако, существуют грамматики, которые можно обработать LR анализатором, но нельзя LALR анализатором. LALR анализатор будет считать их неоднозначными, а LR анализатор не будет.

Пример.Грамматика
S -> aAd   

S -> bBd

S -> aBe

S -> bAe

A -> c

B -> c

не является LALR грамматикой, поскольку для входной цепочки ac мы можем выполнить свертку либо по правилу A -> c (если текущий входной символ d ) либо по правилу B -> c (если текущий входной символ e ).

Однако на практике большинство таких неоднозначностей можно устранить. Перейдем к рассмотрению различных возможных неоднозначностей и методов их устранения.

6.10. Неоднозначные грамматики. Конфликты "перенос-свертка"

Вопрос неоднозначности становится особенно важным в процессе построения управляющей таблицы анализатора LR(k)-языка, так как неоднозначность грамматики приводит к конфликтам при построении таблицы.

Рассмотрим сначала конфликты типа перенос-свертка ( shift/reduce ). Конфликты данного типа возникают, когда в процессе работы анализатора возникает выбор между переносом текущего символа на вершину стека и сверткой последовательности, расположенной на вершине стека.

Пример.Пусть дана грамматика G1, имеющая следующий набор правил:

	(1)
	stmt
	->
	if expr then stmt

	(2)
	stmt
	->
	if expr then stmt else stmt

	(3)
	stmt
	->
	other

	(1)
	stmt
	->
	if expr then stmt

	(2)
	stmt
	->
	if expr then stmt else stmt

	(3)
	stmt
	->
	other


, где other мы используем для обозначения других операторов.

На следующем слайде рассмотрим, что происходит при анализе следующей входной цепочки:

if E1 then if E2 then S1 else S2.

6.10.1. Пример конфликта перенос-свертка

Итак, имеется следующая входная цепочка: if E1 then if E2 then S1 else S2. Рассмотрим работу анализатора пошагово:

	Содержимое стека
	Необработанная часть входной цепочки
	Действие

	$
	if E1 then if E2 then S1 else S2 
	shift

	$if
	E1 1 then if E2 then S1 else S2 
	shift

	$ if E 1 
	then if E2 then S1 else S2 
	shift

	$ if E1 then
	if E2 then S1 else S2 
	shift

	$ if E1 then if
	E2 then S1 else S2 
	shift

	$ if E1 then if E2 
	then S1 else S2 
	shift

	$ if E1 then if E2 then
	S1 else S2 
	shift

	$ if E1 then if E2 then S1 
	else S2 
	shift


После последнего шага возникают две альтернативы: либо (а) применить свертку по правилу 1 к последовательности if E2 then S1 на вершине стека, либо (б) перенести символ else на вершину стека. Обе альтернативы легко угадываются из вида правил 1 и 2. Грамматики с правилами такого типа называются грамматиками с "висящим" (dangling) else .

Для подавляющего большинства языков программирования, имеющих условные операторы описанного вида, действие (б) предпочтительно. Общепринятым правилом для данной ситуации является соотнесение каждого else с "ближайшим" then . Это правило может быть формализовано с использованием однозначной грамматики. Идея в том, чтобы установить соответствие между then и else , что эквивалентно требованию, чтобы между then и else могли появиться только оператор, не являющийся условным оператором, или условный оператор с обязательным else ( if expr then stmt else stmt ).

6.10.2. Разрешение конфликта перенос-свертка

Следуя формализации правила явного предпочтения, может быть построена следующая грамматика:

	(1)
	stmt
	->
	matched_stmt

	(2)
	stmt
	->
	unmatched_stmt

	(3)
	matched_stmt
	->
	if expr then matched_stmt else matched_stmt

	(4)
	matched_stmt
	->
	Other

	(5)
	unmatched_stmt
	->
	if expr then stmt

	(6)
	unmatched_stmt
	->
	if expr then matched_stmt else unmatched_stmt


Новая грамматика порождает тот же язык, что и старая, но вывод цепочки if E1 then if E2 then S1 else S2 теперь не содержит конфликтов.

Альтернативой построению новой грамматики может служить "соглашение", что в случае конфликта перенос-свертка, перенос является предпочтительным действием. После принятия одной из этих альтернатив вывод может быть продолжен следующим образом:

	Stack contents
	Unprocessed input string
	Action

	$ if E1 then if E2 then S1 else
	S2 
	shift

	$ if E1 then if E2 then S 1 else S2 
	
	reduce [2]

	$ if E 1 then S
	
	reduce [1]

	$
	
	


6.11.Неоднозначные грамматики. Конфликт перенос-перенос

Второй тип конфликта, который может возникнуть, это так называемый конфликт перенос-перенос ( reduce/reduce ), который возникает, когда на вершине стека анализатора возникает строка терминалов, к которой может быть применена свертка по двум различным правилам.

Пример.Рассмотрим грамматику G 2 ('id', '(', ')', '=' и ',' - терминалы) .

	(1)
	stmt
	->
	id (parameters_list)

	(2)
	stmt
	->
	expr = expr

	(3)
	parameter_list
	->
	parameter_list, parameter

	(4)
	parameter_list
	->
	Parameter

	(5)
	parameter
	->
	Id

	(6)
	expr
	->
	id (expr_list)

	(7)
	expr
	->
	Id

	(8)
	expr_list
	->
	expr_list, expr

	(9)
	expr_list
	->
	Expr


В процессе разбора входной цепочки id (id, id) происходит следующее:

	Содержимое стека
	Необработанная часть
	Действие

	$
	id (id, id)
	shift

	$ id
	(id, id)
	shift

	$ id (
	id, id)
	shift

	$ id (id
	, id)
	shift


Очевидно, что после выполнения последнего шага необходимо произвести свертку находящегося на вершине стека терминала id . Но какое правило использовать? Если использовать правило (5), то будет получен вызов процедуры, если использовать правило (7), то получится вырезка из массива. Чтобы избежать неоднозначности, в первом правиле можно заменить терминал id на другой терминал, например, procid . Но в этом случае, чтобы вернуть правильный лексический класс, лексический анализатор должен выполнить сложную работу по определению, является ли данный идентификатор обозначением процедуры или массива.

6.12. Неоднозначные грамматики. Приоритет операций

Пример.Рассмотрим грамматику G3

	(1)
	E
	->
	id

	(2)
	E
	->
	num

	(3)
	E
	->
	E*E

	(4)
	E
	->
	E+E


Рассмотрим процесс анализа входной цепочки 2*3+4 .

	Содержимое стека
	Необработанная часть входной цепочки
	Действие

	$
	2*3+4
	shift

	$2
	*3+4
	reduce [2]

	$E
	*3+4
	shift

	$E*
	3+4
	shift

	$E*3
	+4
	reduce [2]

	$E*E
	+4
	shift


После выполнения последнего описанного шага возникают две альтернативы: либо (а) произвести свертку последовательности, находящейся на вершине стека, используя правило 3, либо (б) произвести перенос символа + на вершину стека. Так как приоритет умножения больше приоритета сложения, следует сделать свертку. Однако, это противоречит общему правилу, согласно которому, в случае конфликта перенос-свертка, перенос является предпочтительной операцией (которое было таким удобным способом разрешить конфликт в первом случае).

В данной ситуации существует эквивалентная грамматика G 4 , в которой цепочка 2*3+4 имеет единственный вывод:

	(1)
	E
	->
	E+T

	(2)
	E
	->
	T

	(3)
	T
	->
	T*F

	(4)
	T
	->
	F

	(5)
	F
	->
	id

	(6)
	F
	->
	num


6.13. Неоднозначные грамматики. Ассоциативность

Рассмотрим конфигурации, возникающие при анализе строки 1+2+3 .

	Содержимое стека
	Необработанная часть входной цепочки
	Действие

	$
	1+2+3
	Shift

	$1
	+2+3
	Reduce [2]

	$E
	+2+3
	Shift

	$E+
	2+3
	Shift

	$E+2
	+3
	


После последнего шага возникает конфликт перенос-свертка. Выбор переноса делает сложение правоассоциативным, выбор свертки - левоассоциативным. Так как левоассоциативное сложение более естественно, свертка предпочтительна. В данном случае не существует эквивалентной однозначной грамматики. Формализма грамматик не хватает для описания данной ситуации и необходимы дополнительные средства.

Таким образом, существуют ряд стандартных ситуаций, в которых возникают неоднозначные грамматики. Большая часть подобных ситуаций может быть решена преобразованием грамматик ("висящие" else , приоритет операций и т.д.), но не всегда это необходимо ("висящие" else ) и не всегда является лучшим решением. Существуют ситуации, когда подходящее преобразование грамматики не существует, в таких случаях необходимо привлекать дополнительные механизмы, как это сделано, например, для определения ассоциативности операций.

7. Грамматики и YACC

7.1. Генератор анализаторов YACC

Генератор синтаксических анализаторов YACC (Yet Another Compilers' Compiler) - это программа, которая строит LALR- анализаторы. Он был разработан в начале 70-х годов прошлого века. Эта программа создана для большинства наиболее распространенных операционных систем, а именно, для UNIX, Windows, OS/2. На самом деле, YACC - это имя генератора в операционной системе UNIX, в остальных операционных системах программа называется PCYACC.

Входом программы является грамматика языка и некоторая дополнительная информация, выход - программа на языке C. Более точно, на вход YACC получает файл со спецификациями (этот файл должен иметь имя с расширением y, например, name.y). Выходом являются файлы name.yy.c (name.c для PCYACC'a) и, возможно, name.yy.h (name.h) и y.output (yy.lrt). Первый из этих файлов содержит сгенерированную YACC'ом программу анализатора. Второй файл, который создается при задании параметра -h , - описания, которые также генерирует YACC. Третий файл содержит протокол, т.е. представление управляющей таблицы анализатора.

Файл name.y должен быть устроен следующим образом:

Секция описаний

%%

Секция грамматических правил

%%

Секция  процедур

7.2. Секция описаний

Секция описаний содержит:

· описания переменных языка C, которые используются при описании грамматики. Эти описания заключаются в скобки %{ … }% , они будут перенесены в текст результирующей программы без изменения.

Например,

%{

int myCount;

}%

· определения типов, значения которых возвращаются как значения семантик. Эти типы определяются как элементы объединенного типа

· %union

· {

· type1 id1;

· ...

}

· объявления терминальных символов (лексических классов, tokens ) грамматики в форме %token lc1 lc2 ...

Например,

%token MINUS_LC PLUS_LC TIMES_LC

%token PLUS_TO_LC TIMES_TO_LC

Лексические классы нумеруются либо пользователем, либо самим YACC'ом. В последнем случае лексические классы получают номера, начиная с 257.

· объявления нетерминальных символов грамматики в форме %type <id> name
Например,

%type <id1> conditional_stmt

· определения ассоциативности и приоритетов операций в форме

1. %left op1 op2 ...

2. %right op3 op4 ...

3. %nonassoc op5 op6 ...

Эти определения должны размещаться в порядке увеличения проиритетов.

Например,

%nonassoc PLUS_TO_LC         /* операция += */

%left MINUS_LC  PLUS_LC      /* бинарные операции плюс и минус */

%left TIMES_LC               /* операция умножения */

7.3. Секция правил грамматики

Секция правил грамматики

A: production_body

     {

             program_fragment;

      }

   ;

Секция грамматических правил состоит из правил, которые записываются следующим образом:

A: production_body;

где A - имя нетерминала, production_body -последовательность нуля или большего количества имен и литералов.

Имена могут быть произвольной длины и содержать буквы, цифры (как обычно, цифра не может быть первой литерой имени), подчеркивания и точки. Литерал состоит из литер, заключенных в апострофы. Как и в языке C, литера обратная косая черта (backslash) используется для задания управляющей последовательности (escape sequence).

Если имеется несколько грамматических правил с одинаковой левой частью, то может использовать литера вертикальная черта для объединения всех правил в одно:

A:  production_body_1

   |  production_body_2

  ;

Заметим, что каждое имя, не объявленное как терминал, считается нетерминалом. Каждый нетерминал должен появиться в левой части, хотя бы одного правила. Нетерминал, являющийся левой частью первого правила, по умолчанию считается аксиомой. Вообще говоря, аксиому можно определить в секции объявлений как:

%start axiom.

7.4. Семантики
Семантики
Nonterminal:  production_body_1

                       { semantic_action_1 }

                     |

                    . . .                        

                       production_body_n

                       { semantic_action_n }

                     ;

Грамматические правила могут содержать так называемые семантики (semantic actions), представляющие собой фрагменты программ на языке С, заключенные в фигурные скобки. Например,

lines: lines expr '\n'

           {

printf ("%s\n", %2); 

           }

Нетерминал может иметь значение некоторого типа, который указан в объединении, определенном в секции объявлений. Для этого

1. нетерминал должен быть объявлен следующим образом:

%type <имя-вида> имя-нетерминала

Причем, в объединении должен быть элемент вид имя-вида. Например,

%union

{

...

unsigned short int myCounter;

...

} 

%type <myCounter> counter

%%

2. Семантика правил, левой частью которых является этот нетерминал, должна содержать оператор: $$ = значение; 
Заметим, что значение может иметь не только нетерминалы, но и терминальные символы. В этом случае терминал должен быть объявлен следующим образом: %type <имя-вида> имя-нетерминала
Естественно, в объединении должен быть элемент вид имя-вида. Например,

%union {... signed int myValue;...}

%token <myValue> NUMBER_LC

Поскольку нетерминал, может иметь значение, то если такой нетерминал находится в правой части правила, мы можем воспользоваться его значением. Все имена и литералы, содержащиеся в правой части правила нумеруются слева направо, начиная с единицы. Для того, чтобы воспользоваться значением нетерминала следует написать $номер-нетерминала, например:

T: F { &&=&1; }

   | T*F { && = &1*&2; }

   ;

Заметим, что по умолчанию значение правила и тем самым значение нетерминала, находящегося в его левой части, - это значение первого элемента в нем. Таким образом, предыдущий пример может быть переписан:

T:  F 

   |  T*F { && = &1*&2; }

   ;

На самом деле, семантики могут быть использованы не только в конце правила, но и в середине. Например,

A: B { && = 1; }  

     C { x = &2; y = &3; }

    ;

Правда, при этом надо иметь в виду, что семантики, которые не завершают правило, обрабатываются путем введения нового нетерминала и нового правила, сопоставляющего этот нетерминал пустой строке. Т.е. на самом деле приведенное выше правило эквивалентно следующему:

&&1:   /* пустая правая часть */  { && = 1; }

      ;

A:    B &&1 C { x = &2; y = &3; }

      ;

7.5. Секция описаний процедур

Секция описаний процедур содержит процедуры, которые пользователь использует при написании семантических действий. Впрочем, эти процедуры могут быть размещены и в других файлах и откомпилированы отдельно. Таким образом, эта секция необязательна, в отличие от секции описаний и секции грамматических правил.

Пользователь должен предоставить две процедуры:

· процедуру int yylex (void) , которая реализует лексический анализ и возвращает лексический класс лексемы

· процедуру int yyerror (char * s) , которая вызывается построенным анализатором в случае возникновения ошибки во входной цепочке

YACC создает процедуру int yyparse (void) , возвращающую код завершения ( 0 или 1 ).

Опишем некоторые параметры программы YACC:

· Cf - созданный анализатор будет помещен в файл f 

· Df - будет построен заголовочный файл с именем f 

· v - в файл с именем yy.lrt будет выведен протокол, т.е. управляющая таблица анализатора

7.6. Пример

Воспользуемся YACC для реализации калькулятора, т.е. программы, которая вычисляет значение константной арифметической формулы.

Уточним формулировку задачи. Входной поток содержит множество формул, каждая из которых занимает отдельную строчку входного потока. Требуется вычислить значение каждой формулы.

Формула может содержать целые числа, операции +, -, *, / (для вычисления целочисленного частного). Например, для входного потока

(5+3)*7

3+4/2-5/3

будут выведены значения

56

4

Пример (продолжение)

int yylex (void)

{       int ch;

         while ((ch = getchar ()) == ' ');

         if (isdigit (ch))

         { ungetc (c, stdin); scanf (%i, &yylval); 

            return NUMBER_LC;}

          return ch;

}

Начнем с описания функции yylex .

int yylex (void)

{

int ch;

/* пропускаем пробелы в начале строки */

while ((ch = getchar ()) == ' ');

if (isdigit (ch))

{

ungetc (ch, stdin); 

scanf (%i, &yylval);

return NUMBER_LC;

}

return ch;

}

Функция yylex вычисляет пару значений, одно из которых лексический класс, а другое связанный с ним атрибут. Если лексический класс функция yylex возвращает в качестве своего значения, то атрибут передается анализатору через присваивание переменной yylval . Иначе говоря, то значение, которое присваивается переменной yylval , это значение терминального символа NUMBER.

В секции определений определен терминал NUMBER_LC, который имеет тип int, нетерминал expression, также имеющий тип int, и правила ассоциативности операций, которые могут быть использованы в формуле. Нетерминал lines не должен определяться в этой секции, поскольку он не имеет значения.

%union

   {

            int VALUE;

   }

%token  <VALUE> NUMBER_LC

%type <VALUE> expression 

%left '+' '-'

%left '*' '/'

%start expression                 /* аксиома грамматики */

%%

Секция правил грамматики содержит правила для двух нетерминалов lines и expression. Правила для нетерминала lines порождают последовательность строчек входного потока, каждая из которых содержит одну формулу (нетерминал expression):

lines:   lines expression '\n' { printf ("%I \n", &2); }

        |   lines '\n'

        |   /* empty */

        ;

expression:   NUMBER_LC  { && = &1; }

                 |    '(' expression ')'          {&& = &2; }

                 |    expression '+'  expression  {&& = &1+&2; }   

                 |    expression '-'  expression  {&& = &1-&2; }

                 |    expression '*'  expression  {&& = &1*&2; }

                 |    expression '/'  expression  {&& = &1/&2; }

%%

Секция процедур содержит описание функций yylex, yyerror и, конечно, функции main. Хотя, как уже было сказано, эта секция может быть опущена, если все необходимые функции содержатся в некотором другом файле, который будет компилироваться отдельно.

Итак, секция процедур для нашего примера может выглядеть следующим образом. Для полноты картины описание функции yylex приводится вновь, но на этот раз без комментариев.

int yylex (void)

{

      int ch;

      /* пропускаем пробелы в начале строки */

      while ((ch = getchar ()) == ' ');

      if (isdigit (ch))

      {

          ungetc (ch, stdin);

          scanf ("%i", &yylval);

          return NUMBER_LC;

      }

      return ch;

}

yyerror (char *s)

{

      printf ("error: %s", s); 

}

main ()

{

     return yyparse ();

}

Для того, чтобы получить управляющую таблицу анализатора достаточно запустить программу YACC с ключом -v.

Рассмотрим фрагмент таблицы для состояния 2.

+-------------------------     STATE 2     -------------------------+

+ CONFLICTS:

+ RULES:

          lines :  lines expression^\n 

     expression :  expression^+ expression 

     expression :  expression^- expression 

     expression :  expression^* expression 

     expression :  expression^/ expression 

+ ACTIONS AND GOTOS:

              + : shift & new state 7

              - : shift & new state 8

              * : shift & new state 9

              / : shift & new state 10

             \n : shift & new state 6

                : error

В первой строке фрагмента приведено название состояния. Секция CONFLICTS перечисляет встреченные конфликты. Секция RULES перечисляет все правила, задействованные в конфигурациях данного состояния (вместо символа точки, используемого в курсе, иcпользуется ^ ). Секция ACTIONS AND GOTOS представляет собой столбец управляющей таблицы анализатора, соответствующий 2-му состоянию. 
7.7. Обработка ошибок

Каждая фаза компиляции может обнаружить ошибки в транслируемой программе. После обнаружения ошибки фаза должна каким-то образом справиться с возникшей ситуацией. Иными словами, процесс компиляции должен быть продолжен, причем так, чтобы была возможность поиска следующих ошибок в исходной программе. Компилятор, который останавливается после обнаружения первой ошибки, не может быть признан достаточно хорошим. Впрочем, в некоторых ситуациях это вполне приемлемо. Такие ситуации возникают, например, если разрабатывается диалоговый транслятор, который будет использоваться в учебных целях, поскольку начинающему программисту, с одной стороны, вполне достаточно получать информацию об одной ошибке, с другой стороны, получение информации сразу о большом количестве ошибках может его дезориентировать. Одно из основных требований, предъявляемых промышленным трансляторам, заключается в том, чтобы пользователь получил как можно больше корректных ошибок за одну трансляцию. Мы не зря использовали прилагательное "корректные", говоря об ошибках, которые обнаруживает компилятор. Дело в том, что иногда трансляторы выдают информацию о так называемых "наведенных" ошибках. Наведенные ошибки, т.е. такие, которых в программе на самом деле нет, могут возникнуть в результате не совсем корректной работы транслятора после обнаружения какой-нибудь ошибки.

Наибольшая доля ошибок приходится, как правило, на две фазы: синтаксический анализ и фазу контроля типов. Лексический анализатор может обнаружить только те ошибки, которые связаны, например, с использованием неверных литер, или если выделенная лексема не принадлежит ни одному из лексических классов языка. Количество типов ошибок, которые может обнаружить фаза лексического анализа, весьма незначительно, поскольку лексический анализатор "видит" только небольшой, локальный, участок программы. Например, лексический анализатор не сможет обнаружить ошибку в следующем контексте:

fi (x == y) { ... }

Ошибки, связанные с нарушением синтаксической структуры исходной программы, определяются на фазе синтаксического анализа. Ошибки, возникающие на фазе контроля типов, связаны с неверным использованием идентификаторов, с некорректной передачей фактических параметров процедурам и т.п.

Обычно, фазы оптимизации и генерации не обнаруживают ошибки, хотя и здесь бывают исключения. Например, представим себе, что в реализуемом языке определено присваивание одной структуры другой по именам полей. Это означает, что если у нас есть две структуры, то присваивание одной структуры другой будет иметь эффект в том случае, если обе из этих структур имеют по крайней мере одну пару одинаковых выделителей полей. При таком определении присваивания структур, компилятор, должен проверить, возможно ли такое присваивание, и если все выделители полей структур различны, должен выдать сообщение об ошибке. Понятно, что ситуация такого рода станет ясна только после контроля типов. Кроме того, поскольку компилятор должен выполнить так называемую "расклейку" присваивания (т.е. преобразовать исходное присваивание в одно или несколько присваиваний соответствующих полей), то такого рода действия можно считать оптимизирующими и, соответственно, сообщение об ошибке в случае, если все имена полей структуры-получателя и структуры-источника различны, будет выдавать фаза оптимизации.

7.8. Информация, необходимая для выдачи сообщения об ошибке

В однопросмотровом компиляторе все фазы выполняются параллельно. Если возникает ошибка в исходной программе, то текущая позиция лексического анализатора является приемлемой аппроксимацией позиции исходной программы, содержащей ошибку. В таком компиляторе лексический анализатор сохраняет текущую позицию в глобальной переменной. Процедура, предназначенная для выдачи сообщений об ошибках, печатает сообщение об ошибке и значение переменной, содержащей текущую позицию.

Компиляторы, состоящие более чем из одного просмотра, часто выполняют синтаксический анализ и типовой анализ на разных просмотрах. Естественно, это облегчает жизнь в различных аспектах, но существенно усложняет выдачу сообщений о типовых ошибках. Лексический анализатор достигает конца исходной программы раньше, чем начнет выполняться фаза контроля типов. Контроль типов осуществляется во время обхода синтаксического дерева, поэтому невозможно использовать текущую позицию в исходной программе, которую поддерживает лексический анализатор, для выдачи информации об ошибке. Поэтому каждый узел синтаксического дерева должен содержать позицию соответствующей ему конструкции в исходном файле, т.е. структура, определяющая узел дерева, должна содержать поле pos, предназначенное для этой цели. Это поле pos само является структурой из двух полей: номера строки исходной программы и номера позиции в строке. Понятно, что текущая позиция первоначально определяется лексическим анализатором (оно является одним из полей структуры Lexeme ), а затем передается синтаксическому анализатору, который и помещает это значение в поле pos узла синтаксического дерева. Для более точного определения позиции в исходном файле каждый узел синтаксического дерева обычно содержит два поля, определяющих положение конструкции, а именно, позицию начала конструкции и позицию ее конца ( beg_pos и end_pos соответственно).

7.9. Локальные стратегии продолжения анализа

Оказывается, большинство ошибок в программе обнаруживается на фазе синтаксического анализа. Это можно объяснить с одной стороны тем, что многие ошибки являются синтаксическими по своей природе или их проще выявить, когда поток лексем поступает на вход синтаксическому анализатору. С другой стороны, это можно объяснить тем, что наиболее развиты именно методы синтаксического анализа. Вообще говоря, ошибки в программе можно классифицировать следующим образом: 60% составляют пунктуационные ошибки, 20% - ошибки в операторах и операндах, 15% - ошибки в ключевых словах, на все остальные ошибки остается 5%.

Пусть дана контекстно-свободная грамматика и неверная цепочка serr = t1t2…te-1tete+1 …tn . Мы можем выделить ошибочный символ te как первый символ, на котором может быть определена ошибка при сканировании входной цепочки слева направо. Таким образом, подцепочка t1t2…te-1 является префиксом некоторой правильной цепочки t1t2…te-1 … языка в то время, как не существует правильной цепочки правильной цепочки t1t2…te-1te…, содержащей неверный символ.

В случае ошибки лексический анализатор, сгенерированный YACC'ом, вызывает функцию yyerror, которая должна быть описана пользователем, и полностью завершает обработку. Это означает, что вы можете обнаружить только одну ошибку.

Когда обнаружена ошибка, редко бывает достаточно остановить всю обработку при обнаружении ошибки; более полезно продолжить сканирование входных данных для нахождения дальнейших синтаксических ошибок. Методы восстановления после синтаксической ошибки разделяются на локальные и глобальные. Локальные методы сводятся к изменению только цепочки tete+1…tn , тогда как глобальные методы позволяют изменять символы, расположенные до ошибочного символа. Локальные методы меньше влияют на среду анализатора, поскольку при их использовании не приходится отменять решения уже принятые анализатором, например, не требуется перестраивать синтаксическое дерево.

Имеются различные стратегии продолжения анализа после нахождения синтаксической ошибки:

· Panic mode. Это простейший для реализации метод и он может быть использован для большинства синтаксических анализаторов. При обнаружении ошибки анализатор пропускает лексемы до тех пор, пока не будет обнаружена одна из синхронизирующих лексем. Под синхронизирующими лексемами обычно понимаются ограничители, например, такие, как точка с запятой или end, роль которых в исходной программе ясна. Конечно, разработчики компилятора могут выбрать и другие лексемы в качестве синхронизирующих. Понятно, что при такой стратегии может быть пропущено большое количество лексем без анализа их правильности. Этот метод привлекает своей простотой, хотя в отличии от других методов он не может гарантировать, что компилятор не попадет, например, в бесконечный цикл. Наиболее эффективен этот метод может быть в таких случаях, когда несколько ошибок в одном операторе встречаются редко. На самом деле, это почти всегда так. По статистике 80% неверных операторов имеют только одну ошибку, 13% - две.

· Phrase level. При обнаружении ошибки анализатор может попытаться подправить еще не обработанную часть входной цепочки. Например, он может заменить префикс оставшейся части входной цепочки на некоторую строку, которая позволит ему продолжить анализ. Типичные локальные коррекции - это замена точки с запятой на запятую, удаление ошибочной точки с запятой или вставка отсутствующей. Выбор локальных исправлений полностью ложится на разработчика компилятора. Главный недостаток этого метода заключается в том, что на самом деле ошибка может находиться до того, как она будет обнаружена. Обычно возможно более одного изменения неверной цепочки и требуется сделать выбор между ними. Один из методов принятия решения об изменении неверной цепочки называется методом минимального расстояния или минимальной цены восстановления. Этот метод связывает с каждым символом стоимость его удаления из неверной строки или его добавления к неверной строке. Затем выбирается символ и операция над ним с минимальной стоимостью. Методы восстановления, связанные с системами генерации синтаксических анализаторов, требуют взаимодействия с пользователем генератора. Некоторые из них полностью автоматические, иные требуют, чтобы пользователь определил стоимости вставки/удаления.

7.10. Error-правила

Если мы в состоянии понять, в каких ситуациях могут встретиться ошибки, то мы можем добавить к грамматике языка правила, которые будут использоваться в случае ошибки. Эти правила называются "error productions". В частности, добавлять такие правила позволяет YACC.

Error-правила в YACC'е имеет один из следующих видов:

· A: w error 
· A: w1 error w2 
Имя error зарезервировано для обработки ошибок. Это имя может использоваться в грамматических правилах; в сущности, это имя сообщает о месте, где ожидаются ошибки, и может происходить восстановление. YACC обрабатывает эти правила как обычные правила. Однако, когда анализатор сгенерированный YACC'ом, встречает ошибку, он обрабатывает состояние специальным образом. Из магазина извлекаются символы до тех пор, пока не будет найдено такое состояние, которое лежит как можно ближе к вершине магазина и под которым находится элемент вида: A: w1 ^ error w2 . Затем анализатор переносит фиктивный лексический класс error на стек, как будто этот терминальный символ находился во входной цепочке.

· Если w2 - пусто, то свертка к А выполняется незамедлительно и исполняется семантика, связанная с правилом A: w error. Затем анализатор сбрасывает символы входной цепочки до тех пор, пока он не отыщет символ, с которым нормальная обработка может быть продолжена.

· Если w2 - непусто, то YACC пропускает первые символы входной цепочки, пока не будет найдена, которая может быть свернута в w2 . Затем анализатор сворачивает A: w1 error w2 в нетерминал А и восстанавливает нормальную обработку. Например, правило stmt: error ';' указывает анализатору, что он должен пропустить все литеры до ближайшей точки с запятой.

Пример использования error-правил

Пример использования error-правил

lines: lines expr '\n'    { printf ("%d \n", $2);  }

       |  lines '\n'

       |  /* empty */

       |  error '\n'  { yyerror ("reenter last line:");          

                            yyerrok;                           }

       ;

Ниже приведен пример использования error-правил в рассмотренной ранее программе, вычисляющей арифметическое выражение. Теперь, если поданная на вход строка не распознана как выражение, выведется сообщение с предложением ввести последнюю строку заново.

%union {

int myValue;

}

/*  Terminals */

%token <myValue> Number_LC

%left '+' '-'

%left '*' '/'

%right UNARYMINUS

/*  Nonterminals  */

%type <myValue> expr

%start lines

%%

/* Grammar rules */ 

lines: lines expr '\n'    { printf ("%d \n", &2);  }

       |  lines '\n'

       |  /* empty */

       |  error '\n'      { yyerror ("reenter last line:");  yyerrok;  }

       ;

expr:     Number_LC      { && = &1;     }

       |  expr '*' expr  { && = &1*&3;  }

       |  expr '/' expr  { && = &1/&3;  }

       |  expr '+' expr  { && = &1+&3;  }

       |  expr '-' expr  { && = &1-&3;  }

       |  '-' expr %prec UNARYMINUS  { $$ = -&2; }

       ;

8.Семантический анализ. Внутреннее представление

Фаза контроля типов решает проверяет, удовлетворяет ли программа контекстным условиям. Главной составляющей контекстных условия является "правильное использование" программой типов данных, предоставляемых входным языком, т.е. корректность выражений, встречающихся в программе, с точки зрения использования типов. Данная задача включает нахождение объявления в программе каждого используемого идентификатора, и проверку корректности его появления в использующем контексте.

8.1. Идентификация

Идентификация идентификаторов - одна из задач, решение которой необходимо для проверки правильности использования типов.

Понятно, что мы не можем убедиться в правильности использования типов в какой-нибудь конструкции до тех пор, пока не определим типы всех ее составных частей. Например, для того, чтобы выяснить правильность оператора присваивания мы должны знать типы его получателя (левой части) и источника (правой части). Для того, чтобы выяснить, каков тип идентификатора, являющегося, например, получателем присваивания, мы должны понять, каким образом этот идентификатор был объявлен в программе.

Каждое вхождение идентификатора в программу является либо определяющим, либо использующим. Под определяющим вхождением идентификатора понимается его вхождение в описание, например, int i. Все остальные вхождения являются использующими, например, i = 5 или i+13.

Цель идентификации идентификаторов, определить тип использующего вхождения идентификатора. Эта задача может быть полностью или частично решена на фазе синтаксического анализа. Все зависит от того, может ли использующее вхождение идентификатора встретиться в программе до определяющего вхождения или нет. Если все определяющие вхождения идентификаторов должны быть расположены текстуально перед использующими вхождениями, то мы можем выполнить идентификацию на фазе синтаксического анализа. Если же нет, то на фазе синтаксического анализа мы можем обработать определяющие вхождения идентификаторов и только на следующем просмотре текста программы выполнить собственно идентификацию.

Вне зависимости от того, на каком просмотре будет выполняться идентификация идентификаторов, при обработке определяющего вхождения идентификатора необходимо запомнить информацию о типе этого идентификатора. Это можно сделать несколькими путями:

· создавать узел в синтаксическом дереве для конструкции "описание идентификатора" и запоминать информацию о типе идентификатора в этом узле;

· создать таблицу идентификаторов ( IdTab ) и в ней запоминать информацию о типе идентификатора. Почему нам может потребоваться новая таблица? Понятно, что если транслируемая программа может иметь блочную структуру, и/или язык допускает создание и использование перегруженных 1 идентификаторов (overloading), то в таблице представлений (таблица представлений сопоставляет некоторому используемому в компиляторе обозначению идентификатора его представление в программе) информацию о типе идентификатора хранить нельзя, поскольку в этой таблице каждая лексема встречается только один раз. Таким образом, нам потребуется новая таблица для хранения информации об определяющих вхождениях идентификаторов.

На самом деле, между перечисленными способами много общего и мы остановимся на обсуждении второго способа.

8.2. Структура таблиц

Наша задача - разработать такую структуру таблицы идентификаторов, чтобы минимизировать поиск в ней. При этом следует помнить о том, что каждый идентификатор мы заносим в таблицу представлений, поэтому желательно иметь прямой доступ из таблицы представлений в таблицу идентификаторов для каждого идентификатора. Добавим к элементу таблицы представлений поле, которое будет содержать ссылку в таблицу идентификаторов, если находящаяся в этом элементе сущность является идентификатором. Элемент таблицы идентификаторов организуем так:

struct IdItem 

{

ReprInd toRepr;       /* ссылка в ReprTab на представление */

TypeInd toMode;       /*  тип идентификатора */

IdInd toId;           /* ссылка на элемент таблицы идентификаторов

                         с таким же значением поля toRepr   */

}

Расширим структуру таблицы внешних представлений следующим образом:

struct ReprItem

{

HashInd toHash;            /* значение hash-функции для лексемы */

unsigned  short LexClass;  /* лексический класс */

unsigned  short LexMark;   /* лексическая марка */

IdInd toId;                /*ссылка в IdTab на доступное определение             

                                                 идентификатора */

}

Перейдем к формулировке алгоритма идентификации, который состоит из двух частей:

· первая часть алгоритма обрабатывает определяющие вхождения идентификаторов

· вторая часть алгоритма обрабатывает использующие вхождения идентификаторов

8.3. Обработка определяющего вхождения идентификатора
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Обработка определяющего вхождения идентификатора происходит на фазе синтаксического анализа. Пусть лексический анализатор обработал очередную лексему, которая оказалась идентификатором. Лексический анализатор сформировал структуру типа LEXEME, которая содержит атрибуты выделенной лексемы, такие как ссылка в таблицу внешних представлений, лексический класс и лексическая марка. Далее вся эта информация передается синтаксическому анализатору. Предположим, что в данный момент синтаксический анализатор обрабатывает определяющее вхождение идентификатора. Таким образом, он знает ссылку в таблицу внешних представлений на обрабатываемый идентификатор и тип идентификатора. Основное семантическое действие, которое должен выполнить анализатор, заключается в занесении информации об идентификаторе в таблицу идентификаторов. Это происходит следующим образом:

· Создаем новый элемент таблицы идентификаторов

· В поле toRepr таблицы идентификаторов помещаем rpr .

· Поле toId элемента таблицы представлений помещаем в поле toId нового элемента таблицы идентификаторов. В поле toId элемента таблицы представлений помещаем ссылку на новый элемент таблицы идентификаторов

Отметим, что такая организация таблицы идентификаторов почти полностью исключает поиск в этой таблице, поскольку в нужный элемент таблицы мы попадаем по прямой ссылке из таблицы представлений.

Теперь обсудим обработку использующего вхождения идентификатора, которая происходит на фазе идентификации идентификаторов. Предположим, что уже построена (полностью или частично) таблица идентификаторов. Пусть лексический анализатор обработал очередную лексему, которая оказалась идентификатором. Лексический анализатор сформировал структуру типа LEXEME , которая содержит атрибуты выделенной лексемы, такие как ссылка в таблицу внешних представлений, лексический класс и лексическая марка. Далее вся эта информация передается фазе идентификации идентификаторов. Таким образом, эта фаза знает, что она обрабатывает использующее вхождение идентификатора, причем ей известна помимо прочего ссылка в таблицу внешних представлений на обрабатываемый идентификатор. Теперь для того, чтобы получить информацию о типе идентификатора нам достаточно просто взять ее из того элемента таблицы идентификаторов, на который указывает поле toId текущего элемента таблицы представлений.

Пример




Рассмотрим программу следующей структуры:

{int n; …; n++; .. {float n; … n = 3.14; … } …n--; … }

При входе во внешний блок идентификатор n будет занесен в таблицу представлений, кроме того, будет создан элемент таблицы идентификаторов.
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После входа во внутренний блок будет добавлен еще один элемент в таблицу идентификаторов, соответствующий идентификатору n .
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После выхода из внутреннего блока таблицы будут выглядеть следующим образом.
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8.4. Конструирование типов

Типы языков программирования конструируются из примитивных типов, таких как boolean , char , integer , real и void , с помощью конструкторов типов. К примитивным типам естественно отнести и тип, который не используется при программировании, но весьма полезен для сигнализации о возникшей ошибке в типах; это тип - invalid . Для построения более сложных типов из примитивных обычно используются следующие конструкторы:

1. Массивы. Если T - тип, то array (I, T) - тип, обозначающий тип массива с элементами типа T и индексным множеством I . Например, описание языка Pascal:

var A: array [1..10] of integer;

связывает выражение над типами array (1..10, T) с A .
2. Произведение. Если T1 и T2 - типы, то их декартово произведение T1 * T2 также является типом.

3. Структуры. Конструктор struct применяется к кортежу пар ( имя поля, тип поля ). Например, фрагмент программы на языке Pascal:

4. type row = record

5. address: integer;

6. lexeme: array [1..15] of char

7. end;

    var table: array [1..13] of row;

Тип row строится из примитивных типов следующим образом:

struct ((address*integer)  (lexeme*array (1..15, char))).

8. Указатели. Если T - тип, то и pointer (T) - тип, определяющий " указатель на объект типа T ". Например, описание языка Pascal:

var p: ^row;

определяет переменную p , имеющую тип pointer (row) .

9. Функции. Если T1, T2 - типы, то proc (T1, T2) - тип, определяющий процедуру, типы формальных параметров которой есть T1, а тип результата - T2. Например, функция mod , вычисляющая остаток, имеет тип proc (int *int, int) , а функция, определенная как

function f (a, b: char) : ^integer;

имеет тип proc (char char, pointer (integer)) .

8.5. Представление типов

Удобным путем представления выражений над типами являются графы. Мы можем конструировать деревья или DAG'и (ориентированные ациклические графы), листьями которых будут примитивные типы. Например:
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Использование dag'ов более предпочтительно, поскольку в этом случае происходит иногда весьма значительная экономия памяти (вместо самих типов в этом случае хранится ссылка на них).

Мы можем использовать и линейное представление деревьев или dag'ов, например,

proc, 2, m1, m2, m2,

где m1 - указатель в таблицу на тип pointer, integer,

а m2 - указатель в таблицу на тип char.

Рассмотрим еще один способ кодирования типов, который был использован в компиляторе C, разработанном Ричи (D.M.Ritchie). Ограничимся тремя конструкторами типов: указателями, функциями и массивами: pointer (t) обозначает указатель на тип t , freturns (t) обозначает функцию от некоторых аргументов, которая возвращает значение типа t и, наконец, array (t) обозначает массив некоторой неопределенной длины элементов типа t . Приведем примеры типов:

char

freturns (char)

pointer (freturns (char))

array (pointer (freturns (char))).

Каждый из этих типов может быть представлен последовательностью битов. Поскольку у нас есть только три конструктора типа, мы можем использовать для кодирования два бита:

pointer               01

array                  10

freturns              11

Примитивные типы кодируются четырьмя битами:

boolean              0000

char                    0001

integer                0010

real                     0011

Используя такой способ кодирования, приведенные выше типы мы можем закодировать следующим образом:

char                                                      000000 0001

freturns (char)                                     000011 0001

pointer (freturns (char))                     000111 0001

array (pointer (freturns (char)))        100111 0001

Теперь вернемся к обсуждению структуры таблицы идентификаторов. Одно из полей ( toMode ) мы собирались использовать для определения типа идентификатора. Определив представление типов, которые могут появиться в программе, мы можем теперь зафиксировать, что поле toMode в - это либо указатель на дерево или dag , либо ссылка в таблицу типов ModeTab , хранящую линейное представление типов.

8.6. Контроль типов

Если контроль типов осуществляется во время трансляции программы, то мы говорим о статическом контроле типов, в противном случае, то есть если контроль типов производится во время исполнения объектной программы, мы говорим о динамическом контроле типов. В принципе, контроль типов всегда может выполняться динамически, если в объектном коде вместе со значением будет размещаться и тип этого значения. Понятно, что динамический контроль типов приводит к увеличению размера и времени исполнения объектной программы и уменьшению ее надежности. Язык программирования называется языком со статическим контролем типов или строго типизированным языком (strongly typed language), если тип любого выражения может быть определен во время трансляции, то есть если можно гарантировать, что объектная программа выполняется без типовых ошибок. К числу строго типизированных языков относится, например, Pascal. Однако даже для такого языка как Pascal некоторые проверки могут быть выполнены только динамически. Например,

table: array [0..255] of char;

i: integer;

Компилятор не может гарантировать, что при исполнении конструкции table[i] значение i действительно будет не меньше нуля и не больше 255. В некоторых ситуациях осуществить такую проверку может помочь техника, подобная data flow analysis, но далеко не всегда. Понятно, что на самом деле этот пример демонстрирует ситуацию общую для большинства языков программирования, то есть здесь речь идет о контроле индексов вырезки. Конечно, почти всегда такая проверка выполняется динамически.

8.7. Эквивалентность типов

Необходимой частью контроля типов является проверка эквивалентности типов (equivalence of types) . Крайне необходимо, чтобы компилятор выполнял проверку эквивалентности типов быстро.

Структурная эквивалентность типов (Structural equivalence of types) . Два типа называются эквивалентными, если они являются одинаковыми примитивными типами, либо они были сконструированы применением одного и того же конструктора к структурно эквивалентным типам. Иными словами, два типа структурно эквивалентны тогда и только тогда, когда они идентичны. Проверить, являются ли два типа структурно эквивалентными, можно следующей процедурой:

bool sequiv (s, t)

{

if (s и t - два одинаковых примитивных типа)

{

return true;

}

else if (s == array (s1, s2) && t == array (t1, t2))

{

return sequiv (s1, t1) && sequiv (s2, t2);

}

else if (s == s1*s2 && t == t1*t2)

{

return sequiv (s1, t1) && sequiv (s2, t2);          

}

else if (s==pointer (s1) && t == pointer (t1))

{

return sequiv (s1, t1);

}

else if (s==proc (s1, s2) && t == proc (t1, t2))

{

return sequiv (s1, t1) && sequiv (s2, t2);

}

else

{

return false;

}

}

В некоторых языках типам можно давать имена, которые иногда называют индикантами типа. Рассмотрим пример программы на языке Pascal:

type link = ^cell;

var next: link;

last: link;

p: ^cell;

q, r: ^cell;

Возникает вопрос, одинаковые ли типы имеют описанные переменные? К сожалению, ответ зависит от реализации, поскольку в определении языка Pascal не определено понятие "идентичные типы". В принципе здесь возможны две ситуации. Одна из них связана со структурной эквивалентностью типов. С этой точки зрения все объявленные переменные имеют одинаковый тип.

Второй подход связан с понятием эквивалентности имен (name equivalence). В этом случае каждое имя типа рассматривается как уникальный тип, таким образом, два имени типов эквивалентны, если они идентичны. При таком подходе переменные p , q , r имеют одинаковый тип, а переменные last и next - нет. Обе эти концепции используются в различных языках программирования. Например, Algol 68 поддерживает структурную эквивалентность.

Проблемы, возникающие в Pascal'е, связаны с тем, что многие реализации связывают с каждым определяемым идентификатором неявное имя типа. Таким образом, приведенные объявления некоторыми реализациями могут трактоваться следующим образом:

type link = ^cell;

np = ^cell;

npg = ^cell;

var next: link;

last: link;

p: np;

q, r: npq;

8.8. Преобразование типов

Рассмотрим формулу x+i , где x - вещественная переменная, i - целая переменная. Так как представления целых и вещественных чисел в памяти компьютера различны, различные команды используются для целых и вещественных значений, и обычно нет команд, операндами которых являются значения смешанных типов, то компилятор должен преобразовать один из операндов к типу другого.

Описания языков определяют, какие преобразования возможны и необходимы. Если целое значение присваивается вещественной переменной или наоборот, выполняется преобразование к типу получателя присваивания. Хотя преобразование вещественного значения в целое, вообще говоря, некорректно. В формуле обычно выполняется преобразование целого операнда к вещественному типу. Фаза контроля типов вставляет эти операции преобразования в промежуточное представление исходной программы. Например, для формулы x+i после фазы контроля типов будет получено следующее дерево:
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Преобразование типов называется неявным (implicit conversion) , если они выполняются компилятором автоматически. Неявные преобразования или приведения (coercions) , во многих языках ограничиваются такими ситуациями, когда никакая информация не теряется при преобразовании, например, целое может быть преобразовано в вещественное, обратное преобразование крайне не желательно.

Преобразование называется явным (explicit conversion) , если программист должен написать что-нибудь для того, чтобы это преобразование было выполнено. Явные преобразования подобны вызовам функций, определенных над типами. В языке Pascal встроенная функция ord отображает литеру в целое, а функция chr выполняет обратное преобразование. Язык C приводит, т.е. преобразует неявно, ASCII литеры в целое в арифметических формулах.

8.9. Роль промежуточных языков в компиляторе

Большинство современных компиляторов - многопросмотровые; даже те языки программирования, которые теоретически могли бы быть скомпилированы за один проход (например, Pascal) чаще всего анализируются в несколько просмотров для того, чтобы улучшить качество генерируемого кода или упростить написание самого компилятора. Для связи между различными просмотрами компилятора используется некоторый промежуточный язык (ПЯ) , который иногда также называют внутренним представлением программы в компиляторе. По ходу компиляции внутреннее представление нагружается различной дополнительной информацией, полученной во время выполнения просмотров.

Как мы уже говорили, транслятор условно разделяют на две логические части: front-end (внешний интерфейс) и back-end (внутренний интерфейс), по степени приближенности к исходному или целевому языку компиляции. Таким образом, промежуточный язык можно воспринимать как интерфейс между анализом и синтезом программы. Поэтому ПЯ должен отражать функциональность исходного языка программирования и обеспечивать удобство выполнения основных задач синтеза, таких как оптимизация программы и генерация эффективного объектного кода.

8.10. Идея массового применения промежуточного языка

Задача проектирования ПЯ особенно сложна при проектировании многоязыковых систем трансляции, позволяющих генерировать код сразу для нескольких целевых платформ. В этом случае становится выгодно спроектировать единый промежуточный язык для всего семейства трансляторов. Таким образом, можно свести задачу написания m*n компиляторов к реализации разбора m входных языков с построением в процессе анализа единого внутреннего представления и последующему написанию n просмотров, синтезирующих объектный код для n целевых платформ.

Эта идея была известна уже более 30 лет назад (UNCOL, Warren Abstract Machine, Виртовский p-code, АЛЬФА и т.д.), но лишь недавно такой подход стал широко применяться на практике, причем в основном совместно с идеей динамической компиляции:

· Java bytecode представляет собой подход, в котором один входной язык проецируется сразу на множество целевых платформ с помощью единого промежуточного языка. Собственно синтез объектного кода возлагается на реализаторов Java Virtual Machine для данной платформы. Интересно, что несмотря на тот факт, что Java bytecode создавался только для одного входного языка, впоследствии появилось множество компиляторов, генерирующих Java bytecode для других исходных языков (например, Кобол).

· MSIL представляет собой более общий случай той же идеи, с множеством входных языков и множеством целевых платформ. При этом синтез машинного кода выполняется .NET runtime во время выполнения программы.

· Возможно, наиболее "чистой" реализацией идеи единого промежуточного языка является семейство компиляторов GNU, в котором единое внутреннее представление GNU RTL (RTL расшифровывается как Register Transfer Language) может порождаться из целого ряда языков (С/С++, Fortran, Ада, CHILL) и впоследствии может быть использовано для генерации объектного кода сразу для целого ряда платформ. GNU RTL также позволяет писать независимые просмотры оптимизации, причем наличие информации об относительной стоимости выполнения различных операций позволяет задавать как машинно-независимые, так и машинно-зависимые оптимизации.




8.11. Атрибутное дерево разбора
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Атрибутное дерево разбора является, наверное, самой распространенной формой организации внутреннего представления программы. При таком подходе каждая исходная конструкция языка представляется в виде узла дерева, содержащего ссылки на все возможные элементы этой конструкции (естественно, каждый отдельный элемент тоже может иметь сложную структуру и, таким образом, также может быть поддеревом). Кроме того, каждый узел дерева может нагружаться дополнительными атрибутами, такими, как ссылки в таблицы представлений или таблицы идентификаторов. В итоге, вся программа представляется в виде единого дерева разбора.

На слайде в качестве примера приведено атрибутное дерево разбора, порожденное по следующему оператору исходного языка a := a + b; Отметим, что форма представления дерева, использованная на слайде, является типичной при компиляции, так как позволяет изобразить практически сколь угодно сложные деревья на экране компьютера (попробуйте представить себе традиционное изображение дерева разбора для сколько-нибудь сложной программы!).

Деревья разбора привлекательны прежде всего своей гибкостью и возможностью использования в самых разных этапах компиляции - их можно спроектировать таким образом, чтобы они мало зависели от исходного языка и целевой платформы. Деревья разбора легко строить во время анализа исходной программы, а все последующие просмотры компилятора могут быть реализованы в виде самостоятельных обходов этого дерева. Кроме того, некоторые просмотры, такие, как оптимизация программы, удобнее всего выполнять именно над деревьями разбора.

8.12. Польская запись

Польская запись была предложена польским логиком Лукасевичем. В этой форме записи все операторы непосредственно предшествуют операндам. Так, обычное выражение (a+b)*(c-d) в польской записи может быть представлено как *+ab-cd.

Такую форму записи называют также префиксной. Аналогичным образом вводится обратная или постфиксная польская запись, в которой все операторы выписываются после операндов. Скажем, пример, приведенный выше, в обратной польской записи будет записан следующим образом: ab+cd-*. Для представления унарных операций в польской записи можно воспользоваться эквивалентными выражениями, использующими бинарные операции, как в следующем примере: -b -> 0 - b, а можно ввести новый знак операции, скажем, @b . Польская запись может быть распространена не только на арифметические выражения, но и на прочие конструкции языка. Например, оператор a := a + b; может быть записан в польской записи как :=a+ab, а условный оператор if <expr> then <instr1> else <instr2> может быть записан как следующая последовательность операторов:

<expr> <c1> BZ <instr1> <c2> BR <instr2>,

где c1 указывает на первую инструкцию <instr2>, а c2 - на первую инструкцию, следующую за <instr2>, BR - безусловный переход на адрес <c2>, а BZ - переход на <c1> при условии равенства нулю выражения <expr1>.

Пользуясь такой терминологией, мы можем называть традиционную форму записи выражений инфиксной, так как в ней знаки операций расположены между операндами. Понятно, что любое выражение может быть переведено из инфиксной формы в польскую запись и наоборот. Польская запись замечательна тем, что при ее использовании исчезает потребность в приоритетах операций - каждая операция выполняется в порядке появления в исходной цепочке (хотя очевидно, что приоритет операций необходимо учитывать при преобразованиях из инфиксной формы).

Польская запись (особенно обратная) очень хорошо накладывается на стековую модель: каждый встреченный операнд загружается в стек, а операции производятся только на вершине стека: каждая операция снимает необходимое количество операндов с вершины стека и кладет на стек свой результат. Именно такая модель используется в MSIL для реализации большинства операций.

8.13. Триады и тетрады
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Триады и тетрады представляют собой низкоуровневые формализмы записи промежуточного представления программы, приближающие программу к объектному коду. В этих формализмах все операции записываются в виде последовательности действий, выдающих результаты.

Тетрады (также называемые "четверками" или трехадресным кодом) состоят из двух операндов, разделенных операцией, и результата операции, записываемого с помощью равенства и обозначаемого целым числом (см. пример на слайде). Таким образом, тетрады содержат явную ссылку на результат операции. В каком-то смысле, это может считаться недостатком тетрад, так как при прямолинейной генерации кода приходится порождать по одной временной переменной на каждую операцию в программе.

Триады (также называемые "тройками" или двухадресным кодом) построены аналогичным образом, но не содержат явного указания на результат операции, хотя на эти результаты по-прежнему можно ссылаться в последующих командах. Подразумевается, что задачу отслеживания и нумерации всех триад выполняет сам компилятор. Понятно, что триады компактнее тетрад, но с другой стороны, отсутствие явного указания на результат операции может затруднить фазу оптимизации. Эту проблему можно решить путем использования косвенных триад, в которых вместо ссылки на ранее использовавшуюся триаду используется ссылка на элемент специальной таблицы указателей на триады.

Естественно, триады и тетрады также могут быть расширены для записи всех операций, поддерживаемых на данной целевой платформе.

9. Управление памятью и сборка мусора

9.1. Управление памятью с точки зрения разработчика компилятора

Любой компилятор является всего лишь одним из многочисленных приложений, работающих под управлением данной операционной системы, и потому при обращении к системным ресурсам компилятор вынужден полагаться на предоставляемые стандартные функции и примитивы. Таким образом, управление памятью с точки зрения компилятора существенно ограничено возможностями целевой архитектуры и операционной системы. С другой стороны, большое количество решений по управлению памятью делается уже на этапе создания языка программирования (подробнее об этом ниже).

Итак, управление памятью при разработке компилятора является вопросом одновременно и машинно-зависимым, и языково-зависимым. В связи с этим разработчик компилятора должен найти наиболее эффективное отображение средств управления памятью, предлагаемых языком программирования, на заданную аппаратуру и ОС.

При этом зачастую возникает ситуация, когда приходится мириться с существованием сразу нескольких параллельных механизмов управления памятью. Даже в тех языках, в которых программист имеет возможность явного управления памятью, это никак не отменяет стандартных системных механизмов, так как разработчик компилятора обязан обеспечить корректную работу многих элементов программы, скрытых от конечного программиста (например, компилятор должен выделять память под саму оттранслированную программу, системные программы времени выполнения, точки входа и возврата из подпрограмм, временную память для вычисления выражений и т.п.).

9.2. Основные фазы работы с памятью

Память - это один из самых важных ресурсов компьютера. Так как современные языки программирования не обязывают программиста работать напрямую с физическими ячейками памяти, на компилятор языка программирования возлагается ответственность за обеспечение доступа к физической памяти, ее распределение и утилизацию. В качестве ресурса могут выступать самые разные логические и физические единицы: обычные переменные примитивного типа, массивы, структуры, объекты, файлы и т.д. Со всеми этими объектами необходимо работать и, следовательно, обеспечить выделение памяти под связанные с ними переменные в программах.

Для этого компилятор должен последовательно выполнить следующие задачи:

· выделить память под переменную;

· инициализировать выделенную память некоторым начальным значением;

· предоставить программисту возможность использования этой памяти;

· как только память перестает использоваться, необходимо ее освободить (возможно, предварительно очистив)

· наконец, необходимо обеспечить возможность последующего повторного использования освобожденной памяти.

С точки зрения программиста, описанная выше схема кажется очень простой. Тем не менее, аккуратно реализовать эти действия в компиляторе и добиться корректной работы программ, использующих этот механизм, достаточно сложно из-за различных проблем. Об этом свидетельствует и тот факт, что большинство ошибок, возникающих в современных программах, связано с некорректным использованием памяти. На следующих слайдах мы рассмотрим наибоелее распространенные проблемы, связанные с управлением памятью.

9.3. Проблемы управления памятью

Самая большая неприятность управления памятью заключается в том, что память не бесконечна и потому приходится постоянно учитывать возможность исчерпания свободной памяти. Конечно, эта проблема постепенно теряет свою остроту в связи с постоянным удешевлением аппаратуры компьютеров, но учитывать эту опасность придется всегда.

Другая проблема возникает в тех случаях, когда язык программирования предоставляет программисту явный механизм управления памятью (такой, как malloc/free в языке С или new/delete в С++). В этих случаях компилятор не может гарантировать правильность работы обрабатываемых им программ и эта ответственность возлагается на программиста. К сожалению, люди значительно менее надежны, имеют тенденцию ошибаться и даже повторять свои ошибки, а во многих случаях и попросту игнорируют предоставленные им механизмы. Поэтому при таком подходе обычно возникает множество ошибок, что, в свою очередь, ведет к необходимости кропотливой отладки программ и существенно затрудняет работу программиста.

Особая неприятность ошибок, возникающих при некорректной работе с памятью, заключается в том, что эти ошибки относительно непредсказуемы, могут возникать в крайне редких случаях, могут зависить от порядка исполнения предыдущих операторов программы и потому существенно труднее в обнаружении и исправлении, чем обычные "алгоритмические" ошибки. Например, типичной ошибкой является выделение ресурса лишь в одной из возможных ветвей условного оператора с последующим безусловным использованием или освобождением этого ресурса в последующих частях программы.

Однако в некоторых случаях трудно обойтись без участия программиста. Например, освобождение ресурсов, ассоциированных с какими-либо внешними сущностями (файлами на диске, записями баз данных, сетевыми соединениями и т.п.), обычно требует явных операций по закрытию. В таких случаях простое освобождение памяти, занимаемой переменной в программе, решит только часть проблемы, так как после этого файл или запись в базе данных останутся недоступными для других приложений.

С точки зрения программиста, память становится свободной как только выполняется оператор явного освобождения памяти ( free/delete ) или в момент окончания времени жизни последней переменной, использующей данную область памяти. Эти операции, делающие структуру данных логически недоступной, называются уничтожением памяти . Однако с точки зрения разработчика компилятора в этот момент вся работа только начинается.

В случае с явным освобождением памяти все более или менее очевидно, хотя, как мы видели выше, и связано с проблемами для программиста. Но все равно большинство переменных освобождается автоматически (в конце блока, процедуры и т.д.). Поэтому момент окончания использования памяти еще необходимо отследить, т.е. понять, что данный фрагмент памяти действительно никто больше не использует. Это не всегда тривиально, так как в программе может существовать несколько элементов, связанных с данной областью памяти. В таких случаях говорят о существовании различных путей доступа к структуре. Наиболее простой пример - это два указателя, указывающих на один и тот же адрес. Другой пример - передача массива параметром в процедуру. В общем случае отслеживание всех путей доступа к структуре трудно реализуемо и дорогостояще.

Затем освобожденную память необходимо вернуть системе как свободную - утилизировать. Отметим, что операции уничтожения памяти и утилизации могут быть сильно разнесены по времени. Более того, в большинстве языков у программиста нет возможности форсировать утилизацию данного конкретного объекта (хотя в C# такая операция предусмотрена для крупных объектов).

Понятно, что утилизация памяти сильно затруднена из-за проблем с определением единственности доступа к уничтожаемой области памяти. На следующем слайде мы рассмотрим проблемы, которые могут возникнуть при различных ошибках в этом процессе.

9.4. Висячие ссылки и мусор

Различные ошибочные сценарии, возникающие в процессе утилизации мусора, могут быть сведены к двум основным проблемам (для простоты изложения будем считать, что программа написана на языке, в котором допускается явное управление памятью):

1. Предположим, что программист создает две различных переменных, указывающих на одну и ту же структуру данных, а затем уничтожает одну из переменных вместе с ее содержимым (т.е. уничтожение памяти вместе с утилизацией). После этого вторая переменная указывает на неопределенную область памяти. Такие переменные называются висячими ссылками . Приведем пример на С:

2. void* p = malloc (32000);

3. q = p;

4. free (p); // освобождает память, на которую указывает p, но указатель в q не 

          // уничтожается и возникает висячая ссылка

5. Для избежания первой проблемы можно предложить такую схему работы, в которой уничтожение памяти сводится только к разрушению пути доступа, а физически память не возвращается до тех пор, пока не будет уничтожена последняя переменная, использующая эту память. Однако тогда из-за трудности отслеживания всех путей доступа к данной структуре может возникнуть такая ситуация, когда все переменные будут уничтожены, а память так и не возвращена. В таком случае говорят, что память стала мусором.

Проиллюстрируем на еще одном примере:

void* p = malloc (32000);  

p = q; // уничтожает единственный указатель на память, делая ее мусором

Можно сказать, что висячие ссылки возникают в тех случаях, когда память утилизируется "слишком быстро" (т.е. раньше, чем память действительно перестает использоваться), а мусор - когда память утилизируется "слишком медленно" (т.е. позже, чем она могла бы быть возвращена). Висячие ссылки более опасны, так как могут приводить к некорректной работе программы, в то время как появление мусора вполне допустимо. Борьбу с мусором обычно возлагают на специальный процесс, называемый сборкой мусора (garbage collection) .

9.5. Статическая и динамическая память

При создании компилятора необходимо различать два важных класса информации о программе:

· Статическая информация, т.е. информация, известная во время компиляции

· Динамическая информация, т.е. сведения, неизвестные во время компиляции, но которые станут известны во время выполнения программы

Например, значения констант в строго типизированных языках известны уже во время компиляции, в то время как значения переменных в общем случае становятся известными уже только во время выполнения программы. Статически мы знаем количество веток в операторе switch, но определить, какая из них выполнится, мы сможем уже только во время выполнения программы.

В приложении к управлению памятью разделение всей информации на статическую и динамическую позволяет определить, каким механизмом распределения памяти необходимо пользоваться для той или переменной, структуры или процедуры. Например, размер памяти, необходимой под простые переменные, можно вычислить (и, соответственно, выделить необходимую память) уже во время компиляции, а вот память, запрашиваемую пользователем с размером, заданным с помощью переменной, придется выделять уже во время выполнения программы. Понятно, что статическое распределение памяти при прочих равных условиях предпочтительнее ("дешевле").

Особенно интересны "пограничные" случаи, такие, как выделение памяти под массивы. Дело в том, что размер памяти, необходимой под массивы фиксированного размера, в большинстве современных языках программирования можно посчитать статически. И тем не менее, иногда распределение памяти под массивы откладывают на этап выполнения программы. Это может быть осмысленно, например, для языков, разрешающих описание динамических массивов, т.е. массивов с границей, неизвестной во время компиляции. К таким языкам относятся Алгол 68, PL/I, C#. В этом случае механизм распределения памяти будет одинаковым для всех массивов. А вот в Паскале или С/С++ память под массивы всегда можно выделять статически.

9.6. Влияние управления памятью на языки программирования

При выборе того или иного метода распределения памяти необходимо учитывать специфику исходного языка программирования, так как практически все языки программирования ориентированы на какой-то механизм управления памяти, который должен быть основным (или даже единственным) для данного языка.

Например, язык Фортран изначально проектировался таким образом, чтобы для программ на Фортране достаточно было использовать только статическое распределения памяти и, следовательно, написание компиляторов Фортрана упрощалось. Для этого пришлось пожертвовать многими языковыми возможностями, которые сегодня считаются общепринятыми. Например, синтаксис Фортрана легко было бы расширить для включения в него рекурсивных процедур, но тогда при компиляции программ пришлось бы использовать стековый механизм распределения программ.

В языке С подразумевается использование более широкого набора методов управления памятью, но при этом ответственность за управление памятью в большинстве случаев возлагается на самого программиста. Таким образом, достигается некоторое равновесие между создателем компилятора и конечным программистом: сложность написания компилятора несколько увеличивается, но при этом язык предоставляет большие возможности. Программист же получает в свои руки мощный механизм управления памятью. Если программист с ним не справится - тем хуже для программиста.

Наконец, языки Java и C# не предоставляют программисту никакого механизма для явного выделения или освобождения памяти. В этих языках вся ответственность за управление памятью лежит на механизме сборки мусора, а следовательно, на разработчиках компилятора.

9.7. Неявное управление памятью

В развитии языков программирования наблюдается отчетливая тенденция к усложнению средств управления памятью, требуемых при реализации транслятора, в частности, необходимость реализации сборки мусора. Параллельно с этим происходит полный или частичный отказ от предоставления программисту явных средств управления памятью.

Естественно, что у такого подхода есть как свои преимущества, так и свои недостатки. Среди недостатков следует особо выделить потенциальное замедление программ, использующих сборку мусора, что может отрицательно сказаться на приложениях, работающих в масштабе реального времени. Однако проблема нехватки памяти становится все менее острой по мере удешевления аппаратной памяти: большинство приложений попросту не будет испытывать потребности в дополнительной памяти. Это особенно приятно, так как такие приложения практически не несут никаких накладных расходов на управление памятью.

Кроме того, неявное управление памятью освобождает программиста от большого объема рутинной работы по отслеживанию занимаемой и возвращаемой памяти, так как все проблемы этого процесса "скрываются" от него компилятором. Это значит, что с программиста снимается ответственность за еще один системный вопрос, не относящийся напрямую к его основным задачам и он сможет больше времени посвящать собственно прикладным вопросам.

Приблизительно такой же подход к "скрытию чрезмерной сложности от программиста" обеспечил в свое время широкое распространение языков высокого уровня. Вряд ли переход на неявное управление памятью приведет к такому же резкому увеличению производительности, как при переходе с ассемблера на языки высокого уровня, но упрощение работы программиста должно быть заметным.

Другая аргументация в пользу неявного управления памятью связана с тем, что как уже говорилось выше, программист в любом случае не сможет управлять всей памятью целиком - трудно представить себе современного программиста, самостоятельно расставляющего точки возврата из процедур и распределяющего регистры под временные переменные. В то же время наличие одновременно двух механизмов управления памятью (системного и программистского) может существенно усложнить работу компилятора или привести к необходимости создания отдельных областей памяти и программ для поддержки явных механизмов управления памятью. В конечном итоге это приводит к уменьшению эффективности управления памятью в целом.

Итак, неявное управление памятью сегодня является наиболее популярным методом, но для справедливости отметим, что из этого не следует делать далеко идущих выводов. Теория и практика языков программирования активно развиваются, и то, что находится в забвении сегодня, может стать популярным завтра. Так, в середине 70-х годов большинство исследователей было уверено, что неявное управление памятью окончательно вытеснило все остальные методы. Единственным представителем явного управления памятью был уже не очень популярный PL/I с оператором ALLOCATE . При этом стоимость неявного управления казалась уже вполне приемлемой.

Однако с появлением языка С и резким нарастанием его популярности ситуация кардинально изменилась. Во главу угла стали ставить эффективность и предоставление программисту широких возможностей по влиянию на системные процессы. В результате, системы со сборкой мусора в течение ближайших 20-25 лет преимущественно оставались уделом академических исследователей. Только дальнейшее удешевление аппаратуры и желание избавиться от ошибок управления памятью помогли неявному управлению памятью возвратить себе позиции среди практических языков программирования.

9.8. Фазы управления памятью

Как мы уже говорили выше, действия любого метода управления памятью можно разделить на некоторые стандартные фазы. Мы будем выделять три крупных этапа:

· Начальное выделение памяти

· Утилизация памяти

· Уплотнение и повторное использование

Во время начального распределения памяти необходимо разметить всю память как свободную либо используемую в каких-то целях. Кроме того, необходимо каким-то образом учитывать свободную память. Далее, система должна обнаруживать фрагменты памяти, которые были использованы, но уже стали ненужными. Такие фрагменты подлежат утилизации для дальнейшего повторного использования. Утилизация может быть как простой (в тех случаях, когда освобождаемые участки памяти смежны и непрерывны), так и достаточно сложной (в тех случаях, когда участки освобождаются в различных областях памяти или в случайном порядке). Наконец, память должна быть повторно использована. Для этого, возможно, потребуется применение механизмов уплотнения свободной памяти в целях создания нескольких больших блоков свободной памяти из множества маленьких. Можно выделить три основных метода управления памятью (мы приводим их в порядке возрастания сложности реализации):

· Статическое распределение памяти 

· Стековое распределение памяти

· Представление памяти в виде кучи (heap)

Ранее многие языки проектировались в расчете на какой-то один их этих механизмов управления памятью. Сегодня большинство языков программирования требуют от компиляторов использования всех трех механизмов управления памятью - обычно подразумевается применение самого "дешевого" из пригодных способов. В дальнейшем

9.9. Статическое управление памятью

Статическое управление памятью представляет собой простейший способ распределения памяти и было достаточно распространено на заре развития языков программирования. Если структура языка позволяет обойтись статическим распределением памяти, то удается достичь максимальной эффективности программы в целом, так как во время выполнения не приходится выделять и освобождать память, делать какие-либо проверки и прочие дорогостоящие и часто возникающие операции. Любопытно, что именно по этой причине "выжил" один из самых ранних языков программирования Фортран. Дело в том, что для Фортрана можно в среднем скомпилировать более эффективную программу, чем для языков с более сложной системой управления памятью, а именно скорость выполнения была главным параметром в основных областях применения этого языка (математические и прочие научные расчеты). Со временем эффективность работы программы стала менее важной, чем удобство программирования, но к тому моменту уже был накоплен огромный багаж работающих программ, и потому Фортран по-прежнему скорее жив, чем мертв. Как мы уже говорили выше, желание свести все к статическому управлению памятью заставляет разработчиков отказаться от многих конструкций, привычных для программиста. Приведем некоторые примеры: рекурсивные процедуры (так как неизвестно, сколько раз будет вызвана процедура, и непонятно, как различать экземпляры процедуры), массивы с неконстантыми или изменяющимися границами и вложенные процедуры/подпрограммы. Подводя краткие итоги, в распоряжении программиста оказываются только простые переменные, структуры и массивы фиксированного размера. Именно такой аскетичный набор данных предоставляют Фортран и Кобол. Сегодня это может показаться удивительным, но даже с таким ограниченным набором возможностей люди ухитрялись создавать крупные промышленные системы! Однако не во всех случаях это удобно, например, сложно представить себе процесс написания тех же компиляторов на Коболе.

9.10. Пример статического распределения памяти
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DIMENSION INTEGER A (99}
READ (1,5) K
FORMAT (12)
IF (K .EQ. 0) 60 TO 30

RES = SUM(A,K)

END

FUNCTION SUM(V,N)
DIMENSION V ()
sm = 0
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st = sy’ + V(D)
RETURN

END
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Рассмотрим статическое управление памятью на небольшом примере на Фортране. В этом языке вся память может быть выделена статически и во время выполнения программы будут меняться только значения простых переменных и элементы массива. Для этого каждая функция транслируется в статически выделенную область памяти, которая содержит сам код и связанные с ним данные, а связь между подпрограммами осуществляется через блоки данных, общие для нескольких подпрограмм ( COMMON ) или путем передачи параметров и передачи управления при нерекурсивных вызовах. Типы данных могут быть только одного из пяти заранее заданных видов, а переменные никогда не освобождаются.

Все это позволяет прибегнуть к максимально простому способу представления данных в памяти - одномерному массиву переменных. При этом главная функция компилируется независимо от функции SUM и потому для них создаются два различных адресных пространства. Странслированные подпрограммы объединяются уже только во время загрузки.

Любопытно, что в Фортране зафиксирована даже схема представления в памяти многомерных массивов, причем порядок записи в каком-то смысле уникален, так как требует хранить двумерные массивы по столбцам, а не по строкам. Другая особенность Фортрана более неприятна: из-за того, что во время выполнения не производятся никакие проверки, могут быть пропущены серьезные ошибки (скажем, выход за границы массива или извлечение вещественного значения в целую переменную, наложенную на ту же память с помощью оператора EQUIVALENCE ).

Практически во всех языках управление памятью включает в себя статическую компоненту, так как этот способ распределения памяти наиболее дешев и не требует накладных расходов во время исполнения. Статически можно распределять константы, переменные и фиксированные массивы. В более сложных языках программирования для распределения памяти нам придется отталкиваться от значений, которые станут известны только во время исполнения.

9.11. Стековое управление памятью

Так как статическое распределение памяти чрезмерно ограничивает программиста, проектировщикам языков программирвоания со временем пришлось перейти к более сложным средствам управления памятью, работающим во время выполнения программы. Самым простым из таких методов является стековое управление памятью . Его идея заключается в том, что при входе в блок или процедуру на вершине специального стека выделяется память, необходимая для размещения переменных, объявленных внутри этого блока. При выходе же из блока память снимается не "вразнобой", а всегда только с вершины стека. Понятно, что задачи утилизации и повторного использования становятся тривиальными, а проблемы уплотнения просто не существует.

При таком подходе все значения каждого блока или процедуры объединяются в единую часть стека, называемую рамкой . Для управления памятью нам потребуется указатель стека, показывающий на первый свободный элемент, и указатель рамки, хранящий адрес дна рамки (это потребуется при выходе из блока или процедуры).

Стековое управление памятью особенно выгодно для языков со строгой вложенной структурой входов в процедуры и выходов из них. Дополнительно необходимо потребовать, чтобы структуры данных имели фиксированный размер, могли создаваться программистом только при входе в процедуру и обязательно уничтожались при выходе. Тогда всю информацию, необходимую для работы данной процедуры или подпрограммы, можно собрать в так называемую активационную запись , полностью определяющую данный экземпляр процедуры. В таком случае стекового управления памятью достаточно для всех элементов данных, используемых в программе.

Таким образом, по сравнению со статическим распределением памяти нам удалось снять ограничения на вложенные процедуры и рекурсивные вызовы, но мы по-прежнему требуем от всех переменных фиксированных размеров. Зато при выходе из процедуры компилятор точно знает размер освободившегося блока (следовательно, сколько ячеек памяти надо снять с вершины стека). Языками, пригодными для стекового управления памятью, являются Паскаль, Алгол 68 и Модула 2.

9.12. Пример стекового управления памятью памяти

[image: image1675.png]wvar in : integer;

function Digits (integer n] : integer;
var m : integer;
Begin

if n < 10 then return n
else begin
m = n div 10;
return n - w10 + Digits (m);
end;
end;

begin
read (in);
writeln (Digits(in)};
end.

Viasarem

m

Bepunz

crma | o

fcmma | m | Viesen

samcs 1 Bepum
n crea

Aunima, | in in

samcs 1

CocromHue cTeka
rocnc BToporo
BbI30BA IpoLICAYpHI

Digits

Coctomme crexa
nocne Bowmpara b
sty
npoueaypy
TporpavLt




Проиллюстрируем стековый механизм управления памятью с помощью небольшого примера на Паскале. На слайде приведена программа, использующая рекурсивную процедуру Digits для вычисления суммы цифр числа. При этом нам необходимо уметь различать экземпляры процедуры Digits , для этого необходимо создавать независимые активационные записи для различных экземпляров. На первом рисунке показан момент после первого рекурсивного вызова. После возврата в главную программу со стека снимаются не нужные более переменные и указатель вершины стека перемещается вниз (этот момент показан на втором рисунке).

Отметим, что в языках, в которых присутствует динамическая информация, в каждой рамке вначале распределяется вся статически известная память, а все остальные переменные размещаются над статической частью. Таким образом, в момент компиляции мы еще не знаем адреса рамок, но, по крайней мере, мы сможем распределять статические адреса относительно начала определенной рамки. Другой подход к решению проблемы размещения динамической информации связан с размещением в статической части только информации, известной во время компиляции, и указателей на сами переменные в динамическую часть рамки стека или в кучу.

Еще одно замечание связано с вопросом параллелизма: при наличии параллелизма невозможно гарантировать последовательность выходов из процедур и потому чисто стековый механизм управления памятью недостаточен (хотя эту проблему можно решить путем разветвления стека в момент распараллеливания процесса).

9.13. Управление кучей

Наконец, последним механизмом управления памятью является управление кучей . Этот механизм предназначен для работы со всеми структурами данных, которые по тем или иным причинам не пригодны для статического или стекового распределения памяти. Потребность в куче возникает всякий раз, когда выделение и освобождение памяти может потребоваться в непредсказуемый момент времени. Более того, большинство современных объектно-ориентированных языков программирования попросту не могут обойтись без динамического выделения и уничтожения объектов. Так что хорошо это или плохо, но управление кучей становится одним из основных механизмов управления памятью в современных системах.

При управлении кучей проблемы утилизации и уплотнения памяти становятся весьма серьезными: моменты возврата памяти не всегда очевидны, порядок возврата памяти просто непредсказуем, а память, отведенная для распределения под новые объекты, обычно напоминает решето. Решение этих проблем возлагается на механизм сборки мусора . В этом процессе выделенная ранее память пересматривается с целью обнаружения неиспользуемых фрагментов, а высвобожденная память передается для повторного использования. Сборка мусора впервые появилась в трансляторах с языка LISP, в котором концепция управления кучей была практически единственным механизмом управления памятью.

Наверное, самой критичной проблемой управления кучей является отслеживание активных элементов в памяти: как только возникнет потребность в освобождении дополнительной памяти, процесс сборки мусора должен будет утилизировать все неиспользуемые более фрагменты памяти. Определить, используется ли данный момент в программе, можно несколькими способами. Наиболее распространенными из них являются счетчики ссылок и различные алгоритмы разметки памяти.

9.14. Отслеживание свободной памяти с помощью подсчета ссылок

Самый простой способ отслеживания свободной памяти заключается в приписывании каждому объекту в памяти специального счетчика ссылок, показывающего количество "живых" переменных, использующих данный объект. При первичном выделении памяти в программе счетчику присваивается значение, равное единице; при создании новых указателей на данный фрагмент памяти, значение счетчика увеличивается на единицу. Если какая-то из переменных, указывающих на данный фрагмент памяти, перестает существовать, значение счетчика ссылок уменьшается на единицу. При достижении счетчиком нуля фрагмент памяти считается более не используемым и может быть утилизирован. Отметим также, что в эту схему легко вписывается и явное управление памятью: оператор free приводит к простому уменьшению счетчика ссылок на единицу.

Этот метод прост, понятен и легко реализуется, но, к сожалению, у этого метода есть серьезные недостатки. Во-первых, приведенный выше алгоритм в некоторых случаях не справляется с определением свободной памяти. Например, для циклического списка уничтожение внешнего указателя на эту структуру делает ее мусором, и в то же время счетчики ссылок циклического списка не становятся равными нулю, т.к. элементы списка указывают друг на друга.

Во-вторых, использование механизма счетчиков ссылок связано со значительной потерей эффективности во время исполнения, так как при каждом присваивании в программе необходимо производить соответствующие арифметические операции. Все эти действия могут оказаться совершенно бесполезными, если программе хватит исходного объема памяти, а это противоречит одному из принципов трансляции, согласно которому программы не должны терять в производительности из-за языковых или компиляторных механизмов, которыми они не пользуются.

Из-за этих проблем механизм счетчиков ссылок не получил широкого распространения. Сегодня он используется только в редких случаях и обычно для крупных объектов, т.к. для них дополнительные затраты памяти не так заметны, а проблема цикличности неактуальна (см., например, счетчики ссылок COM-объектов на платформе Windows).

9.15. Отслеживание свободной памяти с помощью разметки

Другим методом отслеживания свободной памяти является механизм разметки памяти . При этом подходе все действия по поиску неиспользуемых переменных откладываются до возникновения недостатка памяти, т.е. до того момента, когда программа требует выделить фрагмент слишком большого размера. В этот момент стартует процесс сборки мусора, начинающийся именно с разметки памяти.

Разметка памяти начинается с обнаружения всех заведомо живых элементов программы. К таким причисляются все объекты за пределами кучи (на стеке, в регистрах процессора и т.д.), а также все объекты в куче, на которые они указывают. Все эти элементы помечаются как используемые. Затем мы перебираем все используемые элементы и помечаем все прочие объекты, на которые они ссылаются. Этот процесс повторяется рекурсивно до тех пор, пока мы не перестаем находить новые используемые элементы.

Следующий просмотр сборки мусора утилизирует все элементы, не помеченные как живые, а также уплотняет все живые элементы, сдвигая их в начало кучи. Очевидно, что затем сборщику мусора придется поменять все значения указателей, используемых в программе; в связи с этим на время сборки мусора все остальные процессы приостанавливаются.

В отличие от счетчиков ссылок, механизм разметки памяти не приводит к замедлению программ, не использующих сборку мусора. Но если потребность в сборке мусора все-таки возникает, то скорее всего, все процессы будут заморожены на некоторое время, которое, скорее всего, будет заметно даже пользователю.

9.16. Некоторые свойства сборки мусора

Сборка мусора обладает рядом интересных свойств. Начнем с того, что реализация сборки мусора всегда нетривиальна, так как к ней одновременно предъявляются требования эффективности (иначе процесс сборки мусора будет заметно тормозить исполнение программы) и использования минимально возможного объема памяти (так как сам факт вызова сборки мусора уже означает недостаток памяти). Прямолинейный обход всех достижимых элементов потребует специальной дополнительной памяти под стек значений, что нежелатально, так как эта память будет потеряна для обычных приложений.

Для решения этой проблемы Шорром и Уэйтом еще в 1968 году был предложен алгоритм с обращением указателей : во время маркировки каждого следующего элемента мы будем обращать указатель на него, а при достижении последнего достижимого элемента вернемся по списку в обратном направлении, опять-таки обращая указатели. При такой схеме обхода достаточно всего двух переменных для хранения рабочих указателей и одного дополнительного поля в каждом обрабатываемом элементе (для хранения отметки, обработан этот элемент или нет). Однако этот алгоритм работает заметно медленней. Современные методы маркировки обычно используют какое-то сочетание приведенных выше методов. Более подробно эта тема освещена в книге Д. Кнута "Искусство программирования", том 1, раздел 2.3.5 "Списки и сборка мусора".

Другая интересная особенность сборки мусора заключается в том, что затраты на ее исполнение обратно пропорциональны объему высвобожденной в результате памяти. Это связано с тем, что основные затраты во время сборки мусора приходятся именно на фазу маркировки и, следовательно, чем больше активных элементов в куче, тем процесс дороже. В предельных случаях - когда в результате сборки мусора освобождается совсем мало памяти - программа практически прекращает полезную деятельность, так как для продолжения работы ей снова и снова приходится прибегать к сборке мусора, но скорее всего, никакого улучшени при этом не происходит (в таких случаях говорят, что программа "жужжит"). По этой причине многие алгоритмы сборки мусора ставят для себя специальную нижнюю границу: если алгоритму не удалось освободить больше некоторого заранее заданного объема памяти, то программа тут же завершается.

9.17. Поколения объектов

Упомянем еще одну распространенную оптимизацию, применяемую при сборке мусора: учет поколений объектов. Практические исследования показали, что в современных языках программирования активность объекта зависит от его возраста, причем нетривиальным образом: чем старше объект, тем больше его ожидаемое время жизни. Подавляющее большинство элементов программы используются сугубо локально, чаще всего все время жизни переменной в программе (от описания до последнего использования) умещается в пределы одного блока, процедуры или метода. Кроме того, типичный объект связан, в основном, со своими "сверстниками" и чаще всего умирает вместе с ними. Исходя из этого, логично предположить, что сборка мусора будет наиболее эффективной при обработке недавно созданных объектов. Действительно, большинство объектов утилизируются при первом же вызове сборки мусора.

Поэтому в целях уменьшения времени работы современные алгоритмы сборки мусора специально помечают объекты, пережившие сборку мусора. Такие объекты объединяются в поколения : к нулевому объекту относят объекты, не пережившие еще ни одной сборки мусора, к первому поколению - объекты, пережившие одну сборку мусора и т.д. В дальнейшем сборщик мусора постарается ограничиться обработкой только нулевого поколения (например, во время разметки памяти сборщик мусора не перебирает указатели из "старых" объектов). Если при этом высвобождено достаточно памяти для дальнейшей работы, то сборка мусора на том прекращается, если же нет, то производится сборка мусора в первом поколении, затем при необходимости во втором и т.д.

9.18. Алгоритм выделения памяти в .NET

Основными механизмом работы с памятью в .NET являются неявное управления памятью, стековый механизм выделения памяти и сборка мусора, использующая поколения и механизм "разметки-и-уплотнения" (mark-and-compact). Сразу оговоримся, что платформа .NET содержит также средства, позволяющие обойти эти ограничения, например, C# содержит специальный оператор fixed и некоторые средства управления механизмом сборки мусора, но в данной лекции мы их проигнорируем.

Для начального выделения памяти простой стековый механизм: имеется один указатель на следующее свободное место в куче, который после помещения в кучу очередного объекта увеличивается на его размер. Понятно, что в какой-то момент указатель кучи может выйти за пределы доступного адресного пространства - в этот момент начинает работу алгоритм сборки мусора. В целях оптимизации процесса сборка мусора чаще всего ограничивается обходом нулевого поколения - чаще всего этого оказывается достаточно.

Для сборки мусора производится маркировка активных элементов; она начинается с так называемых корневых объектов, список которых хранится в JIT-компиляторе .NET и предоставляется сборщику мусора. По окончании маркировки все активные элементы сдвигаются к началу кучи путем простого копирования памяти. Так как эта операция компрометирует все указатели, сборщик мусора также исправляет все ссылки, используемые программой.

Реально алгоритм сборки мусора, используемый в .NET, существенно сложнее, так как включает в себя такие оптимизации как слабые ссылки, отдельную кучу для крупных объектов, сборку мусора в многопоточных приложениях и т.д. Подробное описание алгоритма сборки мусора .NET можно найти в статье Дж. Рихтера "Automatic Memory Management in the Microsoft .NET Framework", MSDN Magazine, Nov/Dec 2000.

9.19. Пример на сборку мусора

Пример на сборку мусора

using System;

using System.Collections;

class GarbageClass {

    public static int Main(String[] args) {

      // ArrayList object created in heap, myArray is now a root

      ArrayList myArray = new ArrayList();

      // Create 10000 objects in the heap

      for (int x = 0; x < 10000; x++) {

         myArray.Add(x.ToString()); //Object created in heap

      }

      foreach (object currValue in myArray)

      {

         string s = (string)currValue;

         Console.WriteLine (s);

      }

      System.GC.Collect (GC.GetGeneration(myArray[0]));

      return 0;

   }

}

Проиллюстрируем основные концепции сборки мусора на простом примере. На слайде приведен класс GarbageClass, главный метод которого создает список myArray, а затем в цикле добавляет в этот список 10 000 строковых объектов. Все эти объекты создаются в куче; время их жизни распространяется до конца метода Main.

Затем все элементы myArray перебираются в цикле foreach, и значение каждого элемента печатается на экран. При этом на каждой итерации цикла происходит создание объекта в куче (это, конечно же, жутко неэффективно - по-хорошему надо было бы передавать currValue непосредственно в метод WriteLine, но мы как раз хотим продемонстрировать пример, в котором много мусора).

Наконец, непосредственно перед выходом мы явным образом вызываем сборщик мусора, причем уточняем, что хотим произвести сборку только в том поколении объектов, к которому принадлежит начальный элемент myArray. В нашем случае это не очень важно, но в приложениях с большим объемом вычислений это может оказаться удобным.

9.20. Интерфейс компилятора со сборщиком мусора

В общем случае, между компилятором и сборщиком мусора должен существовать некоторый интерфейс, который обеспечивал бы передачу всей информации, необходимой для работы сборщика мусора. К такой информации можно отнести, например, адреса корневых объектов, схема размещения и выравнивания записей в куче, информация о переменных, содержащих указатели и т.п.

Однако в .NET необходимости в таком интерфейсе не возникает, так как сборщик мусора может самостоятельно получить всю необходимую ему информацию во время исполнения программы от библиотек динамической поддержки .NET. Это становится возможным благодаря тому, что .NET использует единую систему типов (Common Type System, см. "Введение и обзор платформы .NET" ) и запрещает потенциально опасные преобразования данных. Единственная трудность, связанная с использованием такого решения, может возникнуть при реализации компиляторов с языков, обладающих системой типов данных, отличной от .NET. В этом случае типы данных, специфические для реализуемого языка придется эмулировать с помощью типов .NET или путем создания специального класса, реализующего необходимую функциональность.

С другой стороны, в компиляторах, генерирующих ассемблерный код, интерфейс между компилятором и сборщиком мусора практически неизбежен, так как даже в простейших случаях невозможно провести различие между некоторыми типами данных - например, непонятно, как можно определить по 4-байтовому значению, является ли оно простым целым числом или указателем. Информация такого рода теряется в процессе компиляции и потому должна специально сохраняться для сборщика мусора.

10. Оптимизация

Под оптимизацией понимают последовательность эквивалентных преобразований исходной программы, уменьшающих ее стоимость. Как набор, так и порядок выполнения этих преобразований зависят от того, что считается стоимостью программы. В качестве такой стоимости могут выступать, например, среднее время работы, объем кода и т.д. Эффективность оптимизации также зависит от отношения эквивалентности и от размера участка экономии, на котором эта оптимизация проводится (обычно оптимизированной программе разрешается иметь большую область определения, чем исходной). За счет оптимизации невозможно добиться существенного улучшения алгоритма программы, можно только говорить об улучшении реализации этого алгоритма. В удачных случаях оптимизация может ускорить программу в несколько раз. Полезность применения оптимизации обусловлена следующими причинами:

· Распространением языков сверхвысокого уровня, языков спецификации и систем проектирования. Как правило, подобные системы порождают программы на некотором языке высокого уровня. В этом случае оптимизация может нейтрализовать избыточность такого порождения, приблизив качество сгенерированной программы к ручному программированию.

· Необходимостью поддержки и сопровождения готовой программы. Такие требования зачастую приводят к тому, что программисты используют не самые эффективные решения в целях улучшения наглядности или легкости сопровождения программ (очень часто соображения эффективности и сопровождаемости противоречат друг другу). В то же время недостатки эффективности могут быть исправлены оптимизатором при генерации окончательной программы.

· Усилением контроля семантических ошибок. Такие ошибки требуют специального анализа исходной программы, который может являться побочным результатом действий оптимизатора.

10.1. Виды оптимизации

Существует много различных классификаций оптимизирующих преобразований. Здесь мы рассмотрим классификации по уровню представления программы и по размеру участка экономии.

В зависимости от уровня представления программы различают следующие виды оптимизации:

· Оптимизацию на уровне исходного языка. При этом в результате трансформации получается программа, записанная в том же самом языке.

· Машинно-независимую оптимизацию. В этом случае преобразованию подвергается программа на уровне машинно-независимого промежуточного представления, общего для группы входных или машинных языков.

· Машинно-зависимую оптимизацию, то есть оптимизацию на уровне машинного языка.

С точки зрения эффективности наиболее предпочтительной является машинно-зависимая оптимизация, поскольку именно с ее помощью можно учесть особенности конкретной вычислительной среды, однако машинно-зависимый оптимизатор непереносим. С другой стороны, преобразование программы на уровне исходного языка позволяет получить более эффективную программу, допускающую дальнейшее развитие и сопровождение. Наконец, машинно-независимая оптимизация на уровне промежуточного представления является компромиссом между этими двумя крайними случаями.

Другим важным для качества оптимизации соображением является также размер участка экономии, то есть того фрагмента программы, в рамках которого производится оптимизирующее преобразование. Чем больше участок экономии, тем больше информации о свойствах программы доступно оптимизатору. Классификация оптимизации относительно участка экономии приведена на слайде.

10.2. Зависимость между оптимизациями

Как правило, эффект оптимизации достигается применением серии разнородных оптимизирующих преобразований. Здесь мы рассмотрим возможные зависимости между ними и их влияние на результаты друг друга.

С одной стороны интуитивно понятно, что конкретное оптимизирующее преобразование применимо не к произвольной программе (например, никакое оптимизирующее преобразование не применимо к оптимальной программе). С другой стороны, последовательность оптимизирующих преобразований, применяемых к программе, можно трактовать как серию изолированных преобразований, применяемых к разным программам (а именно, к исходно программе, к программе после первого преобразования, к программе после второго преобразования и т.д.). Отсюда возникают следующие возможные зависимости между оптимизирующими преобразованиями.

· Независимость. Преобразования T1 и T2 называются независимыми, если применение одного из них к программе не влияет на применимость другого.

· Повторность. Преобразование T1 повторно по отношению к преобразованию T2 , если для произвольной программы p из применимости к ней T2 следует применимость его к T1 (p) .

· Тупиковость. Преобразование T1 тупиково по отношению к преобразованию T2 , если для произвольной программы p T2 неприменимо к T1 (p) .

10.3. Стадии оптимизации
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Проведение оптимизирующего преобразования обычно осуществляется в несколько стадий. Рассмотрим каждую из них на конкретном примере.

· Фрагментация. Под фрагментацией понимается выделение некоторого участка программы, к которому может быть применено преобразование. В данном случае таким участком является последовательность операторов, один из которых - условный оператор без части else. Задачу фрагментации решает анализ потока управления. Заметим, что различные оптимизирующие преобразования требуют выделения различных фрагментов исходной программы, так что количество задач фрагментации достаточно велико. Некоторые алгоритмы фрагментации подробнее рассмотрены в лекции 12.

· Проверка контекстных условий, то есть выяснение применимости оптимизирующего преобразования к данному фрагменту. В данном случае необходимо проверить, что значение переменной a после первого присваивания фрагмента не используется в случае ложности условия p(x) . Задачи такого рода решаются с применением анализа потоков данных. Примеры задач анализа потоков данных и описание общего подхода к их решению приведены в "Анализ потоков данных" .

· Преобразование. Собственно применение оптимизации к выбранному фрагменту. В данном случае первое присваивание "втянуто" в then -часть условного оператора. Таким образом, в случае ложности условия p(x) программа выполняет на один оператор меньше.

10.4. Покадровая оптимизация
Одним из самых простых видов оптимизаций является так называемая покадровая оптимизация, которая обычно применяется на уровне машинно-зависимого представления программы.

Суть покадровой оптимизации - поиск сравнительно короткой последовательности инструкций, удовлетворяющей определенным контекстным условиям, и замена такой последовательности на более эффективную.

Для реализации этого подхода используют понятие "окна" (или "кадра", frame), которое передвигается по программе. В каждый момент времени содержимое кадра исследуется на предмет соответствия тому или иному образцу и в случае совпадения производится преобразование.

На слайде приведен пример работы покадрового оптимизатора. В данном случае были распознаны следующие образцы:

· Переход на следующую инструкцию (обозначен номером 1).

· Две одинаковые инструкции пересылки (номер 2).

· Пересылка данных через вспомогательный регистр, значение которого далее не используется (номер 3).

· Засылка нуля в регистр (номер 4).

· Переход на переход (номер 5).

Результат применения покадровой оптимизации является программа, показанная на слайде внизу.
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10.5. Представление программы

Обозначения
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Для описания способов решения задач оптимизации, нам потребуются следующие обозначения.

Ориентированным графом назовем пару конечных множеств (V, E) , называемых соответственно множествами вершин и дуг, при этом множество дуг представляет собой совокупность пар вершин.

Для произвольной дуги e=(v, w) вершину v назовем началом дуги e (обозначение beg(e) ), вершину w - концом дуги e (обозначение end(e) ).

Для произвольной вершины v обозначим через in(v) множество входящих дуг, через out(v) - множество выходящих дуг.
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Программу для оптимизации удобно представлять в виде размеченного графа потока управления.

Граф потока управления - это ориентированный граф, в котором выделены две вершины start и stop, и удовлетворяющий следующим требованиям:

· В start не входит ни одна дуга.

· Из stop не выходит ни одна дуга.

· Любая вершина достижима из start .

· Из любой вершины достижима вершина stop .

Введем далее в рассмотрение некоторое конечное множество, которое мы будем называть алфавитом операторов [image: image1680.png]


и назовем разметкой графа потока управления произвольное отображение [image: image1681.png]


множества вершин графа в множество операторов.

Пара [image: image1682.png]


, где G - граф потока управления, а [image: image1683.png]


- его разметка, и является представлением программы для оптимизации. От дополнительных свойств элементов множества операторов зависит характер оптимизаций, которые можно выразить, используя данное представление.

Заметим, что построение такого представления программы уже включает в себя широко известное оптимизирующее преобразование - удаление недостижимого кода, то есть той части программы, на которую никогда не передается управление.

Пример
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На слайде приведен пример программы (слева) и ее представления в виде размеченного графа управления (справа). В качестве алфавита операторов выступает множество, состоящее из изображений элементарных операторов данной программы, то есть множество

{'g=a', 'm=b', 'a<b', 'm', 's=g', 'g=m', 'g=b', 'm=a', 'm=s%m'}

Далее мы рассмотрим несколько полезных вариантов определения множества операторов, применимых для формализации основных оптимизирующих преобразований.

10.6. Поток управления
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Данный способ описания программы применяется тогда, когда необходимо описать преобразования потока управления, которые не требуют анализа потоков данных.

Алфавит операторов в этом случае содержит выделенный пустой оператор ( [image: image1686.png]emptyset



). Будем требовать, чтобы разметка графа потока управления сопоставляла пустой оператор только тем вершинам, для которых число исходящих дуг не превосходит единицы. Два слова в алфавите операторов объявляются эквивалентными в том и только том случае, когда они равны с точностью до вхождения пустых операторов.

Для определения эквивалентности программ, записанных в данном формализме, введем понятие слова, соответствующего пути в графе потока управления, а именно, для произвольного пути p слово w(p) в алфавите операторов получается последовательным выписыванием символов, которыми помечены вершины p .

Будем говорить, что две программы [image: image1687.png](Gy,01)



и [image: image1688.png](Go,09)



эквивалентны, тогда и только тогда, когда существует такое отображение m между вершинами G1 и G2, что для произвольной вершины v графа G1 и произвольного пути p , начинающегося в ней, найдется путь p' в графе G2, начинающийся в вершине m(v) , для которого слова w(p) и w(p') эквивалентны.

Пример
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На слайде приведен пример преобразования потока управления к форме, эквивалентной в описанном выше смысле (а именно, преобразование цикла с постусловием в цикл с предусловием). Пунктирными стрелками указаны образы вершин при отображении m .

Нетрудно заметить, что данное отображение необратимо, и, следовательно, определяемое им отношение несимметрично. Таким образом, введенное нами отношение, строго говоря, не является отношением эквивалентности. Это несоответствие может быть устранено, однако для наших целей этого не потребуется.

10.7. Def-Use Chains
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Следующей удобной формой представления программ для оптимизации является представление с использованием def-use chains .

Помимо алфавита операторов введем в рассмотрение алфавиты входов I и выходов O и определим для каждого оператора [image: image1691.png]


множество его входов [image: image1692.png]input(w



и выходов [image: image1693.png]output(w)



. При этом будем требовать, чтобы множества входов и выходов для разных операторов не пересекались.

Рассмотрим теперь отображение DU , которое каждому выходу сопоставляет некоторое подмножество множества входов. Тогда для каждого оператора определяются множества [image: image1694.png]


и [image: image1695.png]use(w)



, которые есть соответственно множества его выходов и множество тех выходов других операторов, образы которых при отображении DU содержат хотя бы один вход оператора [image: image1696.png]



Неформально говоря, данное представление позволяет отследить потоки данных в программе без учета того, как именно эти данные преобразуются. Множества входов и выходов соответствуют интуитивному представлению об аргументах и результатах операторов, а отображение DU просто описывает, как используются выработанные операторами результаты.

Пример

[image: image1697.png]



Рассмотрим представление программы, приведенной в разделе "Представление программы", с использованием def-use chains.

Здесь входы операторов обозначены с помощью кружков, расположенных слева он операторов, выходы - с помощью кружков, расположенных справа. Пунктирные стрелки ведут из выходов одних операторов к входам других и обозначают образы при отображении DU.

Построение данного представления опирается на решение одной из задач из области анализа потоков данных, а именно - задачи о достижимых определениях. Подробно данная задача рассмотрена в "Анализ потоков данных" .

Далее мы рассмотрим примеры оптимизирующих преобразований и те представления, которые необходимо использовать для их проведения.

10.8 Удаление пустого оператора




Удаление пустого оператора - это одно их наиболее простых и распространенных оптимизирующих преобразований, которое реализуется практически во всех, даже не оптимизирующих, компиляторах. Для его формализации требуется представление программы в виде графа потока управления с пустым оператором.

Данное преобразование заключается в том, что вершина графа, помеченная пустым оператором, удаляется вместе с входящими и исходящими дугами, а в оставшийся граф добавляются дуги, соединяющие предшественников удаленного оператора с его потомком (если он есть). Напомним, что в выбранном нами представлении у вершины графа, помеченной пустым оператором, может быть не более одного потомка.

Несмотря на кажущуюся простоту данного преобразования, им покрывается большое количество частных случаев. В качестве примеров его применения справа на иллюстрации приведены удаление перехода на следующую инструкцию и удаление перехода на переход.

10.9. Удаление мертвого кода
[image: image1699.png]if (pl a = fix);
else b =g (v);

a=f (2);

if (pl;
else b =g (v);

a=f (2);

[

o coutpua

DUfo)=&/




Данное преобразование легко реализуется, если программа представлена с помощью def-use chains. Преобразование заключается в удалении такого оператора, у которого не используются его выходы.

Пример применения такого преобразования приведен на иллюстрации.

Данное преобразование повторно по отношению к самому себе, поскольку удаление одного оператора приводит к тому, что операторы, вырабатывающие для него данные, также могут оказаться неиспользуемыми.

10.10. Чистка циклов вверх



Данное преобразование применяется к сильно связным подграфам графа управления (т.е. подграфам, состоящим из взаимно достижимых вершин). Таким образом, для его проведения необходима фрагментация программы на уровне сильно связных подграфов. Алгоритм выделения сильно связных подграфов будет рассмотрен в "Анализ потока управления" .

Если такой подграф выделен, то для него определяется множество входных вершин, то есть таких его вершин, в которые существует путь из вершины start, лежащий целиком за пределами этого подграфа. На иллюстрации входные вершины подграфа S обозначены темными кружками и символами e1, …, ek .

Чистка цикла вверх заключается в том, что вершина, лежащая в сильно связном подграфе, заменяется на несколько копий вне его, каждая из которых непосредственно предшествует входным вершинам. Такое преобразование возможно только в случае, когда оператор, которым помечена данная вершина, использует только данные операторов, недостижимых изнутри выбранного сильно связного подграфа.

Легко видеть, что данное преобразование также повторно по отношению к самому себе.
10.11. Чистка циклов вниз



Данное преобразование также легко реализуется в представлении с использованием def-use chains и в каком-то смысле является симметричным предыдущему.

Теперь вершина изнутри сильно связного подграфа заменяется на несколько копий, каждая из которых является непосредственным преемником выходных вершин подграфа. Выходной вершиной называется такая вершина, среди непосредственных преемников которой есть вершина, не принадлежащая данному подграфу.

Легко видеть, что преобразование корректно только в том случае, когда ни одна вершина подграфа не достижима из тех вершин, которые используют результаты оператора, которым помечена выносимая вершина.

Данное преобразование также повторно по отношению к самому себе.

Далее мы перейдем к описанию преобразований, для которых недостаточно рассмотренных выше способов представления программы.

10.12.Объединение циклов
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Объединение циклов производится с целью сокращения накладных расходов на организацию цикла.

Контекстные условия корректности этого преобразования следующие:

· Границы, переменная и инкремент циклов должны быть одинаковыми.

· Ни одна итерация операторов второго цикла не должна использовать результаты последующих итераций первого.

Заметим, что условие одинаковости переменной циклов не является самым точным. Более правильно было бы сказать, что должно быть осуществимо такое переименование переменных, при котором переменные цикла становятся одинаковыми.

10.13. Раскрутка циклов
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Раскрутка циклов заключается в дублировании тела цикла и сокращении числа итераций. Кроме того, необходимо позаботиться, чтобы все вхождения переменной цикла в тело были заменены выражениями, вычисляющими требуемые значения с учетом измененных значений переменной цикла.

В машинных архитектурах используется конвейерный принцип - некоторый участок кода загружается во внутреннюю память процессора заранее в предположении, что его все равно придется исполнять. В ситуации, когда осуществляется переход за границы этой предварительно загруженной области осуществляется так называемый сброс конвейера, что сопровождается существенной временной задержкой. Понятно, что источником таких сбросов являются условные и безусловные переходы, в частности, переходы на начало циклов. Раскрутка предпринимается с целью увеличить протяженность линейных участков для того, чтобы предотвратить сброс конвейера при организации очередной итерации.

Пример этого преобразования приведен на иллюстрации. Как видно, в общем случае помимо раскрученного цикла необходима организация дополнительного цикла, осуществляющего довычисления для остатка итераций.

10.14. Понижение силы операций
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Данное преобразование особенно эффективно при применении к вычислениям внутри тел циклов, хотя это не является его необходимым контекстным условием.

Основная идея понижения силы операций - это замена (в частных случаях) использования более дорогих операций более дешевыми (умножения - сложением или сдвигом, возведения в степень - умножением и т.д.) Обычно используются следующие тождества:
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Два последних тождества и дают возможность применения преобразования к циклам. На иллюстрации приведен пример такого преобразования. В данном случае умножение внутри тела цикла было заменено сложением.

10.15. Упрощение выражений
Упрощение выражений представляет собой целый класс оптимизирующих преобразований. Наиболее часто встречающимися среди них являются константные вычисления и упрощения с использованием алгебраических тождеств. Понижение силы операций также может быть рассмотрено как преобразование из серии упрощения выражений.

Пример константных вычислений показан на иллюстрации.
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10.16. Экономия общих подвыражений
Экономия общих подвыражений заключается в том, что среди всех вычисляемых на участке экономии выражений выделяются эквивалентные, и затем их вхождения заменяются на вхождение новой переменной, хранящей заранее вычисленное значение этого общего выражения.

Поскольку выделение одних подвыражений закрывает возможность выделить другие, данное преобразование является неоднозначным.

На иллюстрации показаны примеры применения этого преобразования.
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 Во втором случае видна неоднозначность при выделении подвыражений: выражения b+c и c+d не могут быть выделены одновременно. Поскольку подвыражение b+c используется чаще, именно оно и было выделено.

10.17. Зависимость качества оптимизации от размера участка экономии
Продемонстрируем теперь на примере зависимость качества оптимизации от размера участка экономии.

Фрагмент исходной программы показан в левой части иллюстрации. В правой части изображены возможные остаточные программы при локальной, квазилокальной и глобальной оптимизациях.

При локальной оптимизации произведено только понижение силы операций (умножение заменено на сдвиг).

При квазилокальной оптимизации помимо этого может быть упрощено выражение в then -части условного оператора. Для этого, однако, участок экономии должен включать в себя конструкцию ветвления.

Наконец, при глобальной оптимизации и при соответствующих свойствах функции f (ее значение должно полностью определяться значениями параметров и она не должна иметь побочных эффектов) исходный фрагмент может быть сокращен до вида, указанного на иллюстрации.
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11. Анализ потока управления

В задачу анализа потока управления (control flow analysis) входит определение свойств передачи управления между операторами программы. Проверка многих свойств этого вида необходима для решения задач оптимизации, преобразований программ и т.д.

При решении этих задач обычно используется формальная графовая модель (т.е. анализ производится над графом потока управления), а сами задачи формулируются в теоретико-графовой форме.

Основное употребление анализа потока управления в оптимизации - это фрагментация, то есть представление графа потока управления в виде совокупности фрагментов определенного вида. Как было показано в "Оптимизация" , такое представление необходимо для применения практически всех оптимизирующих преобразований.

Ниже будут рассмотрены основные понятия в области анализа потока управления, приведены определения некоторых фрагментов и алгоритмы их распознавания.

11.1. Граф потока управления
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Основным способом представления потока управления программы является граф потока управления (см. "Оптимизация" ) - ориентированный граф с двумя выделенными вершинами start и stop , такими, что

· в start не заходит ни одна дуга

· из stop не выходит ни одна дуга

· произвольная вершина принадлежит хотя бы одному пути из start в stop 
Для произвольной дуги e обозначим через beg(e) ее начало, а через end(e) - ее конец.

Для произвольной вершины v обозначим через in(v) множество входящих в нее дуг, а через out(v) - множество исходящих дуг.

Путем в графе назовем последовательность вершин, такую, что между каждой последующей и предыдущей вершиной в графе существует ребро.

11.2. Обязательное предшествование
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Вершина v обязательно предшествует вершине w , если v принадлежит каждому пути в графе от start до w . В частности, любая вершина обязательно предшествует себе самой. Отношение обязательного предшествования будем обозначать символом ' < '. Легко видеть, что это отношение рефлексивно и транзитивно, но не симметрично. Таким образом, отношение обязательного предшествования задает частичный порядок на множестве вершин графа.Вершина v строго обязательно предшествует вершине w , если она обязательно ей предшествует, но не совпадает с ней. Отношение строгого обязательного предшествования будем обозначать символом sdom .

Вершина v непосредственно предшествует вершине w , если она является ближайшей к w вершиной, которая ей строго предшествует. Можно показать, что множество строгих обязательных предшественников для данной вершины линейно упорядочено, а непосредственный предшественник - это максимальный элемент в этом множестве. Таким образом, отношение непосредственного предшествования - это дерево. Легко показать, что корнем этого дерева является start . Дуга (v, w) называется обратной в том и только том случае, когда w<v .

Отношение обязательного предшествования играет чрезвычайно важную роль в задачах анализа потока управления. Например, с его помощью могут быть решены задачи проверки сводимости (см. ниже), построения статической формы единственного присваивания (в этой лекции не рассматривается) и т.д.

Пример
На слайде приведен пример графа потока управления и соответствующего ему дерева непосредственного предшествования.
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Дуга (g, f) является обратной.
11.3. Глубинное остовное дерево
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Нумерацией называется взаимно однозначное отображение множества вершин графа на отрезок натурального ряда [1..|V|]. Для заданной нумерации # дуга (v, w) - прямая, если #(v)<#(w) и обратная в противном случае.

Остовное дерево - это дерево, содержащее все вершины графа и некоторые его дуги. Глубинное остовное дерево - это остовное дерево, полученное при обходе в глубину. Данный обход начинается в вершине start и заключается в последовательном включении вершин и ребер графа в дерево, если их еще там нет. При этом следующий сын вершины посещается лишь тогда, когда посещены все вершины, достижимые из предыдущего сына вершины.

Существует четыре типа дуг графа по отношению к данному глубинному остовному дереву: деревянные, прямые, обратные и поперечные. Следует отличать просто обратные дуги в графе (для определения которых было использовано отношение обязательного предшествования) и обратные дуги по отношению к глубинному остовному дереву.

· К деревянным относятся те дуги, которые входят в состав остовного дерева.

· К прямым дугам относятся те, чей конец достижим из начала в остовном дереве.

· К обратным дугам относятся те, чье начало достижимо из конца в остовном дереве.

· К поперечным дугам относятся все остальные.

Легко видеть, что при построении остовного дерева возникает порядок, в котором вершины графа включаются в рассмотрение. Нумерация, которая описывает этот порядок, называется прямой ( Pre ).

Аналогично, существует порядок, в котором вершины графа исключаются из рассмотрения. Нумерация, описывающая порядок, обратный к нему, называется обратной ( Post ).

11.4. Построение глубинного остовного дерева
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На слайде приведен алгоритм построения остовного дерева, определения типов дуг графа по отношению к нему и построения нумераций Pre и Post .

Алгоритм обходит вершины графа, начиная со start . При входе в очередную вершину ей присваивается очередной номер нумерации Pre , при этом номера Pre присваиваются в порядке возрастания. Далее рассматриваются все потомки этой вершины, которые еще не рассматривались. К каждому потомку применяется этот же самый шаг алгоритма - таким образом, обеспечивается обход в глубину. Наконец, после рассмотрения всех потомков текущей вершины ей присваивается очередной номер нумерации Post . При этом номера Post присваиваются в порядке убывания.

По ходу работы алгоритма поддерживается три состояния вершин:

· Init - вершина еще не рассматривалась алгоритмом

· InProcess - вершина еще рассматривается алгоритмом (т.е. алгоритм находится в процессе обработки вершин, достижимых из данной)

· Done - вершина уже исключена из рассмотрения (т.е. все достижимые из нее вершины уже обработаны).

Для определения типа дуги используется состояние конечной вершины и нумерация Pre . Если вершина, в которую можно попасть из данной, еще не рассматривалась, то ребро, по которому в нее можно попасть, объявляется деревянным. Для определения остальных типов дуг используются следующие очевидные утверждения:

· если в дуге (v, w) w находится в состоянии InProcess, то эта дуга - обратная

· если в дуге (v, w) w находится в состоянии Done, и Pre(w)<Pre(v), то эта дуга - поперечная

· если в дуге (v, w) w находится в состоянии Done, и Pre(w)>Pre(v), то эта дуга - прямая

Пример




На слайде приведен пример графа потока управления и одного из его глубинных остовных деревьев. Каждая вершина помечена парой номеров, первый из которых соответствует нумерации Pre, а второй - нумерации Post . Деревянные дуги показаны толстыми линиями, прямые - тонкими, пунктирными линиями показаны обратные дуги и штрих-пунктирной - единственная поперечная дуга.

Граф, полученный удалением обратных по отношению к остовному дереву дуг, называется каркасом (показан в правой части слайда). Можно показать, что каркас графа при произвольном глубинном остовном дереве не содержит контуров.

11.5. Простейшие свойства

[image: image1719.png]CEONHMOCTD:
G - cBomm <> VT ¥k ¢ - obpatnan B emmrene T & ¢ - obpatran
CroiicTa HymMepaunit Pre u Post:
1. ¥o,wel vew = Pre(v)<Pre(w) & Post(v)<Post(w)
. ¢ - IpAMan B cMbICTe Pre <> ¢ - JepeBAHHAL W IPAMas B cMbicTe T
. ¢ - obparHan B eMice Pre < ¢ - 0BpATHAT MM TOMepeEan B cMbrene T

v, wel Pre(v)> Pre(w) = Yo=(v,..,w)eG HeV : u—r*v & u-srtw

2
3
4. ¢ - obpatHan & eMpicre Post <> e - obparHaa b evbicne T
5
6. G - cBomM<> v<w B rpadie<> v<w B KapKace




Граф называется сводимым тогда и только тогда, когда множество обратных дуг совпадает с множеством обратных дуг относительно глубинного остовного дерева для любого такого дерева.

Простейшие свойства нумераций Pre и Post:

· если вершина v обязательно предшествует вершине w , то Pre(v)<Pre(w), Post(v)<Post(w) 

· прямые в смысле нумерации Pre дуги являются прямыми или деревянными относительно дерева

· обратные в смысле нумерации Pre дуги являются обратными или поперечными относительно дерева

· обратные в смысле нумерации Post дуги являются обратными в смысле дерева; остальные дуги являются прямыми относительно нумерации Post 
· если Pre(v)>Pre(w) , то произвольный путь в графе от v до w содержит общего предка v и w в дереве

· граф сводим тогда и только тогда, когда отношение обязательного предшествования в нем и его каркасе совпадают

Сводимость является одной из основных характеристик графов потока управления. Как видно из определения, в сводимом графе обратные дуги для произвольного остовного дерева совпадают с обратными дугами относительно обязательного предшествования. Учитывая, что каждая обратная дуга определяет в графе потока управления контур (т.е. является абстракцией циклических конструкций языков программирования), циклическая структура сводимого графа является более регулярной, что упрощает анализ его свойств.

11.6. Фрагменты
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Фрагментом называется произвольный подграф графа управления (под подграфом мы понимаем некоторое непустое подмножество вершин графа, содержащее все ребра графа между ними).

Для фрагмента F определяются четыре множества вершин:

· входные вершины (entry (F)) - множество вершин F , до которых существует путь из start , не содержащий других вершин F 
· начальные вершины (begin(F)) - множество вершин F , в которые входит хотя бы одна дуга извне F 
· выходные вершины (exit(F)) - множество вершин F, из которых исходит хоть одна дуга вовне F 
· конечные вершины (end(F)) - множество вершин вовне F, в которые входит хоть одна дуга из F 
Схематически соотношения между фрагментом и этими его множествами вершин показаны на слайде.

Фрагменты графа потока управления являются абстракциями конструкций управления языков программирования. Известно, что практически все языки программирования определяют сходный набор конструкций управления. Следовательно, перейдя от анализа конкретных конструкций к их обобщениям, можно разработать способы анализа свойств программ независимо от входных языков.

Далее мы рассмотрим некоторые виды фрагментов.

11.7. Альт
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Альтом называется фрагмент, имеющий одну начальную вершину. Пример альтов показан на рисунке на слайде (дуги, принадлежащие альтам, выделены жирными линиями).

Легко могут быть доказаны следующие простейшие свойства альтов:

· весь граф является альтом

· произвольная вершина графа является альтом

· начальная вершина альта обязательно предшествует любой его вершине

· если пересечение двух альтов не пусто, то один из них содержит начальную вершину другого и их объединение также есть альт.

11.8. Выделение максимального альта
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Приведем алгоритм выделения максимального альта, для которого данная вершина p является начальной.

Алгоритм состоит из трех шагов:

· вначале все вершины графа помечаются как "черные"

· затем все вершины, достижимые из p, помечаются как "серые"

· если среди серых вершин найдется вершина v , которая отлична от p и имеет хотя бы одно входящее ребро, ведущее из "черной" вершины, то эта вершина красится в "черный" цвет.

Можно показать, что в конце работы алгоритма множество "серых" вершин и будет максимальным альтом, начинающимся в вершине p .

Пример работы алгоритма показан на слайде. Крайний левый граф - это граф после первого шага. Средний рисунок изображает граф после того, как все вершины, достижимые из p , покрашены в "серый" цвет. Здесь же стрелочкой обозначена вершина, имеющая своим предком "черную" вершину. Окончательный альт показан на крайнем правом рисунке.

11.9. Построение отношения обязательного предшествования
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Свойства альтов дают возможность использовать их для определения отношения обязательного предшествования. Для этого достаточно для каждой вершины построить максимальный альт, начинающийся в ней, и затем включить эту вершину во множество обязательных предшественников для каждой вершины из этого альта.

После построения отношения обязательного предшествования сводимость графа может быть проверена элементарно - достаточно построить глубинное остовное дерево и проверить, что в любой обратной по отношению к нему дуге конец обязательно предшествует началу.

11.10. Луч
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Лучом называется фрагмент, который, во-первых, является альтом, а во-вторых, обладает тем свойством, что произвольная его вершина, отличная от начальной и выходной, имеет одного предка и одного потомка, каждый из которых принадлежит лучу. Иными словами, луч - это линейная последовательность вершин.

Легко видеть, что в состав лучей могут входить только деревянные дуги.

Нумерация # называется правильной, если она приписывает вершинам произвольного луча последовательные номера.

Если # - правильная нумерация, а R - максимальный луч, то можно доказать следующие утверждения:

· вершина p является начальной вершиной R тогда и только тогда, когда либо p=start либо #-1(#(p)-1) - выходная вершина некоторого максимального луча

· вершина q является выходной вершиной R тогда и только тогда, когда либо p=stop либо #-1(#(p)+1) - начальная вершина некоторого максимального луча

Легко показать, что нумерации Pre и Post являются правильными.

11.11. Выделение лучей





Алгоритм выделения максимальных лучей использует свойства правильных нумераций и элементарное наблюдение, что вершина v является начальной вершиной максимального луча в том случае, если в нее входит более одного ребра, и выходной - если выходит более одного ребра.

Результатом работы алгоритма является два списка Starts и Ends , первый из которых содержит начальные вершины максимальных лучей, а второй - выходные.

Очевидно, что одна вершина является лучом. Таким образом, множество максимальных лучей образует разбиение множества вершин графа. На иллюстрации показано это разбиение.

11.12. Сильно связный подграф





Сильно связный подграф - это фрагмент, состоящий из взаимно достижимых вершин. Компонента сильной связности - это максимальный сильно связный подграф.

Очевидно, произвольная вершина является сильно связным подграфом. Кроме того, легко показать, что множество компонент сильной связности задает разбиение множества вершин. Это разбиение показано на слайде.

Наконец, множества входных и начальных вершин для компонент сильной связности совпадают.

Как было показано в "Оптимизация" , выделение сильно связных подграфов имеет определяющее значение для реализации чистки циклов.

11.13. Выделение сильно связных подграфов (1)
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Для выделения сильно связных подграфов введем понятие области при нумерации #, а именно, областью вершины v при нумерации # назовем множество вершин с большими номерами, из которых v достижима в подграфе, состоящем из всех вершин с большими номерами.

Можно показать, что область произвольной вершины при нумерации Post сильно связна.

11.14.Выделение сильно связных подграфов (2)




Для выделения сильно связных подграфов, таким образом, достаточно научиться выделять области. Заметим, однако, что, несмотря на то, что области при нумерации Post сильно связны, это не означает, что произвольные сильно связные подграфы будут областями при нумерации Post .

Алгоритм построения области приведен на слайде. Видно, что он осуществляет движение от текущей вершины по встречным дугам, проходя только по вершинам, имеющим большие номера, чем данная, и включает их в область.

Примеры подграфов, выделенных с помощью алгоритма, приведены на иллюстрации. Стрелочками отмечены вершины, области которых выделены.

11.15. Выделение компонент сильной связности (1)
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Можно показать, что компонента сильной связности является областью своей вершины, имеющей минимальный номер в нумерации Post среди всех остальных вершин этой компоненты. Такая вершина называется бивершиной.

Для выделения компонент сильной связности построим нумерацию T , такую, что для би-вершин порядок, задаваемый T -номерами, совпадает с порядком, задаваемым Post -номерами, а все компоненты сильной связности заполнены T -номерами последовательно.

11.16. Выделение сильно связных подграфов (2)





Алгоритм построения T -нумерации обходит граф в порядке возрастания Post -номеров вершин. При этом каждая вершина может находиться в двух состояниях: обработанная или необработанная. Первоначально все вершины находятся в необработанном состоянии.

Обнаружив необработанную вершину, алгоритм присваивает ей очередной номер, выделяет ее область и присваивает вершинам области очередные номера.

На рисунке на слайде показан граф с его T -нумерацией.

11.17. Иерархия вложенных зон
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Как было отмечено выше, не любой сильно связный подграф является областью некоторой вершины при нумерации Post . Для того, чтобы конструктивно описать все сильно связные подграфы, используется понятие иерархии вложенных зон.

Иерархией вложенных зон называется совокупность сильно связных подграфов S , два любых из которых либо не пересекаются, либо один из них содержит другой, такая, что для произвольного сильно связного подграфа Z найдется содержащий его элемент S , который имеет с Z общую входную вершину.

Может быть показано, что набор областей всех вершин при нумерации Post является иерархией вложенных зон.

Иерархия вложенных зон - это один из способов описать циклическую структуру программы. Несмотря на то, что эта иерархия, вообще говоря, не содержит всех циклов программы, она тем не менее дает возможность рассмотреть некоторое приближение множества всех циклов.

11.18. Линейные компоненты
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Линейной компонентой называется фрагмент L , обладающий следующими пятью свойствами:

1. L является альтом

2. L имеет не более одной конечной вершины

3. Начальная вершина L не достижима из его конечной вершины

4. Начальная и конечная вершины L принадлежат любому пути в графе от start до stop 
5. L - минимальный подграф, обладающий предыдущими свойствами

Множество всех линейных компонент образует разбиение множества вершин графа. Стягивание линейных компонент переводит граф в луч.

Можно также показать, что начальная вершина линейной компоненты есть либо start, либо конечная вершина другой линейной компоненты. Наконец, можно показать, что начальная вершина произвольной линейной компоненты является бивершиной.

Выделение линейных компонент в исходном графе позволяет применять к нему оптимизирующие преобразования, рассчитанные на линейный участок.

11.19. Выделение линейных компонент в сводимом графе




Идея алгоритм выделения линейных компонент в сводимом графе опирается на использование свойств, сформулированных выше.

Алгоритм обходит граф в порядке возрастания T -номеров и добавляет вершины в текущую линейную компоненту. Признаком завершения линейной компоненты является то, что вершина со следующим номером является, во-первых, бивершиной, а во-вторых, ее номер - максимальный среди номеров всех потомков вершин текущей линейной компоненты.

Разбиение графа на линейные компоненты изображено на рисунке на слайде.

12. Анализ потоков данных

Под анализом потоков данных понимают совокупность задач, нацеленных на выяснение некоторых глобальных свойств программы, то есть извлечение информации о поведении тех или иных конструкций в некотором контексте. Такая постановка задачи возможна по той причине, что язык программирования и вычислительная среда определяют некоторую общую, "безопасную" семантику конструкций, которая годится "на все случаи жизни". Учет же контекстных условий позволяет делать более конкретные, частные заключения о поведении той или иной конструкции; при этом такие заключения, вообще говоря, перестают быть верными в другом контексте. Например, общая семантика присваивания заключается в вычислении выражения, стоящего в правой части, и присваивании полученного значения в переменную, стоящую в левой части. Однако в случае, когда выражение в правой части не имеет побочных эффектов, а переменная в левой части более нигде не используется, данный оператор становится эквивалентен пустому.

Для того чтобы описать понятие контекста, снова обратимся к графу потока управления (см. "Оптимизация" и "Анализ потока управления" ). Понятно, что на смысл каждой конструкции может оказывать влияние любая конструкция, из которой в этом графе достижима данная. Отсюда следует, что для правильного учета контекста необходимо учесть влияние всех путей до данной вершины, сначала определив влияние каждого пути, а затем выделив общую часть. Задача осложняется тем, что при наличии контуров множество всех путей в графе управления становится бесконечным.

Далее в этом разделе будет рассмотрен общепринятый итеративный подход, который позволяет получить приближенное решение задач анализа потоков данных, а при определенных условиях это решение становится точным.

Пример

Для демонстрации сути задач анализа потоков данных рассмотрим несколько примеров.

На иллюстрации приведен фрагмент программы. Вхождения одного и того же выражения (v+i)->b, обведенные сплошной линией, являются эквивалентными. 
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В то же время вхождение того же самого выражения, обозначенное пунктирной линией, не эквивалентно первым двум, поскольку else -часть условного оператора содержит разрушающее присваивание.

Понятно, что для выяснения эквивалентности данных выражений необходимо перебрать все пути и убедиться, что ни в одном из них значения переменных, входящих в выражения, не меняются.
12.1. Достижимые определения
Достижимые определения являются одной из классических задач анализа потоков данных. Эту задачу можно сформулировать следующим образом: для каждого вхождения переменной требуется определить множество присваиваний, такое, что для каждого из них существует путь, в котором между ним и данным вхождением отсутствуют другие присваивания той же переменной.

Неформально говоря, задача достижимых определений заключается в выяснении, где именно устанавливаются значения того или иного вхождения данной переменной.

На слайде показан пример программы, в котором выделены вхождения некоторых переменных и некоторые присваивания. 
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Стрелки ведут от определений (присваиваний) к вхождениям переменных.

Видно, что решения этой задачи достаточно для построения представления программы с использованием def-use chains, которое необходимо для проведения многих оптимизаций .
12.2. Живые переменные
Живые переменные также являются классической задачей анализа потоков данных. В ней требуется для каждой вершины графа потока управления построить множество переменных, обладающих следующим свойством:

существует путь через данную вершину, начинающийся присваиванием данной переменной и кончающийся ее использованием, не содержащий иных присваиваний той же переменной.

Пример решения данной задачи для конкретной программы показан на слайде.
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В общем случае, решение данной задачи играет важную роль в распределении регистров.

12.3. Стадии анализа
Из вышесказанного видно, что логически процесс решения задачи анализа потоков данных состоит из двух стадий, выполняемых одновременно.

Локальная стадия заключается в учете влияния отдельного оператора (группы операторов в вершине графа управления) в предположении, что уже имеется решение задачи анализа потоков данных перед этим оператором.



На глобальной стадии происходит решение задачи анализа для каждого пути, ведущего в данную вершину и затем выделение общей части всех таких решений.

12.4. Разметки и потоковые функции

Опишем теперь общий подход к решению задачи анализа потоков данных более формально.

Зафиксируем некоторое частично упорядоченное множество "фактов" (утверждений о свойствах программы) X. Отображение [image: image1738.png]


сопоставляющее вершинам графа управления элементы X, назовем разметкой. Поточечное распространение отношений равенства и порядка вводит аналогичные отношения на множестве разметок.
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Функцией перехода назовем отображение F, которое переводит одну разметку в другую. Разметку [image: image1740.png]


назовем неподвижной точкой отображения [image: image1741.png]


тогда и только тогда, когда [image: image1742.png]Fus) = ps



.

Неформально говоря, разметка представляет собой некоторый набор потоковых утверждений (т.е. утверждений о свойствах потоков данных) для каждой вершины графа. Решение задачи в этом случае также может быть представлено с помощью такой разметки, а процесс решения задачи анализа потоков данных может быть описан как последовательное уточнение разметки, отталкиваясь от некоторой начальной.

12.5. Итеративный алгоритм

Основной проблемой описанного выше подхода является проблема остановки алгоритма. Действительно, в какой момент процесс уточнения разметки должен прекратиться? Очевидно, в тот момент, когда получено решение задачи анализа потоков данных. Однако поскольку решение задачи неизвестно, то и воспользоваться этим наблюдением напрямую оказывается невозможным. Поэтому для определения завершаемости алгоритма используется другой принцип - принцип достижения неподвижонй точки.

Частично-упорядоченное множество X будем называть множеством конечной высоты N тогда и только тогда, когда длины всех строго возрастающих последовательностей элементов X ограничены N. Это означает, что для произвольной возрастающей последовательности начиная с некоторого места все элементы становятся одинаковыми.

Рассмотрим теперь функцию перехода F, удовлетворяющую соотношению [image: image1743.png]F(u) > pn



для произвольной разметки [image: image1744.png]


. Понятно, что при таком условии при итерировании F начиная с некоторого места будет достигнута ее неподвижная точка. Множество [image: image1745.png]


и функция перехода [image: image1746.png]


подбираются таким образом, чтобы эта неподвижная точка являлась решением задачи анализа потоков данных.

На слайде приведена схема итеративного алгоритма анализа потоков данных.
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Далее мы более детально рассмотрим возможную природу множества фактов [image: image1748.png]


, множества разметок и преобразователей [image: image1749.png]


.

12.6. Полурешетки

Полурешеткой называется множество, снабженное идемпотентной, коммутативной и ассоциативной операцией [image: image1750.png]


(определение свойств этой операции приведено на слайде). При наличии такой операции естественным образом индуцируется отношение частичного порядка.
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Полурешетка L называется ограниченной тогда и только тогда, когда в ней существуют наибольший TL и наименьший [image: image1752.png]


элементы.

Функция f называется монотонной, если она сохраняет отношение порядка и дистрибутивной, если она является гомоморфизмом относительно полурешеточной операции. Можно показать, что дистрибутивная функция всегда монотонна.

12.7. Неподвижные точки монотонной функции

Пусть L - ограниченная полурешетка конечной высоты, f - монотонная функция. Можно показать тогда, что

· функция f обладает хотя бы одной неподвижной точкой

· множество всех неподвижных точек f является ограниченной полурешеткой конечной высоты

· наименьшая неподвижная точка f может быть получена итерированием функции f начиная с наименьшего элемента L 
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Пример

В качестве примера ограниченной полурешетки конечной высоты рассмотрим множество всех подмножеств букв латинского алфавита с операцией пересечения. 
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Понятно, что данная полурешетка является ограниченной - в качестве наибольшего элемента выступает множество всех букв, в качестве наименьшего - пустое множество. Так как множество всех букв конечно, то высота данной полурешетки также будет конечной.

Рассмотрим функцию, которая к своему аргументу добавляет букву a. Легко видеть, что эта функция является монотонной. Наименьшей неподвижной точкой этой функции является множество, состоящее из единственной буквы a, множество всех ее неподвижных точек есть множество подмножеств букв, содержащих букву a.

12.8. Произведение полурешеток

Для дальнейшего изложения нам потребуется ввести операцию декартова произведения полурешеток.
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Если L1,L2,...,Lk - ограниченные полурешетки конечной высоты, то такую же структуру можно ввести и на декартовом произведении этих полурешеток, определяя соответствующие понятия (операцию, наибольший и наименьший элементы) покомпонентно.

Набор монотонных функций f1,f2,...,fk соответственно на полурешетках L1,L2,...,Lk аналогичным образом индуцирует монотонную функцию на их декартовом произведении.

12.9. Формализация задачи анализа потоков данных
Теперь мы готовы к тому, чтобы дать формальную постановку задаче анализа потоков данных.

Пусть есть ограниченная полурешетка конечной высоты L, граф потока управления G и набор монотонных на L потоковых функций fv для каждой вершины v графа G.

Тогда решением задачи анализа потоков данных называется пара наименьших разметок before , after , являющихся решением системы уравнений ( * ), приведенной на слайде.
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Неформально говоря, полурешетка L представляет собой множество потоковых фактов, разметка before описывает решение задачи анализа потоков данных до исполнения операторов в данной вершине графа, а разметка after - после. Решеточная операция описывает получение общей части нескольких решений. Систему уравнений можно интерпретировать следующим образом: для каждой вершины решением задачи до нее является общая часть решений всех предшественников данной вершины, а после нее - применение к этой общей части потоковой функции, ассоциированной с данной вершиной.

12.10. Прямая и обратная задачи

Приведенное выше определение описывает так называемую прямую задачу. Она характеризуется тем, что фактически разметка before ассоциируется с входящими ребрами вершины, а разметка after - с исходящими. Таким образом, потоковая информация как бы "перемещается" сверху-вниз.
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Естественным образом возникает симметричное определение, при котором разметка before ассоциируется с исходящими ребрами, а разметка after - с входящими. При этом потоковая информация распространяется снизу-вверх. Видно, что обратная задача превращается в прямую при изменении направлений всех ребер на противоположные.

Далее мы рассмотрим примеры постановки конкретных задач анализа потоков данных, используя описанный выше формализм.

12.11. Достижимые определения

Достижимые определения являются прямой задачей. Будем считать, что каждая вершина графа содержит не более одного присваивания произвольной переменной.

В качестве полурешетки потоковых фактов фиксируется множество подмножеств присваиваний с операцией объединения. Наибольшим и наименьшим элементами данной полурешетки являются соответственно множество всех присваиваний и пустое множество. Очевидно, данная полурешетка имеет конечную высоту.
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В качестве потоковых функций для каждой вершины графа определим функцию, которая добавляет к своему аргументу множество всех присваиваний в данной вершине.

Наконец, начальными разметками являются разметки, сопоставляющие вершинам графа наименьшие элементы полурешетки.

12.12. Живые переменные

Живые переменные - это обратная задача. В качестве полурешетки потоковых фактов выбирается множество подмножеств переменных с операцией объединения, наибольший и наименьший элементы полурешетки очевидны, так же как и факт конечности высоты.
[image: image1759.png]A - MHOXK€CTRO TepeMeHHBIX
=24- nonypemerka daxTor:
xAp=xiy
T,=4
i=e
DYHKIHH epexofa:
Vel ffc)=(x\D) LU, tae
D - MHOSECTBO TIePEMSHHBIX B JIeBolf HaCTH NPHCBAUBAHIE B
U - MHOMKECTBO HOTION:3YSMBIX TIEPEMEHHEIX B ¥
HauarmHble pasMeTKH:
Vo eV befare(v)=afier(v)=2




Для произвольной вершины v определим множество Dv как совокупность всех переменных, встречающихся в левых частях всех присваиваний в v, множество Uv как совокупность всех переменных, имеющих иные вхождения в операторы v. Определим для каждой вершины v потоковую функцию

[image: image1760.png]



В качестве начальной разметки также избирается разметка исходного графа наименьшим элементом полурешетки.

12.13. Решение задачи анализа потоков данных 

Для описания решения задачи анализа потоков данных рассмотрим вновь систему ( * ). Для каждой пары уравнений системы введем пару вспомогательных функций gv1, gv2, каждая из которых вычисляет значение правой части соответствующего уравнения (см. пример на слайде).



Можно показать, что полученные таким образом функции являются монотонными.
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Введем в рассмотрение полурешетку, представляющую собой декартову степень 2|V| исходной полурешетки L и введем в рассмотрение функцию F на ней. Данная функция принимает на вход элемент <before1, after1, ..., before|V|, after|V|> и возвращает элемент, полученный применением функций, построенных на предыдущем шаге, к соответствующим аргументам. Иными словами, если, например, для вершины 10 графа потока управления предшественниками являются вершины 2 и 3, то двадцатым элементом возвращаемого F значения будет g10,2(after2, after3) .

Легко видеть, что функция F является монотонной. Кроме того, можно показать, что ее произвольная неподвижная точка является решением системы уравнений ( * ), поскольку произвольный элемент решетки L2ґ|V| определяет пару разметок before, after.
Наконец, итерирование функции F, начиная с наименьшего элемента, дает в конце концов наименьшую неподвижную точку и, следовательно, искомое решение задачи анализа потоков данных.

12.14. Свойства итеративного подхода

Может быть показано, что нахождение точного решения задачи анализа потоков данных (т.е. наименьшего общего набора свойства при исполнении по всем путям до данной вершины) неразрешимо. Таким образом, итеративный подход дает только приближенное решение.

Однако доказано, что в случае, когда все потоковые функции не просто монотонны, но и дистрибутивны, итеративное решение является точным.

12.15. Алгоритм с рабочим списком


Приведенный способ решения задачи анализа потоков данных может быть реализован с помощью алгоритма, приведенного на иллюстрации. 



Заметим, что технически нет необходимости в явном виде представлять декартову степень полурешетки и преобразователь F.

Очевидно, что достаточно привести запись алгоритма для прямой задачи.

Алгоритм производит итеративное перевычисление разметок, используя рабочий список вершин. Главным свойством этого списка является то, что он состоит из вершин, для предшественников которых значение разметок было изменено на предыдущем шаге. Таким образом, опустошение списка свидетельствует о том, что достигнута неподвижная точка.

Алгоритм начинает работу на начальной разметке и рабочем списке, состоящем из единственной вершины start (для обратной задачи - stop ). Извлекая очередную вершину из рабочего списка, алгоритм вычисляет общую часть решения задачи по всем своим предшественникам и применяет к ней потоковую функцию, ассоциированную с данной вершиной. Если полученное значение отличается от текущего значения разметки after для данной вершины, то все ее наследники добавляются в рабочий список.

12.16. Пример: достижимые определения 

Продемонстрируем работу алгоритма на примере задачи о достижимых определениях. На иллюстрации слева показана исходная программа, в центре - ее граф потока управления.



 Слева от узлов указаны их номера, справа - греческими буквами обозначены присваивания. Набор потоковых функций показан в правой части иллюстрации.

На иллюстрации показано несколько состояний разметки в процессе работы алгоритма. 



Жирными стрелками обозначен порядок обход графа, внутри вершин показана разметка after. Видно, что при первом входе в вершину 4 вершины 6 и 9 еще необработанны (правая часть иллюстрации). После первого прохода по вершинам 7, 8 и 9 неподвижная точка еще не достигнута (средняя часть иллюстрации), что требует еще одного прохода по фрагменту пути 4, 7, 8. Окончательная разметка показана в правой части иллюстрации. Возможный порядок посещения вершин при работе алгоритма показан внизу иллюстрации.

12.17. Пример: живые переменные 

В качестве примера работы алгоритма для обратной задачи рассмотрим задачу о живых переменных для той же программы. Граф в тех же обозначениях и множество потоковых функций показаны на слайде.
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Последовательность работы алгоритма приведена на иллюстрации. 



Как и в предыдущем случае, последовательность обработки вершин обозначена жирными стрелками.

Заключение

В заключение опишем еще раз последовательность шагов, которую надо осуществить для решения задачи анализа потоков данных итеративным способом.

Прежде всего, необходимо формализовать множество фактов и решение задачи анализа потоков данных, придумав подходящую полурешетку.

Затем, необходимо описать преобразование множества потоковых фактов при прохождении через вершину графа с помощью монотонных, а еще лучше дистрибутивных функций.

Наконец, применить итеративный алгоритм (в прямой или обратной модификации) для получения неподвижной точки.

13. Генерация MSIL

13.1. Основные черты MSIL

Трансляторы, ориентированные на платформу .NET, должны генерировать код на MSIL, являющемся языком ассемблера некоторой виртуальной машины. Поэтому мы начнем с рассмотрения основных свойств целевой платформы нашего компилятора. В данной лекции мы не пытаемся дать полного и детального описания всех команд платформы; задача данного обзора - дать представление об основных идеях MSIL.

Программы на MSIL переводятся в исполняемый код реального процессора лишь непосредственно перед исполнением c помощью так называемой компиляции времени исполнения (которую также называют Just-In-Time compilation или динамической компиляцией). При этом выполняется довольно сложный типовой анализ программы и проверки условий корректности кода.

Основные черты архитекутры виртуальной машины MSIL таковы:

· машина является стековой, причем стек является статически типизированным; это означает, что в каждой точке программы JIT-compiler должен иметь возможность статически определить типы содержимого всех ячеек стека. На практике это означает, например, невозможность написать код, кладущий в цикле значения на стек

· ячейки стека представлены как 4-байтовые или 8-байтовые знаковые целовые (обозначаемые как I4 и I8, соответстсвенно; более короткие значения представляются как 4-байтовые);

· стек используется как правило только для хранения промежуточных результатов вычисления (т.е. не рекомендуется хранить на стеке временные переменные, такие, как счетчик цикла и т.п.)

· большинство команд MSIL получают свои аргументы на стеке, удаляют их со стека и помещают вместо них результат(ы) вычисления.

· машина является объектно-ориентированной: структура MSIL отражает разбиение кода на классы, методы и т.п.

13.2. О хранении переменных в MSIL

Существует несколько вариантов хранения переменных в MSIL:

· в статической области памяти, существующей все время выполнения программы

· в локальной области, которая выделяется при входе в метод;

· внутри объекта, размещенного в куче.

Статическая область памяти предназначена, например, для статических полей класса, глобальных переменных, констант и т.п. Например, в этой области памяти должны находиться переменные, описанные с модификатором static в языке C.

Локальная память выделяется для автоматических и временных переменных, параметров и т.п.

Куча предназначена для хранения динамических объектов. Кроме того, при реализации языков со вложенными процедурами и процедурными значениями, необходимо обеспечить доступ из вложенной процедуры к переменным из объемлющей среды. При этом, если язык допускает использование вложенных процедур в качестве переменных процедурного типа, то единственным способом для реализации такого механизма в безопасном режиме является построение в куче так называемого замыкания процедуры (closure) , которое будет содержать переменные из объемляющих сред, необходимые для работы данной процедуры.

13.3. Работа с указателями в MSIL

Машина MSIL ориентирована на безопасность работы с указателями. Например, правила манипуляции с адресами переменных и полей запрещают хранение адреса в тех ситуациях, когда транслятор не может гарантировать существование объекта, на который ссылается адрес.

На практике это означает, что в безопасном режиме указатели на локальные переменные могут быть только переданы параметрами в другие функции; присваивание их в другие переменные запрещено.

Кроме того, в .NET SDK входит программа PEVerify, которая осуществляет проверку типовой корректности исполняемого модуля.

13.4. Команды загрузки в MSIL

Перейдем к рассмотрению основных команд MSIL. Начнем с команд загрузки:

· ldimm <число> - загрузка константы

· ldstr <строка> - загрузка строковой константы

· ldsflda <поле> - загрузка адреса статического поля

· ldloca <# переменной> - загрузка адреса локальной переменной

· ldflda <поле> - загрузка адреса поля объекта

· ldind - косвенная загрузка, берет адрес со стека и помещает на его место значение, размещенное по этому адресу

Поскольку, как правило, нам необходим не адрес переменной, а ее значение, то существуют команды загрузки значения на стек: ldsfld, ldloc, ldfld. Каждая из этих команд эквивалентна паре команд ldxxxa; ldind.

13.5. Команды выгрузки в MSIL

Команды выгрузки в основном построены так же, как и команды загрузки (только с противоположным результатом работы), и потому не особо нуждаются в комментариях.

Отметим команду stind, которая берет со стека адрес значения вместе с самим значением и записывает значение по выбранному адресу.

Кроме того, упомянем, что как и в командах загрузки, команды

stloc, stfld, stsfld

эквивалентны следующим парам команд:

ldxxxxa; stind

13.6. Арифметические команды MSIL

Арифметические команды позволяют выполнять вычисления. Все они берут аргументы со стека и кладут на их место результат.

Команды целочисленной арифметики существуют в знаковом и беззнаковом (с суффиксом .u) вариантах и могут быть записаны с суффиксом обработки переполнения (.ovf), который порождает исключение при возникновении переполнения. К этим командам относятся: ADD, SUB, MUL, DIV, MOD.

Также есть логические операции, которые не могут быть знаковыми или иметь суффикс контроля за переполнением. Логические операции делятся на бинарные ( AND, OR, XOR ) и унарные ( NOT, NEG ).

Наконец, в MSIL есть некоторый набор операций сравнения. Эти операции снимают со стека операнды и помещают на их место результат 0/1. Они могут быть беззнаковыми или знаковыми (с суффиксом .s). Кроме того, существуют специальные варианты сравнения, учитывающие возможность сравнения чисел с плавающей запятой различного порядка (такие операции имеют суффикс .un).

Интересно отметить, что при наличии полного комплекта операций перехода, создатели MSIL не включили в систему команд операций сравнения " <= " и " >= " Это приводит к тому, что для целочисленных значений операцию " <= " приходится эмулировать с помощью следующего набора команд:

cgt; ldc.i4.0; ceq

Соответственно, для вещественных значений операцию " <= " необходимо представлять аналогично, только первая команда должна быть заменена на cgt.un. Тем не менее, с точки зрения конечной программы в машинных кодах это, видимо, несущественно, так как такой набор операций легко соптимизировать в одну ассемблерную команду целевой архитектуры.

13.7. Переходы и вызовы в MSIL

Переходы в .NET мало чем отличаются от используемых в обычных ассемблерах. Сразу отметим, что все команды переходов существуют в стандартном и коротком виде (для записи коротких переходов используется суффикс .s). Помимо обычного безусловного перехода ( BR ), в MSIL существует целый ряд условных переходов ( BEQ, BNE, BGT, BRFALSE - переход по false, null или нулю на верхушке стека - и все прочие переходы, включая беззнаковые и неупорядоченные варианты).

Существует две основных команды вызова:

· вызов статического метода ( CALL )

· вызов виртуального метода ( CALLVIRT )

Если вызывается метод экземпляра объекта, то объект, которому он принадлежит, должен быть первым параметром; для CALLVIRT этот параметр обязателен, поскольку виртуальных статических методов в .NET не бывает.

Команда вызова может снабжена префиксом tail. Это означает, что значение, возвращаемое вызываемой процедурой, является также возвращаемым значением и для вызывающей процедуры. В таком случае можно превратить вызов процедуры с последующим возвратом значения в одну команду безусловного перехода на вызываемую процедуру; для этого также необходимо удалить текущую рамку стека. Эта оптимизация позволяет избежать разрастания стека во многих рекурсивных алгоритмах. Недостатком такой оптимизации являются трудности отслеживания стека вызовов при отладке.

Помимо основных методов вызова, .NET предоставляет команду CALLI, выполняющую небезопасный вызов процедуры по адресу точки входа.

Возврат осуществляется командой RET, которая для методов, не возвращающих результат, не имеет параметров. Для всех прочих методов эта команда ожидает параметр - возвращаемое значение на верхушке стека.

13.8.Прочие команды MSIL

Упомянем вкратце некоторые интересные команды MSIL, которые редко встречаются в традиционных ассемблерах.

Во-первых, внимания заслуживают специальные команды BOX и UNBOX, реализующие функциональность упаковки и распаковки значений.

Во-вторых, в MSIL предусмотрена специальная команда для создания нового объекта - NEWOBJ. Семантика этой команды такова: создается новый объект и для него вызывается конструктор. Эта операция является критичной для обеспечения целостности данных, так как при ее выполнении гарантируется инициализация объекта (а иначе появляется потенциальная возможность использования "мусорных" ссылочных значений).

В-третьих, отметим, что MSIL содержит специальные команды для обработки исключений ( THROW, RETHROW, ENDFINALLY, ENDFILTER, LEAVE ), что не очень традиционно для низкоуровневых языков.Общая идея реализации исключений заключается в следующем: транслятором создается специальная таблица обработчиков исключений в данном try -блоке; затем при возникновении исключения виртуальная машина .NET просматривает эти таблицы и вызывает соответствующие обработчики. На самом деле, детали реализации исключений не очень существенны, так как при генерации MSIL можно воспользоваться существующими примитивами более высокого уровня (см. ниже про Reflection.Emit ).

13.9. Трансляция в MSIL: исходный текст на C-бемоль

Трансляция в MSIL: исходный текст на C [image: image1768.png]



using System;

class Fib // числа Фибоначчи
{

  public static void Main (String[] args)

    {

      int a = 1, b = 1;

      for (int i = 1; i != 10; ++i)

        {

          Console.WriteLine (a);

          int c = a + b;

          a = b; b = c;

        }

    }

}

Продемонстрируем трансляцию в MSIL на примере следующей программы, написанной на C [image: image1769.png]


и вычисляющей числа Фибоначчи:

using System;

class Fib

{

   public static void Main (String[] args)

   {

      int a = 1, b = 1;

      for (int i = 1; i != 10; ++i)

      {

         Console.WriteLine (a);

         int c = a + b;

         a = b; b = c;

      }

   }

}

На следующих слайдах мы покажем результаты трансляции этой программы в MSIL.

13.10. Трансляция в MSIL: пример
Программа на MSIL начинается с объявления имени сборки, в которую входит данная программа. 
// объявление имени assembly

.assembly fib as "fib" { /* здесь могут быть параметры */ }.class public Fib {

  .method public static void Main () {

    .entrypoint // означает начало assembly       

       .locals (int32 a, int32 b)

       ldc.i4.1  // загрузка константы 1

       stloc   a // сохранение 1 в a (a = 1)

       ldc.i4.1

       stloc   b // аналогично: b = 1

       ldc.i4.1  // загрузка 1 на стек (счетчик цикла)

Loop:   

        ldloc   a

        call    void System.Console::WriteLine(int32)         

        ldloc   a // stack: 1 a

        ldloc   b // stack: 1 a b

        add       // stack: 1 (a+b)

        ldloc   b

        stloc   a // a = b

        stloc   b // b = (a+b)

        ldc.i4.1

        add     // инкремент счетчика

        dup 

        ldc.i4.s   10

        bne.un.s   Loop // сравнение и переход на новую итерацию

        pop  // удаление счетчика цикла со стека

        ret

  }

}

Затем объявляется класс Fib , в котором производятся вычисления. Здесь же находится основная точка входа в сборку ( .entrypoint внутри Main ). Затем объявляются локальные переменные; отметим, что в процессе реальной трансляции имена этих переменных будут утеряны.

Наконец, происходит инициализация переменных, подготовка к началу цикла (загрузка счетчика цикла на стек) и выполнение основных вычислений программы: печать очередного числа Фибоначчи, загрузка рабочих переменных на стек, их сложение, присваивание результатов и увеличение счетчика.

Затем происходит сравнение счетчика цикла с максимальным значением цикла и в случае выполнения неравенства " счетчик не равен 10 " происходит переход на начало цикла. По окончании цикла происходит удаление счетчика цикла со стека и выход из метода.

13.11. Механизм рефлексии в .NET

В .NET предусмотрен специальный механизм доступа к метаданным приложения, который называется рефлексия . С помощью рефлексии мы можем получить доступ к полной информации о типах данных приложения во время исполнения, а также можем создавать новые типы данных и исполняемый код. Сначала мы изучим, каким образом можно получить доступ к уже существующим метаданным.

С помощью методов класса Reflection по данному объекту или его имени можно получить значение типа Type , которое содержит практически исчерпывающую информацию об этом классе - в частности, можно получить его список полей, методов, непосредственного предка данного класса, интерфейсы, которые реализованы в этом объекте и т.д. Всю эту информацию можно хранить и обрабатывать с помощью специальных классов, таких, как MethodInfo , FieldInfo и т.п. Таким образом, для данной сборки можно получить список ее модулей, у которых можно получить список типов и так далее до любых подробностей устройства объекта (вплоть до конкретного бинарного кода его методов, разумеется, только при наличии соответствующих прав доступа).

Отметим, что не все классы, имеющие отношение к рефлексии находятся в пространстве имен Reflection , например, сам класс Type находится в пространстве имен System . Такая "нелогичность" объясняется тем, что класс Type используется не только в ситуациях, связанных с рефлексией. Например, параметром метода ToArray класса ArrayList является значение типа Type , задающее тип элемента массива.

Поскольку рефлексия является сложной и объемной темой, мы продемонстрируем этот механизм на небольшом примере, в котором реализована функция, позволяющая распечатать объект практически любого типа в виде, пригодном для чтения человеком. Схожий пример ( MetaInfo ) можно также найти в примерах, входящих в состав .NET SDK.

13.12. Пример на рефлексию

// Пример, демонстрирующий использование рефлексии

// Автор: Антон Москаль, 

// Санкт-Петербургский государственный университет, 2001

using System;

using System.Text;

using System.Reflection;

class Sample

{

   public struct Struct { public String name; public int[] vec; }

   public static void Main (String[] args) 

   {

       Struct s;

       s.name = "Name";

       s.vec = new int [2];

       s.vec [0] = 1;

       s.vec [1] = 4;

       Console.WriteLine (Refl.Repr(s));

   }

}

На данном слайде приведена программа, вызывающая упомянутую выше функцию распечатки объекта. Результатом работы данного примера будет следующая строка:

STRUCT{name:Name, vec:[2]{1, 4}}

Рассмотрим реализацию функции класса Refl :

class Refl

{

   public static string Repr (Object o) 

   {

       // получаем дескриптор типа o

       Type t = o.GetType ();

       // если o - массив:

       if (t.IsArray)

          return ReprArray ((Array) o);

       // если o - структура (value type, не являющийся встроенным типом):

       else if (t.IsValueType && !t.IsPrimitive)

          return ReprStruct (t, o);

       // в противном случае используем стандартную фукнцию ToString:

       else

          return o.ToString ();

   }

   public static string ReprArray (Array a)

   {

       string res = "["+a.Length+"]{";

       // и дальше в цикле добавляем в res 

       // список представлений его элементов:

       String sep = "";

       for (int i = 0; i != a.Length; ++i, sep = ", ")

          // для бестипового массива индексацию почему-то использовать               

          // нельзя, поэтому приходится пользоваться функцией GetValue: 

          res += sep + Repr (a.GetValue (i));

       return res + "}";

   }

  public static string ReprStruct (Type t, Object o)

   {

       // получаем массив дескрипторов полей:

       FieldInfo [] flds = t.GetFields ();

       string res = "STRUCT{";

       String sep = "";

       // в цикле добавляем представления полей в виде

       // <имя поля>: <значение поля>

       foreach (FieldInfo fld in flds)

       {

          // метод GetValue в дескриторе поля 

          // позволяет выбрать это поле из объекта:

          res += sep + fld.Name + ":" + Repr (fld.GetValue (o));

          sep = ", ";

       }

       return res + "}";

   }

}

13.13. Генерация MSIL с использованием Reflection.Emit
Практически для каждой сущности в MSIL, которая может быть получена с помощью механизма рефлексии, в Reflection.Emit существует специальный класс с суффиксом Builder, который может быть использован для генерации этой сущности (например, AssemblyBuilder или TypeBuilder ). Отметим, что соглашение об образовании имен не всегда строгое - например, классу FieldInfo соответствует FieldBuilder, а не FieldInfoBuilder, как можно было бы подумать.

Классы с суффиксом Builder предназначены для генерации описываемых сущностей. В каждом таком классе есть методы, позволяющие добавлять поля, методы и прочее содержание, например:

TypeBuilder tb;

MethodBuilder mb = tb.DefineMethod("Call");

ILGenerator ilg = mb.GetILGenerator();

Класс ILGenerator, использованный в приведенном примере, уже может генерировать собственно код виртуальной машины путем использования метода Emit и различных дополнительных методов ( DefineLabel, DeclareLocal, BeginScope-EndScope и т.п.).

13.14. О последовательности генерации MSIL

Структура MSIL задает определенную последовательность генерации кода, в которой код генерируется в несколько проходов:

· вначале создается объект AssemblyBuilder, который будет использоваться для создания сборки

· затем при помощи метода DefineDynamicModule создаются объекты типа ModuleBuilder, которые будут использоваться для порождения входящих в сборку модулей (отметим, что в случае создания модуля, не входящего в сборку, первый шаг опускается)

· далее необходимо создать TypeBuilders для классов всех уровней (в том числе, и для вложенных классов); при этом конкретный порядок создания классов может быть весьма нетривиальным из-за возможности ссылок классов друг на друга в иерархии наследования

· затем создаются билдеры для методов и полей классов

· и вот только в этот радостный момент можно генерировать собственно код методов

Такая последовательность шагов при генерации является практически единственно возможной, поскольку на каждом следующем этапе нам может понадобиться сослаться на сущности, созданные на предыдущем этапе. Например, для создания поля нам нужно иметь возможность сослаться на его тип, а для генерации кода - иметь возможность сослаться на используемые поля и методы.

13.15.Генерация кода виртуальной машины

class LowLevelSample {

    public static void Run() {


int i;


i = 0;


try {


   Start:

             if (i == 10) throw new Exception();

             Console.WriteLine (i);

             i = i + 1;

             goto Start;


}


catch (Exception) { 

          Console.WriteLine ("Finished");


}    

    }

}

В качестве примера генерации кода для виртуальной машины попробуем породить код на MSIL для следующей программы на C#:

class LowLevelSample {

    public static void Run() {


int i;


i = 0;


try {


   Start:

             if (i == 10) throw new Exception();

             Console.WriteLine (i);

             i = i + 1;

             goto Start;


}


catch (Exception) { 

          Console.WriteLine ("Finished");


}

    }

}

На примере этой программы мы подробно рассмотрим процесс генерации кода, в том числе и такие интересные аспекты, как генерация меток и обработка исключительных ситуаций. Данная программа носит чисто демонстрационный характер - разумеется, использовать исключения для выхода из цикла в нормальной программе не следует.

13.16. Создание сборки и класса

Создание сборки и класса

Вначале мы создаем сборку, в которой будет находиться модуль, содержащий наш класс:

AppDomain ad = System.Threading.Thread.GetDomain();

AssemblyName an = new AssemblyName();

an.Name=System.IO.Path.GetFileNameWithoutExtension("numbers.exe");

AssemblyBuilder ab = ad.DefineDynamicAssembly

               (an,  AssemblyBuilderAccess.RunAndSave);

ModuleBuilder modb = ab.DefineDynamicModule

               ("numbers.exe", "numbers.exe");

modb.CreateGlobalFunctions();TypeBuilder classb = modb.DefineType ("Sample");

MethodBuilder mb = classb.DefineMethod 



("Run",



 MethodAttributes.Public|MethodAttributes.Static,



 typeof (void), null);

Вначале необходимо создать домен приложения, в котором мы будем создавать класс:

AppDomain ad = System.Threading.Thread.GetDomain();

Далее мы создаем имя сборки:

AssemblyName an = new AssemblyName();

an.Name = System.IO.Path.GetFileNameWithoutExtension ("numbers.exe");

Теперь создаем класс, генерирующий сборку, и используем его для создания модуля, который будет содержать наш класс (отметим, что атрибут RunAndSave означает, что данная сборка может быть исполнена или сохранена на диске):

AssemblyBuilder ab = ad.DefineDynamicAssembly

             (an,  AssemblyBuilderAccess.RunAndSave);

ModuleBuilder modb = ab.DefineDynamicModule ("numbers.exe", "numbers.exe");

modb.CreateGlobalFunctions ();

Далее мы создаем билдер класса Sample и создаем в этом классе метод Run. Первый параметр DefineMethod задает имя метода, второй - атрибуты метода (в нашем случае - public и static ), затем задается тип результата метода и массив типов параметров (если параметры у метода отсутствуют, как в нашем примере, то можно передать пустой указатель).

TypeBuilder classb = modb.DefineType ("LowLevelSample");

MethodBuilder mb = classb.DefineMethod 



("Run",



 MethodAttributes.Public|MethodAttributes.Static,



 typeof (void), null);

13.17. Генерация кода: исключения, метки

Теперь мы можем перейти к собственно генерации кода; генерируется присваивание, начинается блок try, определяется и ставится метка
ILGenerator il = mb.GetILGenerator();

LocalBuilder var_i = il.DeclareLocal (typeof(int));

il.Emit (OpCodes.Ldc_I4_0);

il.Emit (OpCodes.Stloc, var_i);

Label EndTry = il.BeginExceptionBlock();

Label Start = il.DefineLabel();

il.MarkLabel (Start);

Теперь мы можем создать генератор кода и приступить к порождению машинного кода для метода Run. Класс ILGenerator содержит в себе методы, необходимые для порождения команд MSIL. Далее мы создаем локальную переменную, на которую можем дальше ссылаться с использованием ее билдера var_I. В случае наличия вложенных блоков их рекомендуется ограничивать вызовами BeginScope() и EndScope().

ILGenerator il = mb.GetILGenerator();

LocalBuilder var_i = il.DeclareLocal (typeof (int));

Теперь мы генерируем присваивание значения 0 в эту переменную. Метод Emit является основным методом для генерации кода MSIL и в качестве своего первого параметра принимает код команды. OpCodes содержит константы, соответствующие всем командам MSIL. Отметим, что метод Emit перегружен и может иметь различные параметры, тип которых зависит от генерируемой команды. Например, в последующем операторе мы используем параметр типа LocalBuilder для ссылки на локальную переменную:

il.Emit (OpCodes.Ldc_I4_0);

il.Emit (OpCodes.Stloc, var_i);

Для оформления try-catch блока используется метода BeginExceptionBlock , который "открывает" блок обработки исключений и создает метку, на которую впоследствии можно будет сослаться.

Label EndTry = il.BeginExceptionBlock();

Теперь мы заводим метку, которая понадобится для организации цикла. Интересно, что метод DefineLabel не генерирует никакого кода, а просто создает значение типа Label , которое в дальнейшем может быть использовано для генерации переходов. Рано или поздно метка должна быть привязана к позиции в MSIL при помощи вызова MarkLabel. Таким образом, DefineLabel соответствует объявлению идентификатора метки (в явном виде такая операция есть только в Pascal), в то время как MarkLabel соответствует определению (установке) метки.

Label Start = il.DefineLabel();

il.MarkLabel (Start);

13.18. Генерация кода: условный оператор

Далее мы генерируем условный оператор, исключение и завершаем цикл:

Label Next = il.DefineLabel();

il.Emit (OpCodes.Ldloc, var_i);

il.Emit (OpCodes.Ldc_I4, 10);

il.Emit (OpCodes.Bne_Un_S, Next);

 Type[] no_types = new Type [0];

il.Emit (OpCodes.Newobj, typeof 

(System.Exception).GetConstructor (no_types));

il.ThrowException (typeof (System.Exception));

il.MarkLabel (Next);

il.Emit (OpCodes.Ldloc, var_i);

Type [] arg = new Type [1];

arg [0] = typeof (int);

MethodInfo writeLine = typeof(System.Console).GetMethod    

      ("WriteLine", arg);

il.EmitCall (OpCodes.Call, writeLine, null);

...

Теперь нам необходимо оттранслировать условный оператор. Так как никаких if'ов в ассемблере MSIL нет (кроме условных переходов), то необходимо предварительно преобразовать этот оператор к следующей форме: if (i!=10) goto Next , где Next - это специальная метка, расположенная после ветки then условного оператора.

Label Next = il.DefineLabel();

il.Emit (OpCodes.Ldloc, var_i);

il.Emit (OpCodes.Ldc_I4, 10);

il.Emit (OpCodes.Bne_Un_S, Next);

Затем мы создаем новый экземпляр System.Exception: метод GetConstructor по массиву, содержащему типы параметров конструктора, находит в типе соответствующий конструктор. В нашем случае аргументов у конструктора нет, поэтому массив пуст. После этих действий можно спокойно поставить метку Next:

Type[] no_types = new Type [0];

il.Emit (OpCodes.Newobj, typeof (System.Exception).GetConstructor (no_types));

il.ThrowException (typeof (System.Exception));

il.MarkLabel (Next);

Далее генерируется вывод значения переменной i на консоль. Процесс мало отличается от генерации создания нового объекта, за исключением того, что мы вызываем не конструктор, а метод, и, следовательно, должны задать его имя:

il.Emit (OpCodes.Ldloc, var_i);

Type[] arg = new Type [1];

arg [0] = typeof (int);

MethodInfo writeLine = typeof (System.Console).GetMethod ("WriteLine", arg);

il.EmitCall (OpCodes.Call, writeLine, null);

il.Emit (OpCodes.Ldloc, var_i); // i = i + 1;

il.Emit (OpCodes.Ldc_I4_1);

il.Emit (OpCodes.Add);

il.Emit (OpCodes.Stloc, var_i);

Наконец, генерируется переход к следующей итерации цикла ( goto Start ):

il.Emit (OpCodes.Br, Start);

13.19. Генерация кода: заключение

Наконец, мы генерируем блок catch и завершаем генерацию нашей программы:

il.BeginCatchBlock (typeof (System.Exception));

il.EmitWriteLine ("Finished");

il.EndExceptionBlock ();

il.Emit (OpCodes.Ret);

classb.CreateType ();

ab.SetEntryPoint (mb);

ab.Save ("numbers.exe");

Теперь мы перейдем к генерации catch -блока. Стоит отметить следующую деталь: если бы try не заканчивался переходом к следующей итерации, то метод BeginCatchBlock автоматически сгенерировал бы команду для завершения блока.

il.BeginCatchBlock (typeof (System.Exception));

Метод EmitWriteLine используется для генерации вызова System.Console.WriteLine от строковой константы. Тот же эффект можно достичь и более прямым путем (так же, как мы выше выводили значение переменной var_i ). Результат будет идентичен, но использованный нами только что способ более краток и удобен, например, для вставки в код вывода отладочной информации.

il.EmitWriteLine ("Finished");

Метод EndExceptionBlock завершает генерацию try-catch блока. Он одновременно выполняет определение метки EndTry, которую создал BeginExceptionBlock. После окончания этого блока необходимо вставить генерацию оператора return.

il.EndExceptionBlock ();

il.Emit (OpCodes.Ret);

Теперь нам осталось выполнить только несколько завершающих действий: операция CreateType завершает создание типа. После этого мы уже не можем внести никаких изменений и дополнений в класс LowLevelSample.

classb.CreateType();

Метод SetEntryPoint позволяет установить точку входа для сборки (на уровне генерации MSIL нет никаких неявных соглашений на эту тему, как, скажем, в C#, где точкой входа является метод Main ):

ab.SetEntryPoint (mb);

ab.Save ("numbers.exe");

И вот выполнено последнее действие: после операции Save сборка записана в исполняемый файл на диске. Процесс генерации кода завершен.

14. Выбор инструкций при генерации кода

14.1. Выбор инструкций

Выбор инструкций - это одна из стадий генерации машинного кода. В ее задачу входит сопоставление высокоуровневым конструкциям исходного языка последовательностей реализующих их машинных команд (проекция конструкций), выбор размещений для переменных и временных значений и выбор подходящих режимов адресации для доступа к данным.

Практически все системы команд предоставляют разнообразные режимы адресации. Выбор способов представления операндов и конкретных инструкций для их обработки представляет нетривиальную проблему. К счастью, существует простой способ описания этого процесса, который при определенных допущениях дает оптимальный результат. Кроме того, описываемый подход дает возможность порождать генераторы кода по формальному описанию.

Для решения задачи построения генератора кода применяется теория деревянных языков и грамматик. Именно, входная программа разбивается на фрагменты (выражения), каждый из которых трактуется как предложение языка специального вида. Вывод этого предложения в грамматике, определяющей такой язык, затем интерпретируется как последовательность машинных инструкций.

14.2. Деревянные языки

Деревянные языки позволяют описать множества деревьев, обладающих определенными свойствами (везде далее будут иметься в виду деревья, содержащие конечное число вершин). Мы будем использовать скобочную запись дерева, которая может быть получена выписыванием пометок вершин при простом обходе дерева слева-направо и сверху-вниз. При этом поддеревья одной вершины отделяются от нее скобками, а между собой - запятыми.
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Для определения понятия деревянного языка введем в рассмотрение алфавит A, снабженный взаимно-однозначной функцией арности # , которая приписывает буквам алфавита неотрицательные целые числа.

Тогда можно определить множество всех деревьев в этом алфавите как совокупность всех деревьев, у которых каждая вершина
· помечена символом a из алфавита A 

· имеет ровно #(a) поддеревьев

· каждое ее поддерево в свою очередь является непустым деревом в алфавите A 

В множество всех деревьев в алфавите A мы искусственно включаем также пустое дерево [image: image1771.png]


, которое не содержит вершин.

Наконец, деревянным языком L в алфавите A мы назовем произвольное (возможно, пустое) подмножество множества всех деревьев в алфавите A.

Поскольку при функции арности, не превосходящей единицы, все деревья в данных определениях превращаются в линейные списки, деревянные языки можно рассматривать как обобщение обычных "линейных" языков.

14.3. Подстановка деревьев
Для дальнейших рассуждений введем следующие обозначения:

· через root(t) обозначим корень дерева t 

· через t(v) обозначим поддерево дерева t с корнем v (таким образом, t(root(t))=t) 
· через sons(v) обозначим множество сыновей вершины v 
· через son(v,i) обозачим i-го сына вершины v 

Для пары деревьев в одном и том же алфавите можно определить операцию подстановки. 
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Для этого в одном из них выбирается лист, который затем заменяется на корень другого дерева. Если [image: image1773.png]


подставляется вместо вершины v в дерево [image: image1774.png]


, то результат подстановки будем обозначать [image: image1775.png]


.

14.4. Регулярные деревянные грамматики

Одним из способов задания деревянных языков являются автоматные деревянные грамматики.

Деревянная грамматика в нормальной форме - это четверка, содержащая входной алфавит (снабженный функцией арности), алфавит нетерминалов, стартовый нетерминал и множество правил. В отличие от обычных контекстно-свободных грамматик, у которых в правой части правила стоит слово из объединенного алфавита терминалов и нетерминалов, в деревянной грамматике в правой части правила находится так называемый деревянный образец, который в общем случае является деревом, у которого нетерминалами могут быть помечены только (некоторые) листья. В приведенном выше определении требуется, чтобы деревянный образец имел высоту не более единицы и чтобы все его листья были помечены нетерминалами (именно поэтому данные грамматики называются грамматиками в нормальной форме).

Очевидно, что деревянные грамматики в данном виде есть обобщение обычных контекстно-свободных автоматных грамматик. Легко видеть, что возможен и контекстно-зависимый вариант - для этого достаточно разрешить присутствие деревянного образца в левой части правила. Заметим, наконец, что неавтоматный вариант контекстно-свободных грамматик не обобщается на деревянный случай - непонятно, как можно обобщить правило
[image: image1776.png]


 
14. 5. Выводимость образцов
Для понимания того, как грамматики определяют язык, нам потребуется определить понятие выводимости образцов.

Как уже упоминалось выше, под образцом мы понимаем произвольное дерево, у которого некоторые листья помечены нетерминалами. В частности, тривиальное дерево, состоящее из одной вершины, является образцом (при этом единственная вершина может быть помечена как терминалом, так и нетерминалом).
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Правила грамматики в нормальной форме содержат в правой части образцы специального вида, однако в выводе будут встречаться образцы произвольной формы. Далее через leaves(p) мы будем обозначать множество листьев образца p , помеченных нетерминалами.

Пусть есть два образца p1 и p2, вершина [image: image1778.png]v € leaves(p;)



и правило грамматики R=N:p'. Будем говорить, что образец p2 выводится из образца p1 по правилу R , если v помечена нетерминалом N из левой части правила и p2 может быть получен подстановкой образца p' из правой части правила в образец p1 вместо вершины v .

14.6. Вывод в деревянной грамматике

Выводом в грамматике назовем последовательность троек

(p1,v1,R1),(p2,v2,R2),…,(pk,vk,Rk)

каждая из которых состоит из образца pi, вершины [image: image1779.png]


и правила Ri , таких, что образец в каждой тройке, исключая первую, выведен применением правила из предыдущей тройки к образцу из предыдущей тройки относительно вершины из предыдущей тройки.
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Для произвольных образцов p1 и pk определим DG(p1,pk) как множество всех выводов pk из p1.

14.7. Язык, определяемый грамматикой
Пусть есть грамматика G=(A,N,S,R) . Языком, определяемым G (обозначение L(G) ) назовем подмножество множества всех деревьев в алфавите A , для которых непусто множество выводов из тривиального дерева, единственная вершина которого помечена стартовым нетерминалом грамматики. Заметим, что такое дерево, так же, как и произвольное дерево в алфавите A , являются образцами.
Неформально говоря, грамматика определяет язык, состоящий из тех деревьев, которые можно получить подстановкой образцов из правых частей правил грамматики вместо листьев, помеченных нетерминалом из левой части этих правил до тех пор, пока в дереве существуют листья, помеченные нетерминалами.

На иллюстрации приведен пример грамматики, которая порождает деревья выражений из констант, переменных, унарных и бинарных операций. 
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Видно, таким образом, что деревянные грамматики предоставляют удобный механизм описания различных деревьев, включая деревья внутреннего представления программы.

Можно показать, что существуют деревянные языки, для которых невозможно их задание с помощью грамматики приведенного вида.

14.8. Эквивалентность грамматик

Две грамматики назовем эквивалентными, если совпадают порождаемые ими языки. Грамматика, приведенная на данной иллюстрации, эквивалентна грамматике, приведенной на предыдущей.
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Можно увидеть, что эта грамматика получена из предыдущей с помощью устранения цепных правил. Как и в случае обычных грамматик, любая деревянная грамматика может быть приведена к эквивалентной, не содержащей цепных правил.

Проблема определения эквивалентности грамматик разрешима, хотя для неоднозначных грамматик (определение неоднозначных грамматик будет дано ниже) это может потребовать экспоненциального времени.

14.9. Нормализация грамматик
Покажем, что для деревянной грамматики, у которой в правой части правил находятся образцы произвольного вида, существует эквивалентная грамматика в нормальной форме.
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Пусть G=(A,N,S,R) - грамматика произвольного вида. Построим по ней грамматику G'=(A,N',S,R') в нормальной форме, действуя следующим образом:

1. первоначально множества нетерминалов и правил для новой грамматики совпадают с таковыми для старой;

2. выберем среди правил новой грамматики правило R=N:p, у которого образец p в правой части не находится в нормальной форме, и удалим его. Если такого правила нет, то грамматика уже находится в нормальной форме;

3. добавим в грамматику столько новых нетерминалов, сколько сыновей у root(p) , которые не являются тривиальными образцами (т.е. листьями, помеченными нетерминалами);

4. добавим в множество правил дополнительные правила, которые содержат в левой части новые нетерминалы, а в правой - те поддеревья p , которые не являются тривиальными образцами;

5. добавим в множество правил правило N=p', где p' - образец, полученный из p заменой тех его поддеревьев, которые не являются тривиальными образцами, на листья, помеченные соответствующими новыми нетерминалами;

6. перейдем к шагу 2.

14.10. Пример нормализации грамматики
Легко видеть, что процесс, описанный выше, всегда завершится, и что полученная грамматика будет грамматикой в нормальной форме, эквивалентной исходной.

В качестве примера рассмотрим грамматику, показанную на иллюстрации. 
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Здесь второе правило изначально не находится в нормальной форме, поскольку образец в его правой части содержит нетривиальный подобразец (лист, помеченный терминальным символом b).

В данном случае нормализация приводит к введению дополнительного нетерминала K1 и двух правил

K1:b и

K: a(K1, K)

вместо второго правила.

14.11. Представление выводов

Следующей нашей задачей будет построение множества выводов для данного дерева t в данной грамматике G .
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Для представления множества выводов построим разметку C , которая вершине дерева v и нетерминалу K сопоставляет множество правил, каждое из которых начинает вывод образца t(v) из образца K в грамматике G (правило R начинает вывод образца t(v) из образца K тогда и только тогда, когда в множестве всех выводов t(v) из K DG (K,t(v)) существует вывод, который начинается тройкой (K, K, R) , т.е. применением правила R к единственной вершине, помеченной нетерминалом K .)

14.12. Построение выводов

Приведем алгоритм построения разметки C для грамматики в нормальной форме.
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Данный алгоритм обходит дерево снизу-вверх. При этом он пытается применить все возможные правила к текущей вершине root. Если какое-либо правило R=N:p применимо, то в разметку для пары С[root][N] добавляется правило R .

Для того, чтобы проверить применимость правила для текущей вершины, проверяется соответствие этой вершины образцу в правой части правила (этим занимается функция Match ).

Кроме того, после вывода нового нетерминала в разметке C строится ее замыкание относительно цепных правил (это делает функция BuildClosure ).

Заметим, что формально говоря всегда можно рассматривать грамматики без цепных правил, поскольку любую грамматику можно преобразовать в эквивалентную, не содержащую цепных правил. Однако такое преобразование увеличивает число правил, в которых требуется нетривиальное сопоставление с образцом.
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Рассмотрим задачу сопоставления с образцом для вершины дерева (функция Match). Нас в данном случае интересуют образцы двух видов: лист, помеченный неким терминальным символом и дерево высоты один, корень которого помечен неким терминальным символом, а листья - нетерминалами. Кроме того, возможны образцы цепных правил, но они будут учтены при построении замыкания. Этим набором исчерпываются все образцы грамматики в нормальной форме.

Что касается образца первого вида, то данная вершина соответствует ему в том и только том случае, когда она является листом, помеченным тем же самым терминальным символом.

Для соответствия вершины образцу второго вида необходимо и достаточно, чтобы она была помечена нужным терминалом, а ее сыновья выводились в грамматике G из соответствующих нетерминалов образца. Поскольку построение разметки C происходит снизу-вверх, последнее условие может быть трактовано как непустота множества правил для данной вершины и данного нетерминала.

Наконец, функция BuildClosure, получая в качестве аргумента вновь выведенный нетерминал, строит замыкание разметки C относительно цепных правил, просто добавляя их в разметку для данной вершины и выведенного по цепному правилу нетерминала.

[image: image1788.png]ycts G={ANSR)
teL(G) < Clroat(t)][S]=2
-G - opmosama <> VEEL(G) : |Dy(S, t)|=1




Пусть задана грамматика G и дерево t. Индукцией по числу шагов можно доказать, что приведенный алгоритм действительно строит разметку, обладающую заявленными свойствами. В частности, дерево t выводится в грамматике G тогда и только тогда, когда C[root(t)][S] непусто, где S - стартовый нетерминал G.

Данный алгоритм имеет сложность, пропорциональную произведению числа правил на число вершин дерева.

Будем называть грамматику G однозначной тогда и только тогда, когда для произвольного дерева из порождаемого ею языка существует в точности один вывод, и неоднозначной в противном случае.

14.13. Пример

На иллюстрации показан пример построения разметки для дерева в соответствии с грамматикой, рассмотренной выше. 
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Здесь слева изображено само дерево, а справа - дерево, снабженное разметкой C. Эта разметка представлена именами нетерминалов, в скобках указаны номера правил.

14.14.Системы восходящего переписывания деревьев

Деревянные грамматики лежат в основе систем восходящего переписывания деревьев (Bottom-Up Rewriting Systems, BURS), которые на сегодняшний день являются одним из наиболее распространенных способов описания кодогенераторов. Точнее, BURS позволяет построить алгоритм выбора инструкций, который при определенных допущениях строит оптимальный код.

Деревянные грамматики представляются естественным выбором как механизм описания выбора команд, поскольку являются удобной формализацией сопоставления с образцом.

Для использования в качестве формализма описания выбора команд понятия теории деревянных грамматик интерпретируются следующим образом:

1. нетерминалы обозначают режимы адресации или классы размещения значений (регистр, непосредственный операнд и т.д.)

2. цепные правила обозначают преобразования типов или пересылки

3. язык, определяемый грамматикой - это формат внутреннего представления программы перед выбором команд

4. вывод дерева в данной грамматике - последовательность команд

Из последнего пункта интерпретации следует, что грамматика должна быть однозначной. Если все же существует несколько выводов для данного дерева, и, следовательно, несколько последовательностей машинных команд, которые его вычисляют, то должна быть реализована возможность выбора какого-то одного вывода.

14.15. Грамматики восходящего переписывания

Поскольку системы команд предоставляют большое разнообразие способов вычислений, ожидается, что практически любая грамматика будет неоднозначной. Однако небольшой модификацией этих неоднозначностей можно избежать.
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Именно, снабдим каждое правило стоимостью и определим стоимость вывода как сумму стоимостей правил, входящих в его состав. Далее среди всех выводов нас будут интересовать только те, которые имеют наименьшую стоимость. Кроме того, будем считать, что выводы наименьшей стоимости для нас неразличимы, то есть нам совершенно все равно, какой из них выбрать. Таким образом грамматика становится однозначной с точностью до вывода минимальной стоимости.

Неформально говоря, каждое правило описывает либо машинную команду, либо ее операнд. Стоимость при этом отображает некоторое представление о сложности команды или операнда.

14.16. Представление вывода в BURS

Аналогично обычным деревянным грамматикам, построим разметку дерева, описывающую его вывод в BURS-грамматике. 
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Поскольку BURS-грамматика однозначна, каждый нетерминал может быть выведен только одним правилом (точнее, достаточно помнить только одно правило, которое доставляет вывод наименьшей стоимости). Кроме того, в разметку будет входить число, соответствующее стоимости данного вывода.

Если же поддерево с корнем в текущей вершине невыводимо из данного нетерминала, то будем считать, что существует вывод бесконечной стоимости.

14.17. Динамическое программирование

Наша задача теперь заключается в построении вывода минимальной стоимости. Поскольку стоимость вывода аддитивна относительно стоимостей правил, входящих в него, можно воспользоваться принципом динамического программирования, составляя оптимальный вывод для текущей вершины путем выбора среди всех применимых правил и оптимальных выводов для соответствующих поддеревьев (заметим, что это возможно в силу неотрицательности функции стоимости).

Код алгоритма восходящего переписывания деревьев приведен на иллюстрации. 
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Теперь функция проверки соответствия поддерева образцу возвращает стоимость вывода этого поддерева из этого образца. Кроме того, вывод попадает в разметку только в том случае, если он минимален относительно всех выводов данного поддерева из данного нетерминала.

[image: image1793.png]cost Match (R=N:p: Rule; root: Tree)
«
if (p="a’ and root='a’) return c(R);
else if (
p="b (N}, .,N,’) and
(root="b' and V1idk Clson (root,i)][N;]1#(L, @)
)

return c(R) + 3, ,c; where (R, c;)=Clson (root,i)][N,]

void BuildClosure (root: Tree; K: Nonterminal)
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Условия соответствия поддерева образцу остались прежними, но теперь функция Match заодно считает стоимость вывода поддерева из образца, суммируя стоимость собственно правила и стоимости минимальных выводов поддеревьев из нужных для соответствия образцу нетерминалов.

Построение замыкания по цепным правилам также аналогично обычному замыканию в деревянных грамматиках, однако здесь замыкание выводит нетерминал только в том случае, когда вывод по этому правилу доставляет минимальную стоимость.
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Можно доказать, что приведенный алгоритм действительно строит разметку, обладающую заявленными свойствами. Его сложность также пропорциональна произведению числа правил на количество вершин дерева.

Отсюда следует, что если дерево выводимо в данной грамматике, то разметка сопоставляет паре (корень дерева, стартовый нетерминал) стоимость минимального вывода и правило, которое этот вывод начинает.

14.18. Пример

В качестве примера рассмотрим грамматику, приведенную на иллюстрации.



 Здесь в квадратных скобках указаны стоимости правил, в круглых - их номера.

Неформально говоря данная грамматика используется для выбора команд для дерева выражения, состоящего из констант ( const ), переменных ( loc ), бинарного сложения (' + '), присваивания (' = ') и косвенной адресации ( fetch ).

Нетерминалы грамматики имеют следующий смысл: Imm - непосредственный операнд, Reg - регистр, Addr - адрес в памяти, Void - стартовый нетерминал. Таким образом, мы видим, что язык, определяемый грамматикой, действительно описывает внутреннее представление программы, а нетерминалы и правила машиннозависимы и отражают систему команд и элементы архитектуры устройства.

Разметка дерева в соответствии с этой грамматикой приведена в правой части иллюстрации. Здесь также в квадратных скобках указана стоимость минимального вывода для данного нетерминала, в круглых скобках - номер правила, доставляющего минимальный вывод.

14.19. Свертка
После того, как приведенным алгоритмом была построена разметка, необходимо извлечь из нее оптимальный вывод. Этот шаг называется сверткой.

Извлечение оптимального вывода происходит следующим образом. Разметка сопоставляет каждой вершине и каждому нетерминалу правило, которое входит в минимальный вывод поддерева данной вершины из данного нетерминала.

Предположим, что нетерминал, вывод из которого нас интересует, как-то задан. Тогда правило, которое возвращает нам разметка, однозначно определяет нетерминалы, из которых в минимальном выводе должны быть выведены поддеревья текущей вершины. В свою очередь, разметка для этих поддеревьев и этих нетерминалов доставляет правила, присутствующие в минимальном выводе этих поддеревьев, и так далее.

Теперь осталось заметить, что нас интересует вывод всего дерева из стартового нетерминала грамматики. Таким образом, сначала мы выбираем правило, которое начинает минимальный вывод дерева из стартового нетерминала, а затем поступаем так, как описано выше. Последовательность извлеченных таким образом правил и будет минимальным выводом данного дерева.



На иллюстрации последовательность выбора нетерминалов в оптимальном выводе отражена с помощью сплошных стрелок, а сами эти нетерминалы подчеркнуты.
void Reduce (N: Nonterminal; root: Tree)

{

   (R=N:p,c)=C[root][N];

   if (p = 'K') then Reduce (K, root);

   else if (p = 'b(K 1,…,K n)') then

      for i=1 to |sons(root)| do

          Reduce (K i, son(root,i));

   -- do some actions here --

}

Конечно, при генерации кода нас интересует не столько сам минимальный вывод, сколько его интерпретация с точки зрения машинных команд. Поэтому фактически наряду с восстановлением вывода должны быть предприняты какие-то действия по конструированию машинных команд и их операндов.

На иллюстрации приведен алгоритм свертки, который после восстановления вывода производит некоторые неформальные действия, призванные сконструировать машинный код. Суть этих действий мы разберем ниже, а пока прокомментируем коротко этот алгоритм.

Как и было объявлено, построение вывода определяется для корня дерева и некоторого предзаданного нетерминала. Первым делом извлекается правило, которое начинает вывод минимальной стоимости дерева из этого нетерминала (то, что такое правило всегда существует, будет видно по индукции из дальнейшего). Затем разбираются случаи устройства образца в правой части этого правила. Если правило было цепным, то производится светртка того же поддерева по нетерминалу в правой части правила, если нет, то выполняется свертка поддеревьев данной вершины по тем нетерминалам, которыми помечены соответствующие листья образца в правой части.

Наконец, изначально корень дерева сворачивается по стартовому нетерминалу.




Здесь мы рассмотрим суть неформальных действий, которые выполняются при свертке для того, чтобы построить машинный код. Как было объявлено раньше, нетерминалы соответствуют классам размещений значений, а правила - операндам машинных инструкций или самим машинным инструкциям.

Каждый шаг свертки обладает следующей информацией:

1. текущим правилом (и, следовательно, машинной командой или операндом, который должен быть порожден)

2. текущим нетерминалом (и, следовательно, размещением результата текущей команды или операнда)

3. списком нетерминалов, из которых выводятся поддеревья текущей вершины (и, следовательно, списком размещений аргументов текущей команды или операнда)

4. вообще говоря, результатами свертки поддеревьев (то есть машинным кодом, построенным для их вычисления)

Все это дает возможность разметить дерево шаблонами машинных инструкций, которые содержат мнемонику, режим адресации и ссылки на узлы дерева, которые являются аргументами и результатами команды.

На иллюстрации приведен пример такой разметки. Здесь аргументы команд обозначены точками снизу команды, результаты - точками сверху, пунктирные стрелки указывают на соответствующие вершины дерева.

14.20. Согласование размещений
Действия на предыдущем шаге позволяют от исходного размеченного дерева перейти к дереву, в котором вершины уже соответствуют машинным инструкциям, но их операнды еще известны не полностью. Каждая машинная инструкция уже обладает мнемоникой и теми операндами, которые определены на предыдущем шаге (таковыми операндами, например, являются глобальные переменные, регистры, которые необходимо использовать из соображений соглашений о связях и вызовах и т.д.) Дуги в этом дереве обозначают передачу данных через временные значения и таким образом представляют необходимую информацию для согласования размещений.
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Для получения финального кода требуется построить подходящую топологическую сортировку этого дерева (возможные сортировки показаны справа) и осуществить окончательное распределение регистров.

Финальный код после этих двух преобразований показан внизу иллюстрации. Заметим, что в случае неудачного распределения регистров выбор команд не может быть сохранен в изначальном виде (потребуется изменение размещений каких-то значений) и код, таким образом, станет субоптимальным.

14.21. Пример использования BURS

Использование технологии BURS мы продемонстрируем на примере организации backend'а транслятора lcc, разработанного в Принстонском университете.
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В основе backend'а лежит средство lburg, которое порождает текст генератора кода на языке C по входному файлу, содержащему описание BURS-грамматики и некоторых вспомогательных функций, необходимых, например, для оформления ассемблерного текста и т.д.

Заметим, что реализация backend'а в трансляторе lcc содержит встроенный механизм распределения регистров. Таким образом, чтобы осуществить раскрутку транслятора на новую архитектуру, необходимо поменять один только файл.

14.22. Организация входного файла lburg
Входной файл lburg организован согласно традиционной схеме представления грамматик в средствах типа YACC Он поделен на следующие секции:

1. пролог - содержит произвольный текст на языке реализации (в данном случае C)

2. описание терминалов и стартового нетерминала грамматики

3. описания правил, снабженных семантиками

4. эпилог, также содержащий неформальный текст на языке реализации

%{

   ...

   --- пролог

   ...

%}

   ...

   Описание стартового нетерминала

   Описание терминалов

   ...

%%

   ...

   --- Описания правил

   ...

%%

   ...

   --- эпилог

   ...

При обработке lburg порождает по описанию грамматики функции разметки и свертки (при этом свертка использует заданные в правилах семантики), а пролог и эпилог соответственно просто копируются в начало и конец порожденного генератора кода.

14.23. Пример входного файла lburg
Рассмотрим формат описания основных элементов в грамматике для lburg.

%start stmt

-- стартовый нетерминал

%term CNSTF4=4113
-- терминалы
%term CNSTF8=8209

%term CNSTF16=16401

%term CNSTI1=1045

...

mem:  INDIRU4(addr)  
"dword ptr %0"

...

mrc3: mem  

"%0"  


3

mrc3: rc   

"%0"

...

reg:  addr         
"lea %c,%0\n"  
1

....

Традиционно нетерминалы обозначаются идентификаторами, состоящими из строчных букв, терминалы - идентификаторами, состоящими из прописных букв. Конструкция %start <nonterminal> служит для описания стартового нетерминала. Конструкция %term <terminal>=<constant> определяет терминал, при этом числовое значение справа от знака равенства соответствует внутреннему коду узла дерева в представлении программы, выдаваемом frontend'ом.

Наконец, правило состоит из нетерминала, который им выводится, деревянного образца в нормальной форме, который отделен от нетерминала двоеточием, шаблоном вывода, который используется при свертке и необязательной стоимости (в случае ее отсутствия правилу приписывается стоимоcть 0).

В данном случае приведено четыре правила из описания кодогенератора для процессора x86: первое порождает команду косвенной адресации для четырехбайтового адреса, второе и третье выводит нетерминал, соответствующий режиму адресации mcr (memory+constant+register) из нетерминалов, соответствующих регистру и адресу в памяти, четвертое описывает команду загрузки содержимого памяти в регистр.

Форматная строка напоминает таковую в стандартных функциях обмена, однако ассортимент форматных символов несколько иной: так, " %0 " обозначает результат свертки 1-го сына текущего узла, " %c " - результат свертки текущего узла и т.д.

14.24. Ограничения BURS

Несмотря на простоту описания системы команд с помощью формализма BURS, построение кодогенератора с его помощью требует дополнительных усилий. Использование BURS кардинально упрощает стадию сопоставления с образцом и выбора режимов адресации, однако такие задачи, как линеаризация дерева (построение топологической сортировки) и распределение регистров должны быть решены отдельно. BURS представляется наилучшим выбором для CISС архитектур, в которых разнообразие команд и режимов адресации действительно велико. Для RISC же архитектур задачи распределения регистров и планирования оказываются более важными.

Кроме того, в BURS-схеме плохо выражаются нерегистровые системы команд (например, стековая модель вычислений) и вообще ситуации, когда машинные команды имеют побочные эффекты, поскольку в такой ситуации выводимый нетерминал перестает однозначно соответствовать размещению результата.

Еще одним существенным ограничением BURS является то, что их применение ограничивается деревьями, т.е. наборами выражений без общих подвыражений. Можно доказать, что построение оптимального кода для выражений с общими подвыражениями с помощью BURS труднорешаемо (тем не менее существуют эвристические подходы к генерации кода в такой ситуации).

Наконец, как уже упоминалось выше, BURS-код оптимален при условии, что распределение регистров не заденет результатов выбора команд (т.е. что запаса регистров хватит для его реализации).

15. Методы трансляции
Определение. Если заданы входной алфавит P и выходной алфавит W, то переводом с языка Lвх, состоящего из цепочек множества P*, на язык Lвых, состоящий из цепочек множества W*, называется множество C пар цепочек ( α,β ) таких, что[image: image1800.png]o € Ly
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15.1. Трансляторы, интерпретаторы и компиляторы
Для общения с компьютерами разрабатываются специальные языки, которые называются искусственными в отличие от естественных языков общения людей. Искусственные язы​ки должны быть, с одной стороны, удобными и понятными для человека, а с другой -должны восприниматься устройствами. Совмещение этих требований в одном языке яв​ляется трудной задачей, поэтому применяются средства для преобразования текстов с языка, понятного человеку, на язык устройства. Такие средства называются транслято​рами.
15.1.1. Трансляторы
Поскольку текст, записанный на языке программирования, непонятен компьютеру, то требуется перевести его на машинный код. Такой перевод программы с языка программирования на язык машинных кодов называется трансляцией, а выполняется она специальными программами – трансляторами.

Трансля́тор — программа или техническое средство, выполняющее трансляцию программы
Транслятор - обслуживающая программа, преобразующая исходную программу, предоставленную на входном языке программирования, в рабочую программу, представленную на объектном языке.

В настоящее время трансляторы разделяются на три основные группы: ассемблеры, компиляторы и интерпретаторы.

Ассемблер - системная обслуживающая программа, которая преобразует символические конструкции в команды машинного языка. Специфической чертой ассемблеров является то, что они осуществляют дословную трансляцию одной символической команды в одну машинную. Таким образом, язык ассемблера (еще называется автокодом) предназначен для облегчения восприятия системы команд компьютера и ускорения программирования в этой системе команд. Программисту гораздо легче запомнить мнемоническое обозначение машинных команд, чем их двоичный код.

Вместе с тем, язык ассемблера, кроме аналогов машинных команд, содержит множество дополнительных директив, облегчающих, в частности, управление ресурсами компьютера, написание повторяющихся фрагментов, построение многомодульных программ. Поэтому выразительность языка намного богаче, чем просто языка символического кодирования, что значительно повышает эффективность программирования.

Компилятор - это обслуживающая программа, выполняющая трансляцию на машинный язык программы, записанной на исходном языке программирования. Также как и ассемблер, компилятор обеспечивает преобразование программы с одного языка на другой (чаще всего, в язык конкретного компьютера). Вместе с тем, команды исходного языка значительно отличаются по организации и мощности от команд машинного языка. Существуют языки, в которых одна команда исходного языка транслируется в 7-10 машинных команд. Однако есть и такие языки, в которых каждой команде может соответствовать 100 и более машинных команд (например, Пролог). Кроме того, в исходных языках достаточно часто используется строгая типизация данных, осуществляемая через их предварительное описание. Программирование может опираться не на кодирование алгоритма, а на тщательное обдумывание структур данных или классов. Процесс трансляции с таких языков обычно называется компиляцией, а исходные языки обычно относятся к языкам программирования высокого уровня (или высокоуровневым языкам). Абстрагирование языка программирования от системы команд компьютера привело к независимому созданию самых разнообразных языков, ориентированных на решение конкретных задач. Появились языки для научных расчетов, экономических расчетов, доступа к базам данных и другие.

Интерпретатор - программа или устройство, осуществляющее пооператорную трансляцию и выполнение исходной программы. В отличие от компилятора, интерпретатор не порождает на выходе программу на машинном языке. Распознав команду исходного языка, он тут же выполняет ее. Как в компиляторах, так и в интерпретаторах используются одинаковые методы анализа исходного текста программы. Но интерпретатор позволяет начать обработку данных после написания даже одной команды. Это делает процесс разработки и отладки программ более гибким. Кроме того, отсутствие выходного машинного кода позволяет не "захламлять" внешние устройства дополнительными файлами, а сам интерпретатор можно достаточно легко адаптировать к любым машинным архитектурам, разработав его только один раз на широко распространенном языке программирования. Поэтому, интерпретируемые языки, типа Java Script, VB Script, получили широкое распространение. Недостатком интерпретаторов является низкая скорость выполнения программ. Обычно интерпретируемые программы выполняются в 50-100 раз медленнее программ, написанных в машинных кодах.

Эмулятор - программа или программно-техническое средство, обеспечивающее возможность без перепрограммирования выполнять на данной ЭВМ программу, использующую коды или способы выполнения операция, отличные от данной ЭВМ. Эмулятор похож на интерпретатор тем, что непосредственно исполняет программу, написанную на некотором языке. Однако, чаще всего это машинный язык или промежуточный код. И тот и другой представляют команды в двоичном коде, которые могут сразу исполняться после распознавания кода операций. В отличие от текстовых программ, не требуется распознавать структуру программы, выделять операнды. 

Эмуляторы используются достаточно часто в самых различных целях. Например, при разработке новых вычислительных систем, сначала создается эмулятор, выполняющий программы, разрабатываемые для еще несуществующих компьютеров. Это позволяет оценить систему команд и наработать базовое программное обеспечение еще до того, как будет создано соответствующее оборудование.

Очень часто эмулятор используется для выполнения старых программ на новых вычислительных машинах. Обычно новые компьютеры обладают более высоким быстродействием и имеют более качественное периферийное оборудование. Это позволяет эмулировать старые программы более эффективно по сравнению с их выполнением на старых компьютерах.

Перекодировщик - программа или программное устройство, переводящие программы, написанные на машинном языке одной ЭВМ в программы на машинном языке другой ЭВМ. Если эмулятор является менее интеллектуальным аналогом интерпретатора, то перекодировщик выступает в том же качестве по отношению к компилятору. Точно также исходный (и обычно двоичный) машинный код или промежуточное представление преобразуются в другой аналогичный код по одной команде и без какого-либо общего анализа структуры исходной программы. Перекодировщики бывают полезны при переносе программ с одних компьютерных архитектур на другие. Они могут также использоваться для восстановления текста программы на языке высокого уровня по имеющемуся двоичному коду.

Макропроцессор - программа, обеспечивающая замену одной последовательности символов другой. Это разновидность компилятора. Он осуществляет генерацию выходного текста путем обработки специальных вставок, располагаемых в исходном тексте. Эти вставки оформляются специальным образом и принадлежат конструкциям языка, называемого макроязыком. Макропроцессоры часто используются как надстройки над языками программирования, увеличивая функциональные возможности систем программирования. Практически любой ассемблер содержит макропроцессор, что повышает эффективность разработки машинных программ. Такие системы программирования обычно называются макроассемблерами.

Макропроцессоры используются и с языками высокого уровня. Они увеличивают функциональные возможности таких языков как PL/1, C, C++. Особенно широко макропроцессоры применяются в C и C++, позволяя упростить написание программ. Макропроцессоры повышают эффективность программирования без изменения синтаксиса и семантики языка.

Синтаксис - совокупность правил некоторого языка, определяющих формирование его элементов. Иначе говоря, это совокупность правил образования семантически значимых последовательностей символов в данном языке. Синтаксис задается с помощью правил, которые описывают понятия некоторого языка. Примерами понятий являются: переменная, выражение, оператор, процедура. Последовательность понятий и их допустимое использование в правилах определяет синтаксически правильные структуры, образующие программы. Именно иерархия объектов, а не то, как они взаимодействуют между собой, определяются через синтаксис. Например, оператор может встречаться только в процедуре, а выражение в операторе, переменная может состоять из имени и необязательных индексов и т.д. Синтаксис не связан с такими явлениями в программе как "переход на несуществующую метку" или "переменная с данным именем не определена". Этим занимается семантика.

Семантика - правила и условия, определяющие соотношения между элементами языка и их смысловыми значениями, а также интерпретацию содержательного значения синтаксических конструкций языка. Объекты языка программирования не только размещаются в тексте в соответствии с некоторой иерархией, но и дополнительно связаны между собой посредством других понятий, образующих разнообразные ассоциации. Например, переменная, для которой синтаксис определяет допустимое местоположение только в описаниях и некоторых операторах, обладает определенным типом, может использоваться с ограниченным множеством операций, имеет адрес, размер и должна быть описана до того, как будет использоваться в программе.

Синтаксический анализатор - компонента компилятора, осуществляющая проверку исходных операторов на соответствие синтаксическим правилам и семантике данного языка программирования. Несмотря на название, анализатор занимается проверкой и синтаксиса, и семантики. Он состоит из нескольких блоков, каждый из которых решает свои задачи. Более подробно будет рассмотрен при описании структуры транслятора.

Любой транслятор выполняет следующие основные задачи:

​- анализирует транслируемую программу, в частности определяет, содержит ли она синтаксические ошибки;

- генерирует выходную программу (ее часто называют объектной) на языке машинных команд;

- распределяет память для объектной программы.

Каждый конкретный язык ориентирован либо на компиляцию, либо на интерпретацию — в зависимости от того, для каких целей он создавался. Например, Паскаль обычно используется для решения довольно сложных задач, в которых важна скорость работы программ. Поэтому данный язык обычно реализуется с помощью компилятора. 

С другой стороны, Бейсик создавался как язык для начинающих программистов, для которых построчное выполнение программы имеет неоспоримые преимущества. 

Иногда для одного языка имеется и компилятор, и интерпретатор. В этом случае для разработки и тестирования программы можно воспользоваться интерпретатором, а затем откомпилировать отлаженную программу, чтобы повысить скорость ее выполнения.

Препроцессор - это транслятор с одного языка программирования в другой без создания исполняемого файла или выполнения программы. 

Препроцессоры удобны для расширения возможностей языка и удобства программирования путем использования на этапе написания программы более удобного для человека диалекта языка программирования и ее перевода препроцессором на текст стандартного языка программирования, который можно откомпилировать стандартным компилятором.

Эмулятор - функционирующее в некоторой целевой операционной системе и аппаратной платформе программное и/или аппаратное средство, предназначенное для исполнения программ, изготовленных в другой операционной системе или работающих на отличном от целевого аппаратном обеспечении, но позволяющее осуществлять те же самые операции в целевой среде, что и в имитируемой системе. 

К эмулирующим языкам относятся такие системы, как Java, .Net, Mono, в которых на этапе создания программы производится ее компиляция в специальный байт-код и получение бинарного файла, пригодного для исполнения в любой операционной и аппаратной среде,а исполнение полученного байт-кода производится на целевой машине с помощью простого и быстрого интерпретатора (виртуальной машины).

Реассемблер, дизассемблер - программное средство, предназначенное для расшифровки бинарного кода с представлением его в виде текста ассемблера или текста иного языка программирования, позволяющее проанализировать алгоритм исходной программы и использовать полученный текст для необходимой модификации программы, к примеру поменять адреса внешних устройств, обращения к системным и сетевым ресурсам, выявить скрытые функции бинарного кода (к примеру, компьютерного вируса или иной зловредной программы: трояна, червя, кейлоггера и пр.). 

Абстракция через спецификацию - это прием программирования, позволяющий абстрагироваться от процесса вычислений описанных в теле процедуры, до уровня знания того, что данная процедура делает. Это достигается путем задания спецификации, описывающей эффект ее работы, после чего смысл обращения к данной процедуре становится ясным через анализ этой спецификации, а не самого тела процедуры. Мы пользуемся абстракцией через спецификацию всякий раз, когда связываем с процедурой некий комментарий, достаточно информативный для того, чтобы иметь возможность работать без анализа тела процедуры. Абстракция через спецификацию позволяет абстрагироваться от процесса вычислений описанных в теле процедуры, до уровня знания того, что данная процедура делает. Это достигается путем задания спецификации, описывающей эффект ее работы, после чего смысл обращения к данной процедуре становится ясным через анализ этой спецификации, а не самого тела процедуры. Мы пользуемся абстракцией через спецификацию всякий раз, когда связываем с процедурой некий комментарий, достаточно информативный для того, чтобы иметь возможность работать без анализа тела процедуры.

15.1.2. Интерпретаторы и компиляторы
Транслятор может быть интерпретирующего или компилирующего типа. В первом случае его называют интерпретатором входного языка, а во втором - компилятором.
Интерпретатор последовательно читает предложения входного языка, анализирует их и сразу выполняет. Компилятор не выполняет предложения языка, а строит программу, ко​торая может в дальнейшем быть запущена для получения результата.
На вход компилятора подается текст, написанный на языке понятном человеку, а резуль​тате работы компилятора создается текст на языке, удобном для устройства.
15.2. Стадии работы компилятора
Работа компилятора состоит из нескольких стадий, которые могут выполняться последо​вательно, либо совмещаться по времени. Эти стадии представлены в виде следующей схемы.
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Первая стадия работы компилятора называется лексическим анализом, а программа, её реализующая, - лексическим анализатором (ЛА). На вход лексического анализатора подаётся последовательность символов входного языка. ЛА выделяет в этой последова​тельности простейшие конструкции, которые называются лексическими единицами. Примерами лексических единиц являются идентификаторы, числа, символы операций, служебные слова и т.д. ЛА преобразует исходный текст, заменяя лексические единицы их внутренним представлением - лексемами. Лексема может включать информацию о классе лексической единицы и её значении. Кроме того, для некоторых классов лексиче​ских единиц ЛА строит таблицы, например, таблицу идентификаторов, констант, кото​рые используются на последующих стадиях компиляции.
Вторую стадию работы компилятора называют синтаксическим анализом, а соответст​вующую программу - синтаксическим анализатором (СА). На вход СА подается по​следовательность лексем, которая преобразуется в промежуточный код, представляю​щий собой последовательность символов действия или атомов. Каждый атом включает описание операции, которую нужно выполнить, с указанием используемых операндов. При этом последовательность расположения атомов, в отличие от лексем, соответствует порядку выполнения операций, необходимому для получения результата.
На третьей стадии работы компилятора осуществляется построение выходного текста. Программа, реализующая эту стадию, называется генератором выходного текста (Г). Генератор каждому символу действия, поступающему на его вход, ставит в соответствие одну или несколько команд выходного языка. В качестве выходного языка могут быть использованы команды устройства, команды ассемблера, либо операторы какого-либо
другого языка.
Рассмотренная схема компилятора является упрощенной, поскольку реальные компиля​торы, как правило, включают стадии оптимизации.
15.3. Построение компилятора
Для построения компилятора необходимо однозначное и точное задание входного и вы​ходного языков. Такое задание предполагает определение правил построения допусти​мых конструкций (выражений) языка. Множество таких правил называют синтаксисом языка. Кроме того, задание должно включать описание назначения и смысла каждой конструкции языка. Такое описание называют семантикой языка.
Можно рассматривать входной текст как последовательность символов, построенную по определенным правилам. Математические модели, использующие представление текстов в виде последовательностей символов, называют формальными языками и грамматика​ми.
15.4. Синтаксически управляемые схемы
Определение. Схемой синтаксически управляемого перевода (СУ-схемой) называется совокупность пяти объектов:
[image: image1804.png]T= { VA’ V'rnxy Vnux’ Q, <I>}’




где Va - множество нетерминальных символов,
Vтвх - множество терминальных символов, используемых для построения
входных цепочек, Vтвых - множество терминальных символов, используемых для построения
выходных цепочек, <I>-начальный символ,[image: image1805.png]<I> e V,,



 Q - множество правил вида <A> − α, β,
где <А> принадлежит[image: image1806.png]'V, & €( VAU Vii)*, B € (VA U Vi) *



и
нетерминалы, входящие в цепочку β образуют перестановку нетерминалов цепочки α.
Определение. Если[image: image1807.png]T= { VA,Vm,Vnux’Q,I}



СУ-схема, то грамматика
[image: image1808.png]T'={VAVuR, I},




где[image: image1809.png]R={<A>-a|<A>-a,B €Q},



называется входной грамматикой СУ-схемы Т, а
грамматика
[image: image1810.png]'={ VA,V“,,“,R',I},




где[image: image1811.png]R'={<A>-[|<A>-a,p € Q}



называется выходной грамматикой СУ-схемы Т.
С помощью СУ - схемы можно строить пары соответствующих цепочек. Такое построе​ние называется выводом СУ - схемы, а получаемые пары цепочек - выводимыми парами.
Определение. Парой, выводимой с помощью заданной СУ-схемы, называют любую па​ру, которая может быть построена с применением следующих правил:
1) (<I>,<I>) - выводимая пара,
2) если[image: image1812.png](o <A>p ,a '<A>f ")



выводимая пара и в Q существует правило[image: image1813.png]<A>—y,y',



то
[image: image1814.png](ayB, a'y'B")



 является выводимой парой.
Этот факт выражается следующим образом
[image: image1815.png](@ <A>B,a'<A>B) = (ayB,o'y'B").




Для последовательности выводимых пар используется обозначение:
[image: image1816.png](0<A>B, a'<A>B") =>* (Our, o'u'n’).




Перевод, определяемый СУ - схемой
С помощью понятия выводимой пары можно определить перевод, задаваемый СУ - схе​мой.
Определение. Переводом С(T), определяемым СУ-схемой Т назовем множество пар, со​стоящих из входной и выходной цепочек, выводимых из пары, включающей два началь​ных символа.
[image: image1817.png]CM={(o,B)|(<I><I>)=>*(a,B)ua € Vin*, B € Vimux*}




15.5. Простая СУ - схема
Определение СУ - схемы не накладывает ограничений на правила, кроме требования пе​рестановочности нетерминалов во входной и выходной частях правила. Для построения детерминированных устройств, осуществляющих перевод цепочек, используются СУ -схемы с дополнительными ограничениями на вид правил.
Определение. СУ-схема[image: image1818.png]T= { VA5 an, Vnux, Q5 1§ }



называется простой, если
для каждого правила <A> →> α, β из Q соответствующих друг другу вхождения нетерминалов встречаются в α и β в одном и том же порядке.
Определение. Перевод называется простым СУ-переводом, если он определя​ется простой СУ-схемой.
Примером простой СУ - схемы может служить СУ - схема Т4.3, которая задает перевод инфиксных выражений в постфиксные польские выражения.
[image: image1819.png]Tis: Va={E, T,F}, Vo = {2, +, %, ()}, Vemx = { 2, +, *}.
Q={E-E+T,ET+HE-T,T;

T-T*F, TF*; T-F,F;

F-(E),E;F-a,a}.




Вывод в приведенной СУ - схеме может иметь вид:
[image: image1820.png](E,E)= (E+T,ETH = (T+T, TTH) = (F + T, FTH) = (a + T, aT+) =

(a+T*F,aTF*+) = (a+ F * F, aFF*+) = (at+a*F,aaF*+) = (a + a * a, aaa*+)




15.6. Построение простой СУ – схемы
В общем случае построение СУ - схемы для заданного перевода представляется более сложной задачей, чем построение двух грамматик, поскольку необходимо учитывать связь или соответствие между этими грамматиками. Однако, для простых СУ - схем за​дача построения упрощается, благодаря тому, что расположение соответствующих не​терминалов во входной и выходной цепочках правил одинаково. Построение простой СУ - схемы целесообразно начинать с построения грамматики, определяющей входной язык. Такая грамматика должна быть входной грамматикой искомой СУ - схемы. Построение выходной грамматики можно совместить с построением правил СУ - схемы. Учитывая, что нетерминалы входной цепочки должны встречаться в выходной цепочке в том же порядке, все нетерминалы из входной цепочки переносятся в выходную и в неё записы-ваются выходные терминальные символы. Правила, состоящие только из нетерминалов, одинаковы во входной и выходной грамматиках.
В качестве примера рассмотрим построение перевода арифметических выражений, зада​ваемых следующей грамматикой, в постфиксные польские выражения.
[image: image1821.png]Fiot Vi={x,+()}Va={<A><B><C>}
R={<A>-x,
<A>— (<B>),
<B>— <A><C>,

<C> - +<A><C>, <C>->$}




Учитывая, что выходные выражения не должны содержать скобок, находим
[image: image1822.png]Vipux = { X', +'}.



 Первое правило грамматики содержит один входной терминал, поэтому правило СУ - схемы можем записать в виде:
[image: image1823.png]<A>— x,x'.




Третье правило грамматики не содержит терминалов, поэтому получаем:
[image: image1824.png]<B> o <A><C>,<A><C>.




Пятое правило является аннулирующим, поэтому оно должно сохраниться в выходной грамматике
[image: image1825.png]<C>-§,8$.




Второе правило грамматики содержит скобки, которые, согласно правилам построения, должны отсутствовать в постфиксной польской записи, поэтому имеем:
[image: image1826.png]<A> > (<B>), <B>.




При построении правила СУ - схемы по четвертому правилу грамматики следует учесть, что знак сложения в постфиксной записи должен следовать за вторым опреандом, кото​рый вводится в выражение нетерминалом А, следовательно получаем правило СУ - схе​мы в виде:
[image: image1827.png]<A> — +<A><C>, <A>H<C>,




Объединяя построенные правила, находим множество правил искомой СУ - схемы:
[image: image1828.png]T4t Q={<A>—>x, X',
<A> - (<B>), <B>,

<B> — <A><C>, <A><C>,



[image: image1829.png]<C> 5 +<A><C>, <A>+'<C>,

<C>-8$,$}.




Чтобы в первом приближении убедиться в правильности построения СУ - схемы, выпол​ним вывод входной цепочки ((x+x)+x) и соответствующей ей выходной цепочки, исполь​зуя построенные правила.
[image: image1830.png](<A>, <A>) = ((<B>), <B>) = ((<A><C>), <A><C>) = (((<B>)<C>, <B><C>) =
(((<A><C>)<C>),<A><C><C>) = ((( x<C>) <C>), x<C><C>) = ((( x + <A><C>), x'x' +'<C><C>) =
(((x+x+<C>)<C>), x'x' +' <C><C>) = ((( x + x )<C>), x'x' +'<C>) =

(((x+x H<A><C>), x'x' +'<A>+'<C>) = ((( x + x )+ x<C>), x'x' +' x' +'<C>) =

((x+x)+x),xx"+'x'+').




Полученный результат показывает, что постфиксная запись для рассматриваемой вход​ной цепочки построена правильно.
15.7. Транслирующие грамматики
Построение транслирующих грамматик предусматривает использование одной грамма​тики и разрешает включение как входных, так и выходных символов в каждое правило такой грамматики.
Определение. Транслирующей грамматикой (Т -грамматикой) называется КС-грамматика, множество терминальных символов которой разбито на множество вход​ных символов и множество выходных символов, которые называются также символами действия.
Примером Т - грамматики может служить следующая грамматика:
[image: image1831.png]Traat Vese= {2, by }; Vg = {X, ¥, 2}, Va = { <I>, <A>}
R = {<I> = a<I>x<A>,
<I>—>z,
<A> — <A>c,

<A>-— by }.




Для удобства выходные символы окружают фигурными скобками.
С использованием таких обозначений правила грамматики ГТ4.1 имеют вид:
[image: image1832.png]R = {<I> - a<I>{x}<A>,
<> {3,
<A>— <A>c,

<A> - by} }.




Вывод в транслирующих грамматиках выполняется по тем же правилам, что и в обыч​ных КС - грамматиках. Например, в рассматриваемой грамматике из начального символа может быть выведена следующая цепочка:
[image: image1833.png]<I> = a<I>{x}<A> = a{z}{x}<A> = a{z}{x}b{y}




Каждый символ или цепочка символов, заключенные в фигурные скобки, должны рас​сматриваться как единый символ, называемый символом действия. Цепочки символов, заключенные в фигурные скобки, можно интерпретировать как имена процедур, выпол​нение которых производит требуемый эффект на выходе. При описании перевода обыч​но считают, что каждый символ действия представляет собой процедуру, осуществляю​щую передачу символа, заключенного в фигурные скобки, на выход. Когда нужно под​черкнуть, что используется такая интерпретация символов действия, то Т - грамматику называют грамматикой цепочного перевода.
15.8. Входная и выходная грамматики заданной транслирующей граммагики
Из каждой Т - грамматики можно получить две обычных грамматики, одна из которых позволяет строить входные цепочки, а другая - выходные. Правила построения таких грамматик можно сформулировать следующим образом.
Определение. Если из правил транслирующей грамматики ГТ удалить выходные сим​волы, то получится входная грамматика ГТвх для заданной грамматики. Если из правил заданной транслирующей грамматики удалить входные символы, то получится выход​ная грамматика ГТвых для заданной транслирующей грамматики ГТ. Язык порождае​мый грамматикой ГТвх называется входным языком заданной транслирующей грамма​тики, а язык порождаемый ГТвых называется выходным языком заданной транслирую​щей грамматики ГТ. Цепочки символов, получаемые путем вывода в Т - грамматике, содержат как символы входного алфавита, так и символы выходного алфавита - символы действия. Каждую та​кую цепочку можно представить как пару, состоящую из входной и выходной цепочки.
Определение. Если из цепочки символов α , полученной путем вывода в заданной Т - грамматике, исключить все выходные символы, то получится цепочка α1, называе​мая входной цепочкой. Если из цепочки α исключить все символы входного алфавита, то получится цепочка α2, называемая выходной цепочкой, порождаемой Т - граммати​кой. Цепочки α1 и α2 образуют пару, выводимую в заданной Т - грамматике.
15.9. Построение транслирующей грамматики по СУ – схеме
Определение. Множество пар цепочек, выводимых с помощью правил заданной Т - грамматики, образуют перевод, определяемый этой грамматикой.
Один и тот же перевод может быть задан как с помощью СУ - схемы, так и с помощью Т - грамматики. Эти два способа задания являются равносильными и они допускают вза​имные преобразования друг в друга.
Для каждой простой СУ-схемы Т можно построить транслирующую грамматику ГТ такую, что переводы, порождаемые СУ - схемой и Т - грамматикой, совпадают.
[image: image1834.png]C(T)=C@'r)




Пусть, что задана СУ - схема
[image: image1835.png]T = {Viaxs Vrsuxs Va, Q, <I>}




и требуется построить Т - грамматику
[image: image1836.png]I'r= {V'rnx, V'nux, V'A’ Ra <I>}'




Положим
[image: image1837.png]Viex = Viex's Visux= Viex's Va= V4.




Рассмотрим преобразование правила из множества Q СУ - схемы                     А A → α, β, где
[image: image1838.png]0= X<A>X<A> o X<A> B B = Yo<ASY <A . Ya<Ay>,




и поставим в соответствие этому правилу правило грамматики в виде:
[image: image1839.png]A > Xo{Yo} <A>X1{y1} <A XnfYn} <Ar>.




Это можно сделать всегда, поскольку СУ - схема - простая и в каждом ее правиле ис​пользуются одни и те же нетерминалы в одном и том же порядке. Рассмотренное по-строение обеспечивает включение во входную цепочку выходных символов цепочки, по​рождаемой СУ-схемой. Следовательно, каждый шаг вывода в Т - грамматике будет до​бавлять к выводимой цепочке те же символы, что и СУ - схема добавляет к выходной це​почке.
Рассмотрим пример построения Т - грамматики по СУ - схеме Т4.4. Используя фигурные скобки для представления выходных символов и выполняя преоб​разование, получаем:
[image: image1840.png]R = {<A> - x{x},
<A> - (<B>),
<B> — <A><C>,
<C> > +<A>{+}<C>,

<C>>$}.




Перевод цепочки (( x + x ) + x) с применением правил построенной грамматики может быть получен с помощью следующего вывода:
[image: image1841.png]<A> = (<B>) = (<A><C>) = ((<B>)<C>) = ((<A><C>)<C>) = ((x{x}<C>)<C>) =>
((x{x} +<A>{H<C>)<C>) = ((x{x} + X{THH<C)<C>) = ((x{x} + x{x}{3})<C>) = (x{x}
+x{x}{t}) + <A>{H}1<C>) = ((x{x} +x{x}H}) +x{xH{H<C>) = (x{xpx{x}{+Dhx{x}{+}).




Исключая из полученной цепочки вначале выходные, а затем входные символы, получа​ем выводимую пару
[image: image1842.png]((x +3) +x), (ixp{HHH{H), Te. (x+ ) +X), xx +x +)




которая совпадает с результатом вывода в заданной СУ - схеме.

15.10. Бесскобочные выражения
Обычные арифметические выражения, содержащие скобки, в которых знак операции располагается между операндами называются инфиксными выражениями. Порядок вы​полнения действий в таких выражениях определяется старшинством операций и скобка​ми. Вычисление и компиляция таких выражений требует предварительного анализа с целью выявления порядка выполнения операций. Существуют формы записи арифмети​ческих выражений без скобок, в которых порядок действий задается порядком знаков операций в выражении. Такие формы записи называются польской или бесскобочной записью. Польская запись может быть префиксной, в которой знак операции предшест-вует операндам, и постфиксной, в которой знак операции следует за операндом. Вычис​ление и компиляция бесскобочных выражений проще, чем выражений со скобками, по​скольку операции выполняются в порядке описания и предварительный анализ не ну​жен.
15.10.1. Префиксная польская запись (ПрПЗ)
Определение. 1) Если инфиксное выражение Е представляет собой один операнд а, то ПрПЗ выражения Е будет а.
2) Если инфиксное выражение имеет вид Е1*Е2,
где * - знак операции, а Е1 и Е2 инфиксные выражения для операндов, то ПрПЗ этого выражения будет*Е1'E2', где E1 ',E2' - ПрПЗ выражений Е1 и Е2.
3) Если (Е) есть инфиксное выражение, то ПрПЗ этого выражения будет ПрПЗЕ
Это определение задает порядок построения ПрПЗ заданного инфиксного выражения. Например для выражения[image: image1843.png](a+b)*(c-d)



построение ПрПЗ можно выполнить сле-
дующим образом. Обозначим операнды первой выполняемой операции:
[image: image1844.png]E,=(a+b)uE,=(c-d).




Согласно определению префиксная запись выражения Е1 * Е2 - это * Е^ЕД где Е1', Е2' -префиксные записи выражений Е1 и Е2. Выполнив построение префиксных записей для этих выражений,
[image: image1845.png]E,'=+ab, E,' = -cd,




получим:
[image: image1846.png]*+ab-cd




15.10.2. Вычисление префиксных польских записей
Вычисление ПрПЗ можно представить следующим образом:
1. Просматриваем выражение слева направо, пока не найдем знак операции, за которым следуют два операнда.
2. Выполняем операцию и результат записываем на место выбранной тройки.
3. Повторяем пункт (1), пока не получим вместо выражения один результат. Вычисление префиксного выражения можно представить в виде:
[image: image1847.png]1. *+ab-cd
2. *Ry-cd
3. *R4R,
4.R;




Вычисление таких выражений на практике реализуется с использованием магазина.
15.10.3. Постфиксная польская запись
Определение. 1. Если инфиксное выражение Е представляет собой один операнд а, то ПоПЗ выражения Е будет а.
2. Если инфиксное выражение имеет вид Е1*Е2, где * - знак операции, E1, E2 - инфиксные выражения для операндов,
то ПоПЗ этого выражения будет - Е1'E2'*, где Е1',E2' -постфиксные выражения Е1,Е2.
3. Если (Е) есть инфиксное выражение,
то постфиксная запись этого выражения будет постфиксная запись Е.
Построим ПоПЗ выражения
[image: image1848.png](a+b)*(c—-d).




Обозначая операнды внешней операции
[image: image1849.png]E;=(a+b)uE;=(c-d),




найдем постфиксные записи операндов, которые имеют вид:
[image: image1850.png]E,/=ab+uE, =cd-.




Подставляя полученные постфиксные записи в выражение
[image: image1851.png]



окончательно получаем:
[image: image1852.png]ab+cd-*.




15.10.4. Вычисление постфиксных записей
Вычисление постфиксной записи выражения можно представить следующим образом.
1. Просматриваем выражение слева направо пока не найдем два стоящих рядом операнда, за которыми следует знак операции.
2. Выполняем операцию и записываем результат вместо выбранных операндов и операций.
3. Повторяем пункт (1) пока не получим вместо выражения единственный результат. Вычисление постфиксного выражения можно представить в виде:
[image: image1853.png]1. ab+ed-*
2. Rled-*
3. RIR2*
4.R3




На практике вычисление постфиксных выражений реализуется с применением магазина. В этом случае вычисления выполняются по следующим правилам.
1. Прочитать очередной символ входной цепочки.
2. Если входной символ - операнд, то выполнить его запись в магазин.
3. Если входной символ - оператор,то прочитать два операнда из магазина, выполнить операцию и результат занести в магазин   как операнд.
4. Повторять п.1, пока во входной цепочке не будут прочитаны все символы. Последовательность вычислений продемонстрируем на примере входной цепочки
[image: image1854.png]ab+ted-*




и изобразим ее в виде следующей схемы:
[image: image1855.png]Bxox
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15.11. Магазинные преобразователи
15.11.1. Определение магазинного преобразователя
Магазинный преобразователь (Мп) отличается от магазинного автомата наличием до​полнительной выходной ленты, на которую записывается выходная цепочка. Схему ма​газинного преобразователя можно изобразить следующим образом:
[image: image1856.png]Bxomuas Jeuta Marazun
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Входная головка в каждом такте работы может оставаться на месте или двигаться на од​ну позицию вправо. Выходная головка может быть неподвижной или смещаться вправо, а головка магазинной ленты может перемещаться в обоих направлениях, причем такие перемещения связаны с операциями записи и чтения.

15.11.2. Описание работы магазинного преобразователя 
Определение:
Преобразователем с магазинной памятью (Мп) называется совокупность восьми объектов:
[image: image1857.png]Mn={P, S, so, H, ho, F, W, ¢},




где P - входной алфавит, состоящий из символов, записываемых на входную ленту;
W - выходной алфавит, содержащий символы, записываемые на выходную ленту;
Н - магазинный алфавит, содержащий символы, записываемые и считываемые из
магазина;
h0 - маркер дна магазина,[image: image1858.png]hy e H;




S - множество состояний преобразователя;
s0- начальное состояние из множества S;
F - множество конечных состояний, представляющих собой подмножество S; ф - функция переходов преобразователя, которая задает отображение,
[image: image1859.png]@: Sx{PuU {e} xH=S xH* X W*,




Она может быть записана в функциональном виде:
[image: image1860.png]o(s, p, ) =(s", B, 7).




где[image: image1861.png]heH peP,BeH*ye Wrus,s'eS.



 Определим конфигурацию Мп как четверку
[image: image1862.png](s, ay, ph, ),




где[image: image1863.png]ay € P*
,phe H*ud e W
*




Если такту работы преобразователя соответствует конфигурация[image: image1864.png](s, ay, ph, 3)



и опреде-
лена функция переходов[image: image1865.png](s, a,h)=(s'", B, 7),



то происходит смена конфигурации, кото-
рая выражается следующим образом:
[image: image1866.png](s, ay, ph, 8) |-- (s', x, pB, &Y)-




Последовательность сменяющих друг друга конфигураций обозначается символом[image: image1867.png]


 Начальной конфигурации соответствует заданная входная цепочка χ на ленте, цепочка h0<I> в магазине, начальное состояние s0 и пустая цепочка на выходной ленте, т.е.
[image: image1868.png](S0, 1, oL, $).




Конечной или заключительной конфигурацией является[image: image1869.png](SKs 5, 8, 9),



где sk - одно из за-
ключительных состояний из множества F, а δ - выходная цепочка.
15.11.3. Перевод, определяемый преобразователем
Определение. Цепочка δ называется выходом для цепочки χ, если существует последо​вательность конфигураций, первой из которых является начальная конфигурация с за​данной входной цепочкой χ, а последней - заключительная конфигурация с выходной цепочкой δ:
[image: image1870.png](Sa, % h0<I>5 $) |“* (S', $5 $5 5)




Определение. Переводом, определяемым преобразователем с магазинной памятью Мп, называется множество пар, состоящих из входных и соответствующих им выходных цепочек.
[image: image1871.png]D(Mm) = {(x, y) | (S0, X, ho, $) [--* (5", 8, 8, y) &s' € F}




Для каждой простой СУ-схемы перевода[image: image1872.png]T = { Vigx, Visuxs Va, Q, <I>}



можно построить
такой магазинный преобразователь Мп, что[image: image1873.png]D(T) = D(Mnm).




Данное утверждение не гарантирует получение детерминированного преобразователя. Однако для каждой простой СУ - схемы перевода Т, входная грамматика которой при​надлежит классу LL(1) - грамматик, можно построить такой детерминированный мага​зинный преобразователь Мп, что перевод, определяемый этим преобразователем, сов​падает с переводом, задаваемым СУ - схемой Т.
15.11.4. Построение преобразователя
В начале по заданной СУ - схеме создается транслирующая грамматика Г. Это всегда можно сделать, поскольку заданная СУ - схема должна быть простой. Если входная грамматика заданной СУ - схемы относится к классу LL(1) -грамматик, то и входная грамматика транслирующей грамматики также будет относиться к этому классу. По​скольку искомый преобразователь должен в процессе формирования выхода осуществ​лять распознавание входной цепочки, он строится на основе транслирующей грамматики с использованием правил построения распознавателя.
Преобразователь должен выполнять левый вывод входной цепочки в магазине и удалять терминальные символы, находящиеся в вершине, при совпадении их с очередным сим​волом на входной ленте. Поскольку в магазине будут находиться и выходные символы, содержащиеся в правилах T - грамматики дополним правила построения преобразовате​ля следующим правилом: при появлении выходного символа в вершине магазина он пе​редается на выход независимо от символа находящегося под входной головкой. Определим компоненты Мп следующим образом:
[image: image1874.png]S = {so}, P = Vrux, H= Vipx U Vo U {ho} U Vrprix, F = {80}, W = Vrprix




Определим функции переходов Мп:
(1) Для всех правил вида[image: image1875.png]<A> - ba,



где[image: image1876.png]b € Vigx 1 & €(Viax U Vigx U VA )*,



строятся команды:
[image: image1877.png]@( 8o, b, <A>)=(s, ', $),




где α' - зеркальное отображение цепочки α.
(2) Для всех правил вида[image: image1878.png]<A> - <B>q,



где[image: image1879.png]BeVina (Vi U Vi U VA)*,



строятся команды:
[image: image1880.png]Q*( 8, u, <A>) = (¢, '<B>, $),




где[image: image1881.png]u € BBIBOP(<A> — <B>0lyy) B Olgx



- цепочка, полученная из а путем удаления из нее
всех выходных символов.
(3) Для всех правил вида <A> →> $ строятся команды:
[image: image1882.png]¢*(50’“’<A>)=(s(b$5$)5




где[image: image1883.png]u € BBIBOP(<A> — §).




(4) Для всех символов b, принадлежащих, Vтвх, стоящих не только на первом месте в правой части правил транслирующей грамматики, т.е. символов, заносимых в магазин, строятся команды:
[image: image1884.png](P(s(bb’b)=(50’$’$)-




(5) Для всех выходных символов {u}, таких что[image: image1885.png]U € Viguy,



строятся команды:
[image: image1886.png](p*(Sg,Z,{ll})=(So,$,ll),




где[image: image1887.png]Z € Vi U {£}




Т.о. команды строятся для сочетаний {u}z, таких, что z может следовать за {u} в цепоч​ках, выводимых в заданной грамматике.
(6) Заключительная команда имеет вид:
[image: image1888.png](P*(so,s,ho)=(50,$,$)-




15.11.5. Пример построения преобразователя
Применение правил построения команд преобразователя рассмотрим на примере транс​лирующей грамматики Г, которая описывает перевод префиксных выражений, состоя​щих из идентификатора a и знаков + и *, в постфиксные польские выражения. Эта грам​матика имеет следующую схему:
[image: image1889.png]T41: R={<E>= +<E><E>{+},
<E> = *<E><E>{*},

<E>=> a{a}}




Используя правило построения команд преобразователя (1) для правил грамматики, на​чинающихся входным терминальным символом, получаем команды преобразователя Мп1:
[image: image1890.png](1) <P(So, + <E>) = (8, {+}<E><E>’ $)’
@) 0G0, *, <E>) = (50, {*}<E><E>, §),
3)  9(s0, 2, <E>) = (80, {2}, $)




Правила построения команд вида (2),(3),(4) к заданной грамматике неприменимы, поэто​му с помощью правил вида (5) построим команды, обеспечивающие передачу выходных символов на выход. Эти команды имеют вид:
[image: image1891.png]@ 9*(o, t {FD =50, 8, D), B 9*Go, *, {11 = (50, 8, 1),
©) 0%, 2, {FH=0(50, 8, 1), @) 0*Go, & {11 =(50, 8, %),
@) 0*Go %, {*D =60 3, %), ©®  9*6wt D =(03,%),
10) ¢*(so, {a}, *) = (50, 8, *), AL ¢*(se, &, {*PD = (50, 3, %),
(12) ¢*(se, 2, {a}) = (50, $, 2), (13) @*(se, +{a}) = (s, §, 3),
A4) o*(se; *, {a}) = (50, $, 2), (15)  ¢*(s0, & {a}) = (S0, $, 2)




Для перехода в заключительное состояние s1 в соответствии с правилом (6) построим команду:
[image: image1892.png](16) ¢*(sp, &, ho)=(51, 5, 9)




Рассмотрим построение выходной цепочки для входа +a*aa. Последовательность конфи​гураций, получаемых с помощью команд преобразователя, имеет вид:
[image: image1893.png](S0, +a*aa, hO<E>, §) |- (so, a*aa, hy{+}<E><E>, §) |-
(S0, *aa, ho{+}<E>{a}, §) |-

(S0, *aa, hy{+}<E>, 2) |-

(S0, a3, ho{+}{*}<E><E>, a) |-

(50, 3, ho{+}{*}<E>{a}, a) |-

(S0, 8, ho{+}{*}<E>, aa) |-

(50, $, ho{+}{*}{a}, aa) |-

(50, $, ho{+}{*}, aaa) |-

(S0, $, ho{+}, aaa*) |-




[image: image1894.png](805 $5 hy, aaa*+) I"
(S, $, $, aaa*+).




Результатом работы преобразователя является выходная цепочка aaa*+, представляющая постфиксную запись заданной входной цепочки.
15.11.6. Порядок построения детерминированного магазинного преобразователя
В общем случае, если заданы входной и выходной языки, то порядок построения детер​минированного магазинного преобразователя можно представить следующим обра​зом:
1.  Построить грамматику, описывающую цепочки входного языка.
2.  Проверить принадлежность этой грамматики классу LL(1)- грамматик. Если усло​вия LL(1) - грамматики не выполняются, то попытаться выполнить преобразование или вернуться к п. 1 и построить другую грамматику.
3.  Построить простую СУ-схему, используя построенную грамматику в качестве входной грамматики СУ - схемы.
4.  Построить транслирующую грамматику для полученной СУ -схемы.
5.  Используя правила построения, найти команды преобразования для разных групп правил транслирующей грамматики.
6.  Убедиться, что построенный преобразователь реализует заданный перевод, выпол​няя несколько примеров построения выходных цепочек с помощью команд преоб​разователя.
16. Атрибутные транслирующие грамматики (AT-грамматики)
Синтаксически-управляемые схемы и транслирующие грамматики позволяют задавать соответствия между цепочками входного и выходного языков, называемые переводом. Такие соответствия отражают структурные или синтаксические свойства входных и вы​ходных цепочек, но возникают значительные трудности при попытках их использования для описания контекстно-зависимых условий или смысла конструкций - семантики язы​ков программирования.
АТ-грамматики отличаются от транслирующих грамматик тем, что символам грамма​тики приписываются атрибуты, отражающие семантическую информацию, а правилам грамматики сопоставляются правила вычисления значений атрибутов. Если входной язык предусматривает использование константы C, то в качестве атрибута константы можно взять ее значение. Условимся записывать значение константы за ее обозначением с разделителем в виде косой черты, например, C/5. Если в Т-грамматике используются операционные символы {сложить}, то в качестве атрибутов этого символа можно взять значения операндов и результата. Обозначая атрибуты символами x, y, z, операционный символ с атрибутами запишем в виде {сложить}/x/y/z.
16.1. Определение AT-грамматик
В AT-грамматиках используются атрибуты двух видов: наследуемые
и синтезируемые. Значения наследуемых атрибутов определяются при выполнении оче​редного шага вывода по значениям атрибутов цепочки, содержащихся в левой части пра​вила грамматики. Вычисление значений синтезируемых атрибутов может откладываться и производиться при выполнении последующих шагов вывода. В общем, виде свойства AT -грамматик могут быть сформулированы следующим образом.
Определение.
Транслирующую грамматику называют атрибутной грамматикой или AT-грамматикой если:
1. Символам грамматики приписаны один или несколько атрибутов и для каждого атри​бута определено множество допустимых значений.
2. Атрибуты могут быть наследуемыми и синтезируемыми.
3. Для каждого правила грамматики должны быть заданы правила вычисления атрибутов в виде оператора присваивания с функцией в правой части, определяющей значение ат​рибута, расположенного слева. Такие функции для вычисления атрибутов могут зависеть от атрибутов правой или левой частей рассматриваемого правила.
4. Для наследуемых атрибутов начального символа должны быть заданы начальные зна​чения.
5. Функции, вычисляющии значения синтезируемых атрибутов символов действия, должны зависеть от других атрибутов этого символа.
16.2. Пример АТ-грамматики
Атрибутные транслирующие грамматики могут быть использованы для построения выводов, в которых построение цепочки совмещается с вычислением значений атрибу​тов. Чтобы различать атрибуты в правилах вывода, условимся записывать синтезируе​мые атрибуты с префиксом в виде знака процента (%), а наследуемые - с префиксом в виде наклонной черты (/). Например, если символ <X> имеет один синтезируемый атри​бут a и два наследуемых атрибута b, c, а символы <Y> и <Z> имеют по одному насле​дуемому атрибуту d и e, то правило <X> —→ <Y><Z> может быть записано в виде:
[image: image1895.png]<X>%a/b/c —» <Y>/d<Z>/e.




Это правило вывода необходимо дополнить правилами вычисления значений атрибутов, которые в соответствии с приведенным определением могут иметь вид:
[image: image1896.png]a:=b+d;
d:=2%*c¢;
e:=b.




Правила вычисления атрибутов будем записывать непосредственно за правилами вывода или на отдельной строке, отделяя их от правил вывода двумя знаками (!!).
В качестве примера рассмотрим AT-грамматику, описывающую трансляцию выраже​ний, состоящих из констант C, в значение заданного выражения.
Допустим, что у каждого из нетерминльных символов <E>, <T> и <P> имеется по одно​му атрибуту, принимающему целочисленные значения. Терминальный символ C имеет один атрибут, определяющий значение константы и принимающий целочисленные зна​чения. Операционный символ грамматики {ответ} имеет наследуемый атрибут с цело​численным эначением. Начальным символом грамматики служит символ <S>.
В случаях, когда атрибуты символов действия должны передаваться на выход вместе с символами действия будем записывать атрибуты символов действия внутри фигурных скобок.
[image: image1897.png]I 5.0t <S> — <E>%a{oTner/b} ()]

b:=a

<E>%d — <E>%e+<T>%f (2)
Nd:=etf

<E>%g — <T>%h 3
1g:=h

<T>%i - <T>%j*<P>%k (4)

1= j*k

<T>%m — <P>%n 5)
!m:=n

<P>%p — (<E>%q) )
Ip:==q

<P>%r —> C/s (@]

fy:=s.




16.3. Вычисление значений атрибутов с левым выводом
Совместим вычисление значений атрибутов с левым выводом, полагая, что при каждом применении правила грамматики выполняется соответствующее правило вычисления ат​рибутов. Если значение атрибутов не определено и действие выполнить нельзя, то пра​вило вычисления помещается в список отложенных вычислений. Если правило вычисле​ния атрибутов можно выполнить, и в результате определяется значение некоторого атри​бута, то, просматривая список отложенных правил, определяются значения всех атрибу​тов, которые могут быть вычислены с помощью полученного значения. Новые значения могут привести к необходимости вычисления новых правил, поэтому процесс вычисле​ний повторяется столько раз, сколько возможно, при этом правила вычисления атрибу​тов удаляются после их использования.
Выполнение совмещенного вывода в приведенной грамматике рассмотрим на примере цепочки C+C*C, содержащей константы со значениями 1, 2, 3.
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При построении цепочек в строках 2, 3, 4, 5 правила вычисления атрибутов заносятся в список отложенных вычислений. Появление первой константы в выводимой цепочке приводит к выполнению трех правил в списке. Аналогично, сокращение списка отло​женных вычислений происходит после получения цепочек в строках 9 и 10. Предполага​ется, что символ действия {ответ} в строке 11 передает полученное значение атрибута на выход.
Рассмотрим процесс обработки описаний переменных в некотором языке программиро​вания. Допустим, что описание переменных имеет вид:
[image: image1899.png]intX,Y,Z




Условимся, что после обработки описания на входном языке лексический анализатор строит таблицу символьного представления идентификаторов (ТС) и таблицу перемен​ных (ТП). Каждый элемент таблицы переменных состоит из двух полей. В первое поле заносится указатель на строку ТС, в которой хранится идентификатор переменной, а во втором поле должен храниться указатель на строку таблицы значений (ТЗ), в которой должно находиться значение переменной. Связи между этими таблицами имеют вид:
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Цифрами обозначены указатели на элементы соответствующих таблиц, а пунктирными линиями показаны указатели, значения которых должны быть записаны в ТП после син​таксического анализа. В результате обработки входной строки лексический анализатор заменяет идентификаторы лексемами, каждая из которых состоит из указателя класса пе​ременных (V) и наследуемого атрибута, представляющего собой указатель на соответст​вующую строку ТП, и входная строка приобретает вид:
[image: image1901.png]int V/10,V/12,V/14.




Пусть в ходе синтаксического анализа цепочки должно поисходить выделение каждой переменной элемента памяти в виде строки ТЗ и занесение указателя этой строки в ТП. Исходным данным для выполнения этих действий является указатель на первый свобод​ный элемент ТЗ. После завершения обработки описаний этот указатель должен изменить значение. Новое значение должно определять первый свободный элемент ТЗ после вы​деления памяти для переменных.
Синтаксис цепочек рассматриваемого вида может быть задан следующей грамматикой с начальным символом <D>.
[image: image1902.png]<D>— int V <R>
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Начальному символу <D> придадим два атрибута: наследуемый атрибут /b, начальное значение которого зададим в виде указателя на первый свободный элемент ТЗ, и синте​зируемый атрибут %a, значением которого должен быть указатель на новый свободный элемент ТЗ после выделения памяти для переменных.
Нетерминальному символу <R>, обозначающему продолжение списка также припишем два атрибута. Один атрибут /g должен быть наследуемым. Он должен передавать значе​ние указателя на ТЗ следующему правилу при выводе. Другой атрибут %f- синтезиро​ванный. Он должен использоваться для передачи на выход указателя на первый свобод​ный элемент после выделения памяти переменным. Для каждой переменной в описании нужно записать указатель на свободный элемент ТЗ в соответствующее поле ТП. Допус​тим, что эти действия выполняет символ действия ФОРМирование Указателя (ФОРМУ), который имеет два наследуемых атрибута, первый из которых определяет положение переменной в ТП, а второй является указателем на первый свободный эле​мент ТЗ.
Пусть новое значение указателя ТЗ определяется специальной функцией без аргументов СЛЕДующий УКазатель (СЛЕДУК),
Т.о. грамматику, задающую перевод описаний значения таблицы ТП, можно определить следующим образом:
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Построим с помощью правил этой грамматики совмещенный вывод цепочки
[image: image1904.png]int V/10,V/12,V/14,



 записывая под цепочкой - получаемые значения атрибутов, а справа от выводимой цепочки, отложенные вычисления. В качестве начального значения насле​дуемого атрибута b возьмем 44.
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В каждой строке приведенного примера показаны результаты очередного шага вывода, которые могут содержать символы действия с найденными значениями атрибутов. Учи​тывая, что атрибуты правой части каждого правила являются независимыми величинами, при повторном применении второго правила грамматики для обозначения атрибутов бы​ли использованы переменные с апострофами. Приведенные примеры показывают, что результатом вывода с помощью правил атрибутной грамматики является цепочка, со​стоящая из символов действия и входных символов, каждому из которых приписаны значения атрибутов. Если из заданной AT-грамматики Г удалить все атрибуты, то по​лучим транслирующую грамматику Г', а из каждой цепочки, выведенной в грамматике Г после удаления всех атрибутов, может быть получена цепочка, выводимая в грамматике Г'. Основываясь на этом соответствии, множество пар, состоящих из цепочки входных символов, снабженных атрибутами, и цепочки выходных символов, имеющих атрибуты, называется атрибутным переводом, определяемым заданной атрибутной граммати​кой.
16.4. L - атрибутные транслирующие грамматики
Определение.
AT-грамматика является L - атрибутной транслирующей грамматикой (LAT-грамматикой), если выполняются следующие три условия:
1) Каждый наследуемый атрибут символа правой части правила грамматики должен вычисляться с использованием либо наследуемых атрибутов символов левой части пра​вила, либо с использованием произвольных атрибутов символов правой части правила, расположенных левее данного символа.
2) Каждый синтезируемый атрибут символа левой части правила грамматики должен вычисляться с использованием наследуемых атрибутов этого символа левой части пра​вила или произвольных атрибутов символов правой части этого правила.
3) Каждый синтезируемый атрибут символа действия должен вычисляться по насле​дуемым атрибутам этого символа действия.
Значение условия 1 состоит в том, что оно обеспечивает зависимость наследуемых атри​бутов от величин, находящихся только слева от них в правиле грамматики (символ L в обозначении LАТ-грамматики - это сокращение от Left - левый). Это условие позволяет обрабатывать атрибуты сверху вниз, потому что каждый символ обрабатывается до того, как прочитаны символы справа от него. Условия 2 и 3 обеспечивают исключение круго​вых зависимостей атрибутов. Условия 1, 2, 3 для правила вида
<A> → <B><C>
приводят к следующему порядку вычисления атрибутов:
1) наследуемые атрибуты <A>,
2) наследуемые атрибуты <B>,
3) синтезируемые атрибуты <B>,
4) наследуемые атрибуты <C>,
5) синтезируемые атрибуты <C>,
6) синтезируемые атрибуты <A>.
Чтобы убедиться в том, что заданная АТ-грамматика обладает свойствами LАТ-грамматики, нужно проверить для каждого правила грамматики выполнение условий 1 и 2, а также для каждого символа действия - выполнение условия 3. Такая проверка за​ключается в анализе зависимостей атрибутов для каждого правила их вычисления. Для примера выполним анализ возможных зависимостей атрибутов, отвечающих рас​смотренным условиям, для следующего правила:
[image: image1906.png]<A>/a1%x1%y1 - <B>/b1<C>%x2<D>%y2/a2/b2<E>/a3




Анализ зависимостей этого правила должен заключаться в проверке того, что правила вычисления атрибутов[image: image1907.png]bl, a2, b2, a3



должны удовлетворять условию 1, а правила вычис-
ления атрибутов x1, y1 - условию 2. Согласно условию 1 правило вычисления атрибута Ы может использовать для вычисления только атрибут a1, поэтому такие правила могут, например, иметь вид:
[image: image1908.png]bl :=1(al)




Условие 1 для рассматриваемого правила позволяет использовать для вычисления атри​бутов a2 и b2 в качестве аргументов величины[image: image1909.png]al, bl, x2,



а при вычислении a3 аргумен​тами могут быть[image: image1910.png]al, bl, x2, y2, a2, b2.




Согласно условию правила 2 при вычислении атрибутов x1 и y1 могут быть использова​ны любые атрибуты кроме самих x1, y1.
Условие 3 используется для проверки символов действия. Чтобы убедиться в его выпол​нении, нужно просмотреть список аргументов правил вычисления синтезируемых атри​бутов и убедиться, что среди них нет синтезированных атрибутов.
16.4.1. Форма простого присваивания АТ-грамматик
Ограничением, накладываемым на AT-грамматики, предназначенные для построения преобразователей, является запрещение использования в правилах вычисления атрибутов нетерминальных символов. Правила вычисления атрибутов должны иметь форму опера​торов присваивания с переменными в правой части. Грамматика с такими правилами на​зывается AT-грамматикой простого присваивания.
Чтобы сократить число правил вычисления атрибутов, в таких грамматиках разреша​ется использовать правила не только в виде простых операторов присваивания
[image: image1911.png]



но и в виде операторов множественного присваивания
[image: image1912.png](al, a2,a3) :=b,




когда нескольким переменным присваивается одно и то же значение. Правила в виде простых и множественных операторов присваивания называются копирующими пра​вилами. Правую часть таких правил называют источником, а каждый атрибут левой час​ти - приемником.
Определение.
Множество копирующих правил называется независимым тогда и только тогда, когда источник любого правила из этого множества не входит ни в одно из других правил это​го множества.
Если копирующие правила являются зависимыми, то в некоторых случаях их можно объединить в одно правило. Например, правила
[image: image1913.png]ar=xu(b,c):=x




можно записать как одно правило
[image: image1914.png](a, b, ) :=x,




а правила
[image: image1915.png](a,x):=zu(b,c):=x




можно записать в виде
[image: image1916.png](a,b,c,x) =2z




Определение.
AT-грамматика имеет форму простого присваивания, если выполняются следующие
условия:
1) все правила вычисления атрибутов, за исключением правила вычисления синтезируе​мых символов действия, являются копирующими,
2) для каждого правила грамматики множество копирующих правил является незави​симым.
Свойства L - атрибутивности и простого присваивания AT-грамматик являются не​обходимыми для построения преобразователя, реализующего атрибутный перевод.
Если АТ-грамматика не имеет формы простого присваивания, то для нее можно попы​таться построить эквивалентную AT-грамматику в форме простого присваивания.
Такое построение связано с исключением некопирующих правил вычисления атрибутов и добавлением вместо них операционных символов в правила грамматики.
Рассмотрим пример. Допустим, что задано некопирующее атрибутное правило в виде:
[image: image1917.png]<A> — a/x<B>%y<C>/z

z =f(x, y).




Вначале введем новый символ действия, представляющий вычисление функции f. Обо​значим символ действия {f} и снабдим его тремя атрибутами. Два наследуемых атрибута b1, b2 необходимы для задания аргументов функции, и один синтезируемый атрибут c -для получения значения функции. В результате получаем следующее определение сим​вола действия:
[image: image1918.png]{f3/b1/b2%s¢,




где значение c определяется как функция f(b1, b2). Затем включим новый символ дейст​вия в правило грамматики и заменим некопирующее правило вычисления атрибута с функцией f в правой части несколькими копирующими правилами, устанавливающими связь между атрибутами нового символа действия и аргументами
функции f. В результате может быть получено следующее атрибутное правило:
[image: image1919.png]<A> - a/x<B>%y{f}/b1/b2%c<C>/z
bl:=x;b2:=ysz:=c,




которое содержит только копирующие правила, два из которых копируют аргументы, и одно - результат. Это правило дает тот же эффект, что и первоначальное правило, по​скольку оба правила порождают одинаковые выходные цепочки с атрибутами и дают од​но и то же значение атрибута z.
Необходимо подчеркнуть, что место включения нового нетерминального символа в пра​вило грамматики должно выбираться с таким расчетом, чтобы не нарушить свойств L -атрибутности заданной грамматики.
16.4.2. Преобразование LАТ-грамматики в LАТ-грамматику в форме простого при​сваивания
Опишем последовательность шагов для преобразования заданной LАТ-грамматики в LАТ-грамматику в форме простого присваивания.
1) Для каждой функции[image: image1920.png]f(x1, x2, ..., xn),



входящей в правила вычисления атрибутов, свя​занных с некоторым правилом грамматики, введем дополнительный символ действия с n+1 атрибутом, который обозначим {f} и определим следующим образом:
[image: image1921.png]{f}/al/a2/../an%y,




где значение y определяется как[image: image1922.png]f(al, a2, ..., an).




2) Для каждого некопирующего правила
[image: image1923.png](z1, 22, ..., zn) := f(x1, x2, ..., Xn),




связанного с некоторым правилом грамматики, включим в правую часть правила грам​матики символ
[image: image1924.png]{f}/al/a2/.../an%y,




полагая, что символы[image: image1925.png]‘al, a2, ..., an



и y не содержатся в правиле грамматики, и заменим
некопирующее правило на n+1 копирующих правил вида:
[image: image1926.png]



3) При включении символа действия[image: image1927.png]{f}/al/a2/.../an%y



необходимо соблюдать следую​щие ограничения:
а) Символ действия должен располагаться правее каждого символа правой части правила грамматики, атрибутом которого является один из аргументов[image: image1928.png]x1, x2, ..., Xn.




б) Символ действия должен располагаться левее каждого символа правой части грамма​тики, атрибутом которого является один из символов[image: image1929.png]z1, 72, ..., zm.




в) Если существует несколько позиций для размещения символа действия, то предпочте​ние следует оказать самой левой из возможных позиций.
4) Два копирующих правила одного и того же правила грамматики следует объединить в одно правило, если источник одного из них входит в другое. Это объединение осуществ​ляется путем удаления правила с лишним источником и объединения его получателя с получателями оставшегося правила. Следует соблюдать осторожность при объединении зависимых правил, использующих в правой части процедуры без параметров, которые можно рассматривать как константы и, следовательно, считать источниками, поскольку могут возникнуть ошибки за счет того, что разные вызовы процедур могут давать разные значения.
В качестве примера преобразования AT-грамматики в грамматику в форме простого присваивания выполним такое преобразование для ранее рассмотренной грамматики Г5.0. Введем для правил, содержащих операции операционные символы {сложить} и {умножить}, приписывая каждому символу два наследуемых и один синтезируемый ат​рибуты.
В результате получаем грамматику в форме простого присваивания:
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Ограничения, накладываемые на атрибуты LAT-грамматиками в форме простого при​сваивания, делают возможным использование таких грамматик для построения атри​бутных преобразователей (АТ-преобразователей). Основой построения АТ-преобразователей являются следующие рассуждения.
Если из правил LAT-грамматики удалить все атрибуты, то получится транслирующая грамматика, для которой может быть построен нисходящий магазинный преобразова​тель. Следовательно, АТ-преобразователь можно строить в виде магазинного преобра​зователя, дополненного действиями, связанными с обработкой атрибутов.
При определении значений синтезируемых атрибутов в LAT-грамматиках могут воз​никать отложенные присваивания, поэтому, планируя работу АТ-преобразователя, не​обходимо предусмотреть возможность сохранения атрибутов, значения которых еще не определены. Для сохранения таких атрибутов может быть использован магазин. Простое сохранение атрибутов является недостаточным, поскольку необходимо сохранять также сведения о том, какое значение должен получить атрибут. Учитывая, что в форме про​стого присваивания используется только один способ определения значения - с помощью оператора присваивания, можно отобразить сведения о присваиваниях в магазине с по​мощью указателей. Для этого в каждый элемент магазина, соответствующий источнику, можно записать указатель на элемент, соответствующий приемнику. Такие указатели можно устанавливать в магазине при записи в него правой части правила грамматики. В этом случае должен обеспечиваться порядок определения значений атрибутов, в котором всегда вначале определяется источник, а затем приемник. Получение такого порядка вы​числений гарантируют свойства L - атрибутности грамматики. Оно предусматривает, что каждое значение атрибута определяется значениями атрибутов, расположенных сле​ва от него в правилах грамматики. Учитывая, что в магазин записывается зеркальное отображение правой части правила, можно утверждать, что атрибуты, расположенные левее рассматриваемого атрибута, будут вычисляться раньше него, обеспечивая тем са​мым требуемый порядок вычисления атрибутов.
16.4.3. Расширенный вывод для АТ-грамматики
Такой вывод включает не только терминальные, нетерминальные и операционные сим​волы, но и атрибуты, значения которых еще не определены. Для отображения связей ме​жду атрибутами, соответствующих операциям присваивания, воспользуемся линейным выводом. Такой вывод строится следующим образом:
а) Переместим атрибуты с позиции индексов в строку и поместим их непосредственно за соответствующим символом грамматики
б) Каждому копирующему правилу, которое соответствует шагу отложенных вычисле​ний, поставим в соответствие дугу, связывающую в цепочки вывода источник и прием​ник и направленную от источника к приемнику.
в) Множественным копирующим правилам поставим в соответствие в выводимой цепоч​ке последовательность дуг, связывающих источник с приемниками.
г) Если в процессе вывода атрибут получает значение, то это значение запишим в выво​димую цепочку вместо имени атрибута, а соответствующую дугу удалим.
д) При замене нетерминального символа в выводимой цепочке он удаляется, но его атри​буты должны остаться на месте.
Линейный вывод цепочки[image: image1933.png]


в грамматике Г 5. 3 можно представить в следующем виде:
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В приведенном выводе атрибут каждого заменяемого нетерминального символа сохраня​ется в цепочке вывода. Подстановка символа с определенным значением атрибута при выполнении шагов 6, 9, 10 приводит к исключению из цепочки вывода всех промежу​точных атрибутов, определяющих пути передачи значения. Шаги 11 и 12 введены только для того, чтобы показать, как операционные символы влияют на определение значений атрибутов. В общем случае эти шаги можно совместить с шагом 10.
17. Язык логики предикатов
17.1. Предикаты и кванторы

Предикаты. Предикатом Р (х1, ..., хп) называется функ​ция [image: image1935.png]P: M- B,



где М — произвольное множество, а В — двоичное множество. Иначе говоря, п-местный предикат, определенный на М, — это двузначная функция от п аргументов, принимающих значения в произвольном множестве М. М называется предмет​ной областью предиката, а х1, ..., хп— предметными пере​менными. В принципе ничто не мешает определить преди​кат в более общем виде как функцию [image: image1936.png]PiMy X My X ..



[image: image1937.png]X M,—~B,



 т. е. разрешить разным аргументам принимать значения из разных множеств. Иногда это оказывается удобным; однако, как правило, в логике предикатов исхо​дят из первого определения.
Для любых М и п существует взаимно-однозначное соот​ветствие между п-местными отношениями и п-местными предикатами на М: а) каждому п-местному отношению R соответствует предикат Р, такой, что Р (а1, ..., ап) = 1, если и только если [image: image1938.png]


б) всякий предикат Р (х1, ..., хп) определяет отношение R, такое, что [image: image1939.png]


, если и только если Р (а1, ..., ап) = 1. При этом R задает область истинности предиката Р.
Всякой функции [image: image1940.png]


можно поставить в соответствие 
(п + 1)-местный предикат Р, такой, что[image: image1941.png]


[image: image1942.png]


 если и только если [image: image1943.png]



Поскольку функция должна быть однозначной, то это соот​ветствие требует, чтобы для любого[image: image1944.png]


[image: image1945.png]aQ,, a




 Поэтому обратное соответствие [от (п+ 1)-местного предиката к 
п-местной функции] возможно не всегда, а только при выполнении указанного условия.
Отступление . С логической точки зрения двоичные объекты — это высказы​вания, которые могут быть истинными или ложными. Формулы — это составные высказывания, истинность которых определяется истин​ностью входящих в них элементарных высказываний (обозначаемых буквами) и логическими операциями над элементарными высказыва​ниями, причем сами операции (такие, как отрицание, конъюнкция, импликация и т. д) имеют довольно прозрачный логический смысл. Однако, работая с этими объектами, мы практически не обращались к их логическому содержанию и обходились теоретико-множественной или алгебраической интерпретацией, рассматривая их как функции на двоичных векторах или как элементы алгебр. Этот подход оказался эффективным во многом благодаря тому, что области определения функ​ций алгебры логики конечны и имеют довольно простую структуру. Кроме того, многолетний опыт приложений алгебры логики показал, что функционально-алгебраическая интерпретация операций над двоичными объектами оказывается не менее содержательной и плодотворной, чем логическая интерпретация.
С предикатами дело обстоит иначе. Значение логики предикатов, которая как частный случай включает и логику высказываний, заклю​чается не столько в ее собственных конкретных приложениях (хотя таковые имеются), сколько в том, что она образует основу логического языка математики. С ее помощью удается формализовать и точно иссле​довать основные методы построения математических теорий. Логика предикатов является важным средством построения развитых логичес​ких языков и формальных систем. Поэтому логическая интерпретация предикатов является основной, и мы ее будем в дальнейшем придержи​ваться.
Выражение Р(а1, ..., ап) (и другие, более сложные выра​жения логики предикатов), где [image: image1946.png]


будем пони​мать как высказывание «Р (а1, ..., ап) = 1» или, в соответ​ствии с логической интерпретацией, как «Р (а1, ..., ап) истинно», а выражение Р (х1, ..., хп), где х1, ..., хп — пере​менные, как переменное высказывание, истинность кото​рого определяется подстановкой элементов М вместо х1, ... ..., хп. При этом 
Р (х1, ..., хп) — это логическая (двоичная) переменная, х1, ..., хп —нелогические переменные. По​скольку предикаты принимают два значения и интерпрети​руются как высказывания, из них можно образовывать выражения   логики   высказываний,   т. е.   формулы   вида
[image: image1947.png]PL(x), x) V Ps(xs, %) & Py (X2, Xy).



  

Эта   формула  может рассматриваться и как составная булева формула, описы​вающая функцию алгебры логики от трех логических пере​менных [image: image1948.png]Py, xg) Py (xs, xg), Py lxg, xg) 1Py (¢, Xg)



 и [image: image1949.png]Py (xs, Xg)



 — разные логические переменные, так как пре​дикат Р1 в этих выражениях зависит от разных переменных], и как составной четырехместный предикат, значение кото​рого определяется четырьмя предметными переменными x1, х2, х3, х4.
В дальнейшем, если это не вызовет разночтений, будем употреблять одинаковые обозначения для отношений и соответствующих им предикатов; при этом помимо функцио​нальных обозначений вида
 Р (х), Р (х1, х2) для двухмест​ных предикатов будем пользоваться обозначениями вида х1Рх2, которые уже употреблялись для бинарных отношений.
Пример 1. 1) Предикат х1 > х2 — это двухместный предикат, предметной областью которого могут служить любые множества чисел. Высказывание 6 > 5 истинно, а высказывания 7 > 7 и 3 > 10 ложны. Различные подста​новки чисел вместо одной предметной переменной дают раз​личные одноместные предикаты: х1 > 5, х1 > 0, 
7 > х2 и т. д.
2) Великая теорема Ферма, не доказанная до сих пор, утверждает, что для любого целого п > 2 не существует натуральных чисел х, у, z, удовлетворяющих равенству [image: image1950.png]


 Если этому равенству поставить в соответст​вие предикат[image: image1951.png]Prx, 4, 2, n),



 истинный тогда и только тогда, когда оно выполняется, а через N (х) обозначить предикат «х — натуральное число», то теорема Ферма равносильна утверждению «выражение [image: image1952.png]NXDPENWEN &N (1} &




[image: image1953.png]&(n>2)— Ppix,y, 2,n)



 верно для любых чисел х, у, z, п».
 3) В описаниях вычислительных процедур и, в част​ности, в языках программирования, часто встречаются указания типа «повторять цикл до тех пор, пока перемен​ные х и у не станут равными, либо прекратить вычисление цикла после 100 повторений». Если обозначить через i счетчик повторений, то описанное здесь условие описы​вается выражением [image: image1954.png]


а указание в це​лом принимает вид: «повторять, если[image: image1955.png]x = V (> 100)0.




Кванторы. Пусть Р (х) — предикат, определенный на М. Высказывание «для всех х из М Р (х) истинно» обозначается
[image: image1956.png]v x£ (x)



 (множество М не входит в обозначение и должно быть ясно из контекста). Знак [image: image1957.png]Vx



называется квантором общности; другое его обозначение (х). Высказывание «суще​ствует такой х из М,  что Р (х)  истинно» обозначается [image: image1958.png]axs (x).



 Знак [image: image1959.png]


 называется   квантором  существования; другое его обозначение (Ех). Переход от Р (х) к [image: image1960.png]YxP (v)



  или  к [image: image1961.png]dx P (x)



 называется   связыванием  переменной х,
а также навешиванием квантора на переменную х (или на предикат Р), иногда — квантификацией переменной х. Переменная, на которую навешен квантор, называется связанной; несвязанная переменная называется свободной. Смысл связанных и свободных переменных в предикат​ных выражениях различен. Свободная переменная — это обычная переменная, которая может принимать различные значения из М; выражение Р (х) — переменное высказы​вание, зависящее от значения х. Выражение[image: image1962.png]


не зависиг от переменной х и при фиксированных Р и М имеет вполне определенное значение. Это, в частности, означает, что переименование связанной переменной, т. е. переход от [image: image1963.png]YxP (x) v VyP (y)



 не меняет истинности выражения. Переменные, являющиеся по существу связанными, встре​чаются не только   в  логике.   Например,   в   выражениях [image: image1964.png]1n 13
D) wan §7 (0 de
= 2



  переменная х связана; при фиксиро​ванной f первое выражение равно определенному числу, а второе становится функцией от а и b.
Навешивать кванторы можно и на многоместные преди​каты, и вообще на любые логические выражения, которые при этом заключаются в скобки. Выражение, на которое навешивается квантор [image: image1965.png]


 или[image: image1966.png]


 называется   облааиыо действия квантора; все вхождения переменной х в это вы​ражение являются связанными. Навешивание квантора на многоместный предикат уменьшает в нем число свободных переменных и превращает его в предикат от меньшего числа переменных.
Пример 2. 1) Пусть Р (х) — предикат «х— четное число».   Тогда  высказывание [image: image1967.png]VP {x)



 истинно  на   любом множестве четных чисел и ложно, если М содержит хотя бы одно нечетное число; высказывание [image: image1968.png]AxP (x}



 истинно на любом множестве, содержащем хотя бы одно четное число, и ложно на любом множестве нечетных чисел.
2)  Теорема Ферма (см. пример 1, п. 2) формулируется следующим образом:
[image: image1969.png]VaVyVzVn (N (&N (&N (&N (n) & (n>>2)—
—=Pex, y, 7, w).




3)  Рассмотрим двухместный предикат х≥^ у на множест​вах М с отношением нестрогого порядка и различные квантификации его переменных.[image: image1970.png]Vx{x=y)



— одноместный пре​дикат от у; если М — множество неотрицательных чисел, то этот предикат истинен в единственной точке:  у = 0.
[image: image1971.png]VaVy (x =)



 — высказывание, истинное на множестве, со​стоящем из одного элемента, и ложное на любом другом множестве. [image: image1972.png]Axay (x = y)



 истинно на любом непустом множестве. 
Высказывание [image: image1973.png]


 («существует х, такой, что для любого у х ≥y») утверждает, что в М имеется единственный максимальный элемент. Оно истинно на любом множестве целых чисел, но ложно на множестве {1/2, 2/3, 3/4, ..., п/(п +1)….} или на множестве двоичных векторов, из которого удален вектор, состоящий из одних единиц. Высказывание[image: image1974.png]


 утверждает,   что для любого
элемента у существует элемент х не меньший, чем у; оно истинно на любом непустом множестве ввиду рефлексив​ности отношения ≥. Последние два высказывания говорят о том, что перестановка кванторов существования и общ​ности меняет смысл высказывания и условия его истин​ности.
17.2. Истинные формулы и эквивалентные соотношения
 При логической (истинностной) интерпретации формул логики предикатов возможны три основные ситуации.
1. Если в области М для формулы F существует такая подстановка всех констант, что F становится истинным высказыванием, то формула F называется выполнимой в об​ласти М. Если существует область М, в которой формула F выполнима, то F называется просто выполнимой. Пример выполнимой формулы:[image: image1975.png]axP (x, y)y = VxP (x, ).




2.   Если формула F выполнима в М при любых подста​новках констант, то она называется тождественно истин​ной   в М. Формула, тождественно истинная в любых М, называется   тождественно   истинной   или   общезначимой. Например, формула [image: image1976.png]dxP (x, y) - VP (x, 1)



 тождественно истинна для всех М, состоящих из одного элемента, а фор​мула [image: image1977.png]Vx(P{x) V P(x))



 тождественно истинна.
3.   Если формула F невыполнима в М, она называется тождественно ложной в М. Если F невыполнима ни в каких М, она называется тождественно ложной, или противоре​чивой.   Например,   формула [image: image1978.png]P, &P(x, ) & Py (x} &



[image: image1979.png]& P, (y) & P, (2)



 тождественно ложна на любой области М, если [image: image1980.png]VM| =2



 (предлагаем   читателю   это   проверить).
Формула[image: image1981.png]Fx (P (x) & P (x})



 тождественно ложна.
Формулы называются эквивалентными, если при любых подстановках констант они принимают одинаковые значе​ния. В частности, все тождественно истинные формулы (и все ложные формулы) эквивалентны. Отметим, что если F1 и F2 эквивалентны в соответствии с этим определением, то формула F1 ~ F2 тождественно истинна.
Множество истинных формул логики предикатов входит в любую теорию, и, следовательно, его исследование яв​ляется важнейшей целью логики предикатов. В частности, как следует из сделанного ранее замечания, в нем содер​жатся все эквивалентные соотношения логики предикатов. В этом исследовании прежде всего возникают две проб​лемы: получение истинных формул и проверка формулы на истинность. Если вспомнить классификацию способов за​дания множеств , то первая проблема — это проблема построения порождающей процедуры, а вторая — проблема разрешающей процедуры для множества истинных формул. Те же проблемы встают и в логике высказываний. Однако там есть стандартная разрешающая процедура: вычисление формул на наборах значений переменных. С ее помощью порождающую процедуру для множества Мт тождественно истинных высказываний можно организовать следующим образом: строим последовательно все формулы, вычисляем каждую из них на всех наборах и включаем Мт только те, которые истинны на всех наборах. Аналогичная процедура в логике предикатов сталкивается с большими трудностями, связанными с тем, что предметные и предикатные перемен​ные имеют в общем случае бесконечные области определе​ния. Поэтому прямой перебор вгех значений невозможен и приходится использовать различные косвенные приемы. Покажем их на примере некоторых эквивалентных соотно​шений
[image: image1982.png]FxP () ~ V1P (x).



 
Пусть для некоторого предиката Р и области М левая часть истинна. Тогда не существует[image: image1983.png]ae M,



для которого Р (а) истинно; следовательно, для всех а Р(а) ложно, т. е. [image: image1984.png]


 истинно, и правая часть истинна. Если же левая часть ложна, то существует[image: image1985.png]


для которого Р(а) истиннои, следовательно, правая часть ложна. Аналогично дока​зывается
[image: image1986.png]VxP (%) ~AxP ().



 
Докажем  теперь   дистрибутивность [image: image1987.png]Yx



 относительно
конъюнкции и[image: image1988.png]


относительно дизъюнкции
[image: image1989.png]Vi (P (x) & Py (x)) ~ VP, (x) & VP, (x).



 
Пусть левая часть соотношения истинна для некоторых Р1 и Р2. Тогда для любого [image: image1990.png]


истинно[image: image1991.png]Py (a) & Py (o),



поэтому P1 (а) и Р2 (а) одновременно истинны для любых а и, следовательно, [image: image1992.png]xP, () & Vx £, (x)



 истинно.   Если же левая часть ложна, то для некоторого [image: image1993.png]


ложно либо P1 (а), либо Р2 (а), а следовательно, ложно либо [image: image1994.png]YxP, (x),



 либо[image: image1995.png]Vx P, (x),



 и правая часть ложна. Аналогично доказывается
[image: image1996.png]A (P (%) V Py(x) ~IxPy(x) V 3xP, (x).



 
Если же[image: image1997.png]Yeru3dx



в этих  соотношениях поменять местами, то получатся соотношения, верные лишь в одну сто​рону:
[image: image1998.png]Fx (P, () & Py (x)) = AxPy (¥) & APy (x);



 (*) [image: image1999.png](VxPy (£} V VP, (x)) = VX (P (x) V Py (x)).



 (**)
В таких случаях говорят, что левая часть — более силь​ное утверждение, чем правая, поскольку она требует для своей истинности выполнения более жестких условий, чем правая. Так, в (*) в левой части требуется, чтобы Р1 (а) и Р2 (а) были истинны для одного и того же а, тогда как в правой части Р1 и Р2 могут быть истинны при различных а1 и a2. В (**) левая часть требует, чтобы хотя бы один предикат выполнялся для всех[image: image2000.png]


в правой части достаточно,
чтобы один предикат был истинен там, где ложен другой. В этих рассуждениях по существу уже содержатся доказа​тельства; окончательное их уточнение предоставляем чита​телю. Пример, когда (*) и (**) в обратную сторону не​верны: P1 (x): «x—четное число», 
Р2 (х): «х—нечетное число».
Приведем без доказательства еще несколько соотноше​ний:
[image: image2001.png]ViVyP (x, y) ~ VyVxP (x, y)



 
 [image: image2002.png]dx3yP (x, y)~ 3y3AxP (x, y).



 
Пример 2, п. 3 показывает, что перестановка различ​ных кванторов не является эквивалентностью.
Пусть Y — переменное высказывание или формула, не содержащая х. Тогда
[image: image2003.png]Vi (P(x)&Y)~VxP(x)&Y;
ViP5V )~ VxP () V V3
Ir(P)&Y)~ WP (0)&Y;
ScPHVY)~TAP VY.



 
Эти соотношения означают, что формулу, не содержа​щую х, можно выносить за область действия квантора, свя​зывающего х.

О  методах доказательства в логике предикатов.
 Метод доказатель​ства формул, содержащих переменные,  путем непосредственной подстановки  в  них  констант называется  методом  интерпретаций  или методом моделей. Подстановка констант позволяет интерпретировать формулу   как   осмысленное   утверждение   об   элементах   конкретного множества М. Поэтому такой метод, выясняющий истинность формул путем обращения к ее возможному смыслу, называется также семанти​ческим (т. е. смысловым). Метод интерпретаций удобен для доказатель​ства выполнимости формул или их неэквивалентности, поскольку и в том, и в другом случае достаточно найти одну подходящую подстановку (именно так мы поступили ранее, сославшись на пример 2, п  3). Он удобен также для исследования истинности формул на конечных областях. Дело в том, что если область М конечна, [image: image2004.png]



то квашоры переходят в конечные формулы логики  высказываний;
 [image: image2005.png]ViP 0y~ P a) &P (a) & ... & P (aq);
P ()~ P @IVP @)V .. V Pan)




Заменив все кванторы в формуле по этим соотношениям, любую формулу логики предикатов можно перевести в формулу, состоящую
из предикатов, соединенных знаками логических операций. Истинность такой формулы на конечной области проверяется конечным числом подстановок и вычислений.
Для бесконечных же областей в общем случае и прежде всего при доказательстве тождественной истинности формул метод интерпрета​ций, как уже отмечалось, связан с большими трудностями. Поэтому для построения множества истинных формул в логике предикатов выби​рается другой nyть. Эю множество порождается из исходных формул (аксиом) с помощью формальных процедур — правил вывода. Слово «формальный» (которое часто противопоставляется слову «содержатель​ный») подчеркивает здесь то обстоятельств, что при переходе от одних выводимых формул к другим не происходит какого-либо обращения к содержанию, смыслу формул. Используются лишь формальные, внешние свойсчва последовательностей символов, образующих формулы, причем эти свойства полностью описываются правилами вывода. Важ​ность формального подхода в том, что благодаря ему удается избежать обращения к бесконечной области (что неизбежно при методе интер​претаций) и на каждом шаге вывода оперировать только с конечным множеством символов. Методы рассуждений, использующие только конечные множества  конечных объектов,  называются финитными.
Множества, порожденные такими формальными методами, назы​ваются формальными системами.
17.3. Формальные теории (логические исчисления и исчисление высказываний

 17.3.1. Формальные системы 

Формальные системы — это системы операций над предметами (объектами и/или процессами), понимаемыми как последовательности символов (т. е. как слова в фиксированных алфавитах); сами операции также являются операциями над символами. Понятие «фор​мальный» подчеркивает, что объекты (процессы) и операции над ними рассматриваются чисто формально, без каких бы то ни было содержательных интерпретаций символов. Предпо​лагается, что между символами не существует никаких связей и отношений, кроме тех, которые явно описаны средствами самой формальной системы.

Если предложить читателю упорядочить объекты 53, 109, 3, то, скорее всего, он без всяких дополнительных вопросов расположит их в порядке 3, 53, 109. Иначе говоря, этой задаче будет дана обычная арифметическая интерпре​тация: последовательности цифр рассматриваются как изображения чисел в десятичной системе, упорядочение этих последовательностей есть расположение изображаемых ими чисел по возрастанию, а правила сравнения таких изображений чисел известны настолько хорошо, что обычно о них никто и не задумывается. В действительности же такое истолкование задачи, вообще говоря, не вытекает из текста «упорядочить объекты 53, 109, 3»; его можно понимать как задачу лексикографического упорядочения (что при​ведет к результату 109, 3, 53), как задачу распределения бегунов с номерами 53, 109, 3 по дорожкам (решение кото​рой зависит от процедуры распределения и заведомо не связано с числовой интерпретацией объектов) и т. д. Воз​можность неоднозначного извлечения задач из указанного текста означает, что этот текст не содержит формального определения задачи. Для такого определения необходимо четко описать класс объектов, для которых задача решается, и явно ввести для них понятие упорядочения, описав его как систему локальных операций над символами, из которых эти объекты состоят.
По существу, при таком понимании «формальное описа​ние» задачи означает ее точное, явное описание — все, что существенно для решения задачи, выписано явно. Поэтому уточнение задачи будем называть ее формализацией.
В опре​деленном смысле проблему точного описания некоторого множества можно рассматривать как проблему построения алгоритма, перечисляющего или порождающего это мно​жество. 
Индуктивное определение формулы — простой пример описания перечислимого множества, в котором использованы все существенные составные части понятия «алгоритм», кроме одного — детерминированности. Отбрасывая несу​щественный здесь порядок перечисления элементов мно​жества, мы выигрываем в компактности описания, которое при этом не становится менее точным. Такое описание, не являясь алгоритмом, представляет собой формальную си​стему,  однозначно описывающую множество формул.
Исторически понятие формальной системы, так же как и теория алгоритмов, возникло в рамках оснований матема​тики при исследовании строения аксиоматических теорий и методов доказательства в таких теориях. С их изучения и начнется знакомство с формальными  системами.

      При разрабтке и изучении систем возникает ряд вопросов, относящихся к конкретной системе, но между которыми имеется глубокая внутренняя общность. В результате оказывается возможным систематизировать их в об​щем плане и дать общие методы их описания и разработки, в значительной степени не зависящие от особенностей конкретной систе​мы.
Все последующее изложение посвящено именно этим общим ме​тодам.
Ниже описаны три важнейшие проблемы, связанные с разра​боткой системы.
1.   Проблема   полноты.   Она состоит в том,   чтобы выяс​нить, может ли любая система из за​данного класса (например, коммуникационная система, реализующая процессы непрерывного транспортирования определенного вида энергии)   быть создана из наперед заданного набора предписаний или набора от​дельных директив.
При отсутствии такого набора говорить о формализованных ме​тодах синтеза системы трудно или даже невозможно. В этом случае резко увеличивается время разработки всего комплекса предписаний и директив, так как их разработка является довольно трудоемким про​цессом. Более того, отсутствие такого набора предписаний чрезвычай​но затрудняет определение параметров системы (времени ее рабо​ты, точности выполнения директив и др.).
2.  Проблема   выбора   цели   и   критериев   качест​ва   системы   и   подсистем.   Установление   критерия   для всякой системы, в том числе и системы предписаний (директив), является сложным процессом и часто не поддается строгой формализации. Критерий может быть скалярным или векторным. Так, время реакции системы или среднее число запросов, обрабаты​ваемых системой в единицу времени, являются примерами скаляр​ных критериев. Приведенные затраты на аппаратуру и потери от за​держек при выполнении алгоритма управления — критерий вектор​ный, так как приходится минимизировать две функции: функцию, определяющую приведенные затраты на аппаратуру,   и функцию, определяющую приведенные потери, вызванные задержкой в выпол​нении алгоритма. Более того, этот критерий   противоречив   в   том смысле, что чем более дешевая аппаратура (как правило, с мень​шим быстродействием), тем медленнее будет выполняться алгоритм и тем выше бу​дут потери от задержки   при выполнении   алгоритма   управления. В таких случаях желательно выделять область компромиссов. Эта область обладает тем свойством, что все принадлежащие ей подсистемы не могут быть улучшены одновременно по всем локаль​ным критериям — компонентам вектора качества.
В некоторых случаях это может привести к тому, что различные подсистемы системы могут иметь разные критерии. Более того, могут создаваться подсистемы, выполняющие одни и те же функции, но оптимизированные по разным критериям.
3. Проблема синтеза системы предписаний (директив). При решении задачи полноты и определении крите​рия оптимальности естественно возникает задача синтеза системы с заданным функционированием. При этом предполагается, что сис​тема будет создаваться из заданного набора подсистем и элементар​ных подсистем по заданному критерию.
К сожалению, в настоящее время не существует формализован​ных методов синтеза систем предписаний (директив). Пока можно говорить только о формализации отдельных этапов разра​ботки системы. Такими этапами могут быть: выбор набора предписаний (директив) из заданного множества, распределение предписаний (директив) по уровням системы, компоновка предписаний (директив), и т. д.

17.3.2. Принципы построения формальной  теории коммуникаций
Всякая точная теория определяется, во-первых, языком, т. е. неко​торым множеством высказываний, имеющих смысл с точки зрения этой теории, и, во-вторых, совокупностью теорем — подмножеством языка, состоящим из высказываний (директив), истин​ных в данной теории.
Каким образом теория получает свои теоремы?
В математике с античных времен существовал образец систематического построения теории — геометрия Евклида, в которой все исходные предпосылки сформулированы явно, в виде аксиом, а теоремы выводятся из этих аксиом с по​мощью цепочек логических рассуждений, называемых дока​зательствами. Однако до середины XIX в. математические теории, как правило, не считали нужным явно выделять действительно все исходные принципы; критерии же стро​гости доказательств и очевидности утверждений в мате​матике в разные времена были различны и также явно не формулировались. Время от времени это приводило к необ​ходимости пересмотра основ той или иной теории. Известно, напримео, что основания дифференциального и интеграль​ного исчислений, разработанных в XVIII в. Ньютоном и Лейбницем, в XIX в. подверглись серьезному пересмотру; математический анализ в его современном виде опирается на работы Коши, Больцано, Вейерштрасса по теории пре​делов. В конце XIX в. такой пересмотр затронул общие принципы организации математических теорий. Это привело к созданию новой отрасли математики — оснований мате​матики, предметом которой стало как раз строение матема​тических утверждений и теорий и которая поставила своей целью ответить на вопросы типа: «как должна быть построе​на теория, чтобы в ней не возникало противоречий?», «какими свойствами должны обладать методы доказательств, чтобы считаться достаточно строгими?» и т. д. Одной из фундаментальных идей, на которые опираются исследова​ния по основаниям математики, является идея формализа​ции теорий, т. е. последовательного проведения аксиома​тического метода построения теорий. При этом не допуска​ется пользоваться какими-либо предположениями об объек​тах теории, кроме тех, которые выражены явно в виде аксиом; аксиомы рассматриваются как формальные после​довательности символов (выражения), а методы доказа​тельств — как методы получения одних выражений из других с помощью операций над символами. Такой подход гарантирует четкость исходных утверждений и однознач​ность выводов, однако может создаться впечатление, что осмысленность и истинность в формализованной теории не играют никакой роли. Внешне это так; однако в действи​тельности и аксиомы, и правила вывода стремятся выбирать таким образом, чтобы построенной с их помощью формаль​ной теории можно было придать содержательный смысл. 

Более конкретно, формальная теория коммуникаций (или исчисление) строится следующим образом.
1.  Определяется   множество   формул директив,   или   правильно построенных  высказываний,   образующее  язык  теории.   Это множество   задается   конструктивными   средствами   (как правило,   индуктивным   определением)   и,   следовательно, перечислимо. Обычно оно и разрешимо.
2.   Выделяется подмножество формул , называемых акси​омами теории. Множество может быть и бесконечным; во всяком случае оно должно быть разрешимо.
3.  Задаются  правила вывода теории .  Правило  вывода R (F1, ..., Fn, G) — это вычислимое отношение на множестве формул. Если формулы 
F1 .... Fn, G находятся в отношении R,  то формула G называется  непосредственно выводимой из F1, ..., Fn по правилу R. Можно правило R (F1, ..., Fn, G) записывать в виде 
[image: image2006.wmf]1
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. Формулы F1, ..., Fn называются посылками (отправлениями) правила R, a G — его следствием или заключением (получателем, адресатом). Примеры аксиом и правил вывода будут при​ведены несколько позднее.
Выводом формулы В из формул A1, ..., Ап называется последовательность формул F1, ..., Fm, такая, что Fm = В, а любая Fi (i=1, ..., m) есть либо аксиома, либо одна из исходных формул А1, ..., Ап, либо непосредственно выво​дима из формул F1, ..., Fm (или какого-то их подмножест​ва) по одному из правил вывода. Если существует вывод В из А1, ..., Ап, то говорят, что В выводима из А1, ..., Ап. Этот факт обозначается так: A1, ..., Ап |— В. Формулы  директив A1, ..., Ап называются гипотезами или посылками вывода. Переход в выводе от Fi-1 к Fi называется i-м шагом вывода.
Доказательством формулы В в теории Т называется вывод В из пустого множества формул, т. е. вывод, в кото​ром в качестве исходных формул используются только аксиомы. Формула В, для которой существует доказатель​ство, называется формулой, доказуемой в теории Т, или теоремой теории Т; факт доказуемости В обозначается |— В.
Присоединение формул к гипотезам не нарушает выводимости. Поэтому, если |— В, то А |— В и если А1,..., Ап |—В, то А1,.., Ап, Ап+1|—В  для любых А и Ап+1. Порядок гипотез в списке несуществен.
При построении формальной теории мы будем иметь дело с двумя типами высказываний: во-первых, с высказываниями самой теории (теоремами), которые рассматриваются как чисто формальные объекты, определенные ранее, а во-вторых, с высказываниями о теории (о свойствах ее теорем, доказа​тельств и т. д.), которые формулируются на языке, внешнем по отношению к теории, — метаязыке и называются мета-теоремами. Различие между теоремами и метатеоремами не всегда будет проводиться явно, но его обязательно надо иметь в виду.
Например, если удалось построить вывод В из А1, ... ..., Ап, то высказывание «А1; ..., Ап |— В» является мета-теоремой; ее можно рассматривать как дополнительное («произвольное») правило вывода, которое можно присоеди​нить к исходным и использовать в дальнейшем.
Общезначимые (тождественно-истинные) предписания типа А 
[image: image2007.wmf]A
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 xP (х) → Р (у), имеющче силу   общих   логических   законов,   должны   содержаться в      теории коммуникаций,   как теории, претендующей   на   логический   смысл.
Поэтому построение формальной теории коммуникаций начнем
с исчислений, порождающих все общезначимые формулы.

17.3.3. Исчисление высказываний. Аксиомы и правила вывода

В исчислении высказываний мы встречаемся с объек​тами, с которыми уже имели дело, — с формулами алгебры логики. Однако здесь формулы рассматриваются не как способ представления функций, а как составные высказывания, образованные из элементарных высказываний - директив (переменных) с помощью логических операций, или, как говорят в логике, связок 
[image: image2009.wmf]Ú
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, →. При этом особое внимание уделяется тождественно-истинным высказываниям, поскольку, как уже отмечалось, они должны входить в теорию в качестве общелогических законов. Их порождение и является основной задачей исчисления высказываний. Исчисление высказываний определяется следую​щим образом.
1.  Алфавит   исчисления высказываний  состоит из переменных высказываний (пропозициональных букв): А, В, С ..., знаков логических связок   
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, → и  скобок (,).
2.   Формулы:
а)  переменное высказывание (директива) есть формула;
б)  если   U   и   B — формулы,   то   (U 
[image: image2013.wmf]Ú

 B),    (U & B), (U  →  B) и [image: image2014.png]


U   — формулы;
в)  других формул нет.
Внешние скобки у формул договоримся опускать: например, вместо 

(U 
[image: image2015.wmf]Ú

 B) будем писать U 
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 B. Вместо синтаксически более удобного знака [image: image2017.png]


часто употребляется черта  над формулой  (она использовалась нами ранее).
3.   Аксиомы.   Приведем здесь две системы аксиом. Первая из них непосредственно использует все логические связки:
Система аксиом I
I   1. А → (В→А);
1  2. (А→В) → ((А→ (В → С)) → (А → С));
I   3. (А &В) →А;
I   4. (А & В) → В;
I   5. А → (В → (А & В));
I   6. А → (А 
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 В);
I   7. В→ (А 
[image: image2019.wmf]Ú

 5);
I   8. (А → С) → ((В → С) → ((А 
[image: image2020.wmf]Ú

 В) →С);
I   9. (А →В) → ((А→ [image: image2021.png]


В) → [image: image2022.png]


 А);
I   10. [image: image2023.png]
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 А → А.
Другая система использует только две связки [image: image2025.png]


 и →; при этом сокращается алфавит исчисления (выбрасываются знаки 
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, &) и соответственно определение формулы. Опе​рации 
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, & рассматриваются не как связки исчисления высказываний, а как сокращения (употреблять которые удобно, но не обязательно) для некоторых его формул: А 
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 В заменяет [image: image2029.png]


 А → В, А & В заменяет
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 (А → [image: image2031.png]


В). В результате система аксиом становится намного компакт​нее.
Система аксиом II
II   1. А → (В→А);
II   2. (А → (В → С)) → ((А → В) → (А → С));
II   3. [image: image2032.png]


 А   →[image: image2033.png]


В) → (([image: image2034.png]


А → В) → А).
Приведенные системы аксиомы равносильны в том смысле, что порождают одно и то же множество формул. Такое утверждение нуждается в доказательстве, которое заключается в том, что показывается выводимость всех аксиом системы II из аксиом системы I и, наоборот, системы I из системы II (с учетом замечаний относительно 
[image: image2035.wmf]Ú

 и &). Доказательство этих выводимостей предоставляется чита​телю после того, как он познакомится с примерами вывода в исчислении высказываний.
Возможны и другие системы аксиом, равносильные первым двум системам.
Какая из систем лучше? Это зависит от точки зрения. Система II компактнее и обозримее; соответственно более компактны и доказательства различных ее свойств. С другой стороны, в более богатой системе I короче выводы различ​ных формул.
4. Правила   вывода.
1)  Правило подстановки. Если U  — выводимая формула, содержащая букву А (обозначим этот факт U(А)), то выво​дима формула  U (B),   получающаяся   из  U заменой  всех вхождении А на произвольную формулу B: 
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2)  Правило  заключения   (Modus   Ponens).   Если   U  и U → B — выводимые формулы, то B выводима:
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В этом описании исчисления высказываний аксиомы являются формулами исчисления (соответствующими опре​делению формулы); формулы же, использованные в правилах вывода (U, U → B и т. д.), это «метаформулы», или схемы формул. Схема формул, например U → B, обозначает мно​жество всех тех формул исчисления, которые получаются, если ее метапеременные заменить формулами исчисления: скажем, если U заменить на А, а B — на А & В, то из схемы формул 

U → B получим формулу А →А & В.
Использование схем формул можно распространить и на аксиомы. Например, если в системе II переменные (про​позициональные буквы) А, В, С заменить метапеременными U, B, 
[image: image2038.wmf]S

, то получаются три схемы аксиом, задающие три бесконечных множества аксиом. В результате возникает другой способ построения исчисления высказываний: с бесконечным множеством аксиом (задаваемым конечным числом схем аксиом), но без правила подстановки, поскольку оно неявно содержится в истолковании схем аксиом. Первый способ более последовательно конструктивен: все его сред​ства явно зафиксированы и конечны; при вводе исчисления в ЭВМ (например, при автоматизации доказательства высказываний) он выглядит более естественным. С другой стороны, второй способ больше соответствует математической тради​ции истолкования формул: например, алгебраическое тож​дество (а + b)2 = а2 + 2ab + b2 или тождества булевой алгебры истолковываются именно как схемы тождеств, а не конкретные тождества, верные лишь для конкретных букв. Правило подстановки при этом подразумевается. Переход от одного способа построения исчислений к другому не представляет труда.
Рассмотрим теперь примеры вывода в исчислении высказываний.
Пример 4.1. а. Покажем, что формула А → А выводима из системы аксиом II:
|— А→А.
1.   (А → ((А → А) → А)) → ((А → (А → А)) → (А →А)) 
(подстановка в аксиому II 2 А → А вместо В и А вместо С).
2.  А → ((А → А) → А)  (подстановка в II 1 А → А вме​сто В).
3.   (А → (А → А)) → (А → А) (из шагов 2, 1 по правилу заключения).
4.   А → (А →А) (подстановка в II 1 A вместо В).
5.  А → А (из шагов 4, 3 по правилу заключения).
6.  А |—  В→А.
Пусть А выводима. Тогда из А и аксиомы II 1 по правилу заключения получаем   
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, что   и   доказывает искомую выводимость.
Как уже отмечалось ранее, всякую доказанную в исчисле​нии выводимость вида Г |— U, где Г — список формул, U — формула, можно рассматривать как правило вывода 
[image: image2040.wmf]Г
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, которое можно присоединить к уже имеющимся. Полу​ченную нами выводимость 

А |— В → А вместе с правилом подстановки  можно рассматривать   как  правило 
[image: image2041.wmf]  
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 «если формула U выводима, то выводима и формула B →U, где B — любая формула». Воспользуемся этим правилом в следующем примере.
в. А→В, В→С|—А→С.
1.   В → С |—А→ (В → С) (по новому правилу 
[image: image2042.wmf]  
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2.   Из А → (В→ С) и аксиомы II 2 по правилу заключе​ния следует 
(А → В) → (А →С); следовательно,
В →С|— (А →Я)^( А →С).
3.  Из (А → В) и (А → В) → (А → С) по правилу заклю​чения следует 
А → С; учитывая 2, получаем искомую выво​димость.
При переходе от 1 к 2 неявно использовалось следующее свойство выводимости: если Г |— U (Г — список формул), а U |— B, то Г |— B. Это свойство (транзитивность отно​шения выводимости) непосредственно следует из определе​ния выводимости.

17.3.4.Основные метатеоремы исчисления высказываний
 Для получения выводов в исчислении высказываний оказывается полезной следующая метатеорема.
Теорема 1 (теорема дедукции).
Если Г, U |— B, то Г |— U → B (Г — множество формул, U, B — формулы).
Будем исходить из системы аксиом II и рассматривать их как схемы аксиом (т. е. не пользоваться правилом подстановки).
Пусть Г, U |— B. Тогда существует вывод B1, ..., Bп из Г, U, такой, что Bп = B. Докажем по индукции, что для любого k ≤п Г |— U → Bk.
Рассмотрим сначала B1. B1, как первая формула вывода, должна либо быть аксиомой, либо содержаться в Г, либо совпадать с U. Из схемы аксиом II  1 следует, что B1 → (U → B1) является аксиомой. Если B1 — аксиома или содержится в Г, то по правилу заключения U → B1 выво​дима из Г. Если же B1 = U, то из примера 4.1а имеем U → U, т. е. 

U → B1. В любом случае получаем Г |— U →B1.

 Предположим теперь, что Г |— U →Bі для любого i < k, и рассмотрим Bk. Возможны четыре случая: а) Bk — акси​ома; б) Bk 
[image: image2043.wmf]Î

 Г; в) Bk = U; г) Bk выводимо из некоторых предшествующих формул Bj, Bl по правилу заключения; но тогда Bl должно иметь вид Bj→ Bk. В случаях «а»—«в» доказательство точно такое же, как и для B1 (случаи «а», «б» — с помощью аксиомы II 1; случай «в» — с помощью примера 4.1а). В случае «г» по индуктивному предположению имеем:
Г |— U →Bj                                                    (4.1)
и Г |— U →Bl, т. е.
Г |— U →(Bl →Bk).                         (4.2)
Подставим в схему аксиом II 2 Bj вместо B и Bk вместо 
[image: image2044.wmf]S

. Получим:
(U → (Bj → Bk)) → ((U →Bj) → (U → Bk)).         (4.3)
Применив правило заключения к (4.2) и (4.3), получим:
Г|— ( U →Bj)→( U → Bk),                     (4.4)
а применив то же правило к (4.1) и (4.4), имеем: Г |— U → Bk. Остается положить k = п. 
Отметим, что при построении выводов использовались только аксиомы II 1 и II 2, которые содержатся и в системе аксиом I. Поэтому приведенное доказательство теоремы дедукции справедливо и для исчисления высказываний, основанного на системе I.
Пример 2. а. В качестве первого применения теоремы дедукции покажем, что аксиома II 3 выводима из системы аксиом I.
1.  Подставим в I  9  [image: image2045.png]


A  вместо А. Получим:
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А→ В)→(( [image: image2047.png]


 А→[image: image2048.png]


В)→[image: image2049.png]
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 А).
2.  Двойное применение правила заключения к шагу 1 дает:
[image: image2051.png]


А →В, [image: image2052.png]


А→[image: image2053.png]


B|—[image: image2054.png]
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A.
3.  Так как из аксиомы I 10 следует по правилу заключе​ния, что 

[image: image2056.png]
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 A |— А, то  по транзитивности выводимости (см. замечание к примеру 4.1 в) получим  [image: image2058.png]


 А → В; [image: image2059.png]


А→[image: image2060.png]


 В |—А.
4.  Переставим гипотезы в полученной выводимости (их порядок неважен, как видно из определения выводимости):
[image: image2061.png]


А →[image: image2062.png]


В; [image: image2063.png]


А→В |— А.
5.Применив два раза к шагу 4 теорему дедукции, полу​чим аксиому II 3:
([image: image2064.png]


А →[image: image2065.png]


В) →( ([image: image2066.png]


А→В) → А).
При доказательстве выводимости системы II из системы I были использованы аксиомы системы I, не содержащие дизъюнкции и конъюнкции.
б.  Важным   методом   математических доказательств  является  метод доказательства  от  против​ного: предполагаем, что А верно, и показываем, что, во-первых, из А выводится В, а во-вторых, что из А выводится [image: image2067.png]


В,   что невозможно,  и, следовательно  А неверно, т. е. верно [image: image2068.png]


А. Этот метод формулируется как правило: «если Г, A |—В и

 Г, А |—[image: image2069.png]


В, то Г |—[image: image2070.png]


А».  Докажем, что оно в исчислении высказываний выполняется. Действительно, по теореме дедукции,   если   Г, А |— В и Г, А |— [image: image2071.png]


 В, то Г |— А → В и Г|— А →[image: image2072.png]


В. Из этих  импликаций и акси​омы I 9 двойным применением правила заключения полу​чаем   Г|—[image: image2073.png]


А.   Доказанное   правило   называется   также правилом введения отрицания.
в.   Докажем    теперь    закон    исключенного   третьего:
|—А 
[image: image2074.wmf]Ú

 [image: image2075.png]


А.
1.     [image: image2076.png]


 (А 
[image: image2077.wmf]Ú

 [image: image2078.png]


А), А |— А 
[image: image2079.wmf]Ú

 [image: image2080.png]


 А   (аксиома I 6 при В = [image: image2081.png]


А и правило заключения).
2.   [image: image2082.png]


 (А 
[image: image2083.wmf]Ú

 [image: image2084.png]


А),   А |— [image: image2085.png]


 (А 
[image: image2086.wmf]Ú

 [image: image2087.png]


 А)   (очевидно).
3.  Применяя к шагам 1 и 2 только что доказанное прави​ло введения отрицания, получаем:
[image: image2088.png]


 (А
[image: image2089.wmf]Ú

[image: image2090.png]


А) |—[image: image2091.png]


А.
4.  Аналогично    доказывается     [image: image2092.png]


 (А
[image: image2093.wmf]Ú

[image: image2094.png]


А) |—[image: image2095.png]


[image: image2096.png]


А.
5.  Применяя к шагам 3 и 4 введение отрицания, полу​чаем:
|—[image: image2097.png]


[image: image2098.png]


(А 
[image: image2099.wmf]Ú

[image: image2100.png]


А ).
6.  С помощью аксиомы I 10 и правила заключения сни​маем двойное отрицание в шаге 5 и  получаем |—А 
[image: image2101.wmf]Ú

 [image: image2102.png]


А.
17.3.5. Исчисление высказываний и алгебра логики
Фор​мула F исчисления высказывания содержательно интерпретируется как составное высказывание, истинность которо​го зависит от истинности входящих в него элементарных высказываний (директив). Эта зависимость в точности соответ​ствует зависимости значения логической функции, пред​ставляемой формулой F, от значений переменных этой функции. Иначе говоря, если задана формула F (А1, ..., Ап) и распределение истинностей входящих в нее элементар​ных высказываний А1, ..., Ап, то для выяснения истинности ее нужно вычислить как логическую функцию на наборе (σ1, ..., σп), где 
σі = 1, если Аі истинно, и σі = 0, если Aі ложно. (В этом смысле можно считать, что набор (σ1, ..., σп) задает распределение истинностей.) Если F (σ1, ..., σп) = 1, то высказывание F истинно при данном распределении истинностей А1, ..., Ап, если F (σ1, ..., σп ) = 0, то F ложно.
Возникает вопрос, как связано такое содержательное, «истинностное» истолкование формул с их выводимостью в исчислении высказываний? Для описания этой связи введем обозначения вида хσ. Пусть для элементарных высказываний A1, ..., Ап задано распределение истинностей (σ1, ..., σп).
 Обозначим
[image: image2103.png]. ecru 0, =1 m. e ecnu 4 ucmurno;

V4, ecu,=0.m. . ecu 4, 209cHo.




Теорема 2. Пусть формула U( (А1, ..., Ап) определяет логическую  функцию  f  от  п   переменных.   Тогда,   если f (σ1,..... σп) = σ, то в исчислении высказываний 
[image: image2104.wmf]1
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|—Uσ.
Например, формула U(А1, А2, А3) = (A1 → А2) → А3 на наборе (0, 1, 0) равна нулю. Тогда теорема утверждает, что
[image: image2106.png]


А1, [image: image2107.png]


А2, [image: image2108.png]


А3|—((A1 → А2) → А3).
Доказательство теоремы проводится индукцией по по​строению формулы (см. определение формулы).
Если U — буква Aі, то утверждение теоремы сводится к Аі|— Аі и 
[image: image2109.png]


Aі |— [image: image2110.png]


Аі, что верно.
Пусть теорема верна для некоторых формул B и 
[image: image2111.wmf]S

. Тогда нужно доказать, что она верна для формул U, имею​щих вид [image: image2112.png]


B, B → 
[image: image2113.wmf]S

, 
B & 
[image: image2114.wmf]S

и B 
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[image: image2116.wmf]S

. Перебор всех случаев опускаем; приведем лишь некоторые.
Пусть U = [image: image2117.png]


B и при заданном (σ1,..... σп) B ложно. По индуктивному предположению 
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B и,  следовательно,
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 U , что и требовалось.
Пусть U = B → 
[image: image2124.wmf]S

и 
[image: image2125.wmf]S

 истинно. Тогда (в  силу  свойств  импликации) U тоже истинно и Uσ = U. По индуктивному предположению 

[image: image2126.wmf]1

A

s

,   ... 
[image: image2127.wmf]n

A

s

 |—[image: image2128.png]



[image: image2129.wmf]S

. Но тогда по производному правилу из примера 4.1б 
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B→
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,t. e. 
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U , что и требовалось.
Теоремы исчисления высказываний в понятиях истин​ности характеризуются довольно просто.
Теорема 3. Всякая теорема исчисления высказываний является тождественно-истинным высказыванием.
Тождественная истинность аксиом проверяется либо прямым вычислением на всех наборах, либо приведением их к константе 1 путем тождественных преобразований бу​левой алгебры. Очевидно, что любая подстановка в тождест​венно-истинную формулу также даст тождественно-истин​ную формулу.
Остается показать, что правило заключения сохраняет тождественную истинность. Пусть формулы U и U → B тождественно истинны,  т. е.  
U ≡ 1,  U → B ≡ 1.
Так как А → В ≡ [image: image2137.png]


A 
[image: image2138.wmf]Ú

 В, то 0 
[image: image2139.wmf]Ú

 B ≡ 1 и B ≡ 1, т. е. формула B, выводимая из U и U → B по правилу зак​лючения, также тождественно-истинна.
Итак, аксиомы тождественно-истинны, а правила вы​вода сохраняют тождественную истинность; поэтому любая доказуемая формула тождественно-истинна.  
Справедлива и обратная теорема.
Теорема 4. Всякая тождественно-истинная формула является теоремой исчисления высказываний.
Пусть U( (А1, ..., Ап) — тождественно-истинная фор​мула. Тогда по теореме 4.2 
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|—U для всех 2п наборов (σ1, ..., σп). Применив п раз теорему дедукции, полу​чим 2п выводимостей 
|— 
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Подставим в аксиому I 8 [image: image2145.png]


A вместо В. Получим
(А →С) → (([image: image2146.png]


A → С) → ((А 
[image: image2147.wmf]Ú

[image: image2148.png]


A) → С).
 Из этой формулы и правила заключения (учитывая, что А 
[image: image2149.wmf]Ú

[image: image2150.png]


A — тео​рема: см. пример 2в) получаем производное правило: если |—А → С и |— [image: image2151.png]


A → С, то |— С. Для любого набора (σ2.....σп) имеем при σ1 = 1
|— A1 →(
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|— [image: image2154.png]


A1 →(
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→U))...). Применяя к этим формулам только что доказан​ное правило, получаем 
|—(
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[image: image2158.wmf]n
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→U)...), т.е. первая посылка «длинной импликации» удалена. Приме​няя это удаление еще (п— 1) раз, получаем |— U. 
Таким образом, исчисление высказываний действительно выполняет задачу порождения общелогических законов — тождественно-истинных высказываний.
В заключение отметим следующее. Эквивалентные соот​ношения булевой алгебры соединяют знаком = формулы, которые одновременно равны нулю или единице. В логике такая равнозначность выражается функцией ~; если f1 = f 2— эквивалентное соотношение, то формула
 f1~ f 2 является тождественно-истинным высказыванием. В исчислении высказываний формула f1~ f 2 является со​кращением формулы  
(f1→f 2) & (f2→ f 1). В силу теоремы 4 все такие эквивалентности, например 
[image: image2159.wmf]AB
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, являются теоремами исчисления высказываний.
17.4.  Исчисление  предикатов и теории первого порядка
17.4.1. Аксиомы и правила вывода
1. Алфавит исчисления предикатов состоит из предметных переменных х1, х2, ..., предметных констант а1,  а2,   ...,  предикатных букв (понятий) Р11, P12, ..., Pjk ... и функциональных букв  f11, f12, ..., fjk ..., а также знаков логических связок 
[image: image2162.wmf]Ú

, &, [image: image2163.png]


, →, кванторов 
[image: image2164.wmf]"

, 
[image: image2165.wmf]$

 и скобок (,).
Верхние индексы предикатных и функциональных букв указывают число аргументов, их нижние индексы служат для обычной нумерации букв. Переменные предписания в исчисление предикатов вводятся либо непосредственно как пропозициональные буквы A1, A2 ..., либо как 0-мест​ные предикаты ) Р11, P12, ..., т. е. как предикаты без предмет​ных переменных.
2. Формулы. Понятие формулы определяется в два этапа.
1) Термы:
а) предметные  переменные  и  константы  являются термами;
б) если fn — функциональная буква, a t1, ..., tn — понятийные термы, то fn (t1, ..., tn) — понятийный терм. 

2)  Формулы:
а)  если   Рп—предикатная   буква (понятие),   a   t1,   ...,   tn —термы, то Рп(t1,   ...,   tn) —формула; все вхождения пред​метных переменных в формулу вида Рп(t1,   ...,   tn) назы​ваются свободными;
б)  если F1, F2 — формулы, то формулами являются [image: image2166.png]


F1,    (F1→ F2),   (F1 
[image: image2167.wmf]Ú

 F2),   (F1 & F2);   все    вхождения переменных, свободные в F1, F2, являются свободными и в указанных четырех видах формул;
в)  если   F (х)— формула,    содержащая   свободные вхождения переменной х, то 
[image: image2168.wmf]"

xF (x) и 
[image: image2169.wmf]$

 xF (x) — формулы; в этих формулах все вхождения переменной х называются связанными; вхождения остальных переменных в F оста​ются свободными.
Функциональные буквы и термы введены «впрок», для целей раз​личных прикладных исчислений предикатов. Чистое исчисление пре​дикатов строится для произвольной предметной области; структура этой области и связи между ее элементами не имеют значения, поэтому в нем функциональные буквы и термы не обязательны (В частности, приводимые далее аксиомы Р1 и Р2 не учитывают наличия термов в формулах. Для исчислений с термами и функциональ​ными буквами эти аксиомы имеют вид Р1' и Р2'.). 

В приклад​ных исчислениях (например, в формальной арифметике) структура предметной области оказывается существенной, поэтому в исчислении необходимо иметь средства для описания связей между элементами, т. е. функций и отношений, определенных на области. Отношениям соот​ветствуют предикатные буквы, функциям — функциональные буквы. Термы — это имена элементов предметной области, построенные с по​мощью функций. Они могут быть постоянными (если они построены из предметных констант) и переменными. Формулы — это высказывания о  термах Например, 4+5•3 — постоянный терм любого исчисления, содержащего функциональные буквы + и •, а х + 7 — переменный терм этого же исчисления. Выражение 4+ 5•3= х+ 7 — это перемен​ное высказывание, полученное подстановкой двух термов в двух​местный предикат равенства; его истинность зависит от значения пере​менной х.
3. Аксиомы исчисления предикатов делятся на две группы:
1) аксиомы исчисления высказываний (можно взять любую из систем I или II) и 2) две следующие предикатные аксиомы:
P1. 
[image: image2170.wmf]"

xF (x) →F (у);
Р2. F (у) → 
[image: image2171.wmf]$

xF (x).
В этих аксиомах F (х) — любая формула, содержащая свободные вхождения х, причем ни одно из них не находится в области действия квантора по у; формула F (у) получена из F (х) заменой всех свободных вхождений х на у.
Чтобы пояснить существенность требования к вхожде​ниям х в F, рассмотрим в качестве F (х) формулу 
[image: image2172.wmf]$

уР (у, х), где это требование нарушено: свободное вхождение х нахо​дится в области действия 
[image: image2173.wmf]$

у. Подстановка этой формулы в аксиому Р1 дает формулу 


[image: image2174.wmf]"

х
[image: image2175.wmf]$

уР(у, х) → 
[image: image2176.wmf]$

уР(у, у). Если ее проинтерпретировать на множестве N натураль​ных чисел с предикатом Р «быть больше», то получим вы​сказывание: «если для всякого х найдется у больший, чем х, то найдется у, больший самого себя». Посылка этой импли​кации истинна на N, а ее заключение ложно, и, следовательно, само высказывание ложно.                                        
4. П р а в и л а    вывода:
1)  правило   заключения   (Modus   Ponens) — то  же, что и в исчислении высказываний;
2)  правило обобщения  (
[image: image2177.wmf]"

-введения):
[image: image2178.png]F>G()
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где G (х) содержит свободные вхождения х, a F их не со​держит;
3)  правило 
[image: image2179.wmf]$

-введения:
[image: image2180.png]G —>F
TCHSF




при тех же требованиях к F и G, что и в предыдущем пра​виле.
Нарушения этих требований могут привести к ложным выводам из истинных высказываний. Пусть, например, Р (х) —предикат «х делится на 6», Q (х) —предикат «х делится на 3». Высказывание Р (х) →Q (х), очевидно, истинно (выполнимо)  для любого х, однако применение к нему правила обобщения дает высказывание Р (х) →
[image: image2181.wmf]"

xQ (x), не являю​щееся всегда истинным (выполнимым). Если же к Р (х) → Q (х) приме​нить правило 
[image: image2182.wmf]$

-введения, то получим  
[image: image2183.wmf]$

хР (х) → Q (х), из которого путем (уже корректного!) применения правила обобщения получим высказывание 
[image: image2184.wmf]$

хР (х) → 
[image: image2185.wmf]"

xQ (х), лож​ное (невыполнимое) на множестве натуральных чисел.
Возможны и другие системы аксиом и правил. В частности, существует метод  после​довательного проведения принципа минимизации числа логи​ческих операторов, который в исчислении высказываний оставляет лишь связки [image: image2186.png]


 и → (что отражено в системе аксиом II). В исчислении предикатов он выражается в том, что квантор 
[image: image2187.wmf]$

х не считается самостоятельным символом, а рассматривается как сокращение высказывания [image: image2188.png]
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x [image: image2190.png]


: например, высказывание 
[image: image2191.wmf]$

хР (х) эквивалентно высказыванию [image: image2192.png]


 
[image: image2193.wmf]"

x [image: image2194.png]


 Р (х).
Как видно из вышеизложенного, правило подста​новки исчезло из изложения; тем самым из двух возможных истолкований системы аксиом (о чем шла речь в исчислении высказываний) выбрано второе, при котором правило подстановки отсутствует, а вместо ак​сиом рассматриваются схемы аксиом. Фактически этот выбор произошел уже тогда, когда аксиомы Р1 и Р2 были сопровождены словесным описанием ограничений на вхож​дения переменных. Тем самым аксиомы перестали быть высказываниями исчисления, а вместе с этим словесным текстом прекратились в метаописания множества формул, являю​щихся аксиомами, т. е. в схемы аксиом. Построение исчис​ления предикатов с правилом подстановки существенно более громоздко из-за необходимости различать свободные и связанные вхождения предметных переменных. Поэтому в большинстве случаев в логике используется подход со схемами аксиом. Пред​полагая, что после знакомства с исчислением высказываний разница между переменными и метапеременными уже ус​воена, не будем больше употреблять готические буквы; в качестве метапеременных, обозначающих формулы, в этом разделе будут использоваться буквы F и G.
Приведем теперь примеры вывода в исчислении преди​катов.
Пример 3. а. Покажем, что в исчислении предикатов из выводимости формулы F (х), содержащей свободные вхождения х, ни одно из которых не находится в области действия квантора по у, следует выводимость F (у). Это утверждение представляет собой правило переименования свободных переменных.
1.   |— F (х) (по условию).
2.   F (х) → (G → F (х))  (аксиома  II 1;  в качестве G выбираем любую доказуемую формулу,   не содержащую свободных вхождений х: ее доказуемость понадобится на шаге 5, а ограничение на х — на шаге 4). 3.  G →F (x) (правило заключения к шагам 1 и 2).
4.  G → 
[image: image2195.wmf]"

xF (x) (правило обобщения к шагу 3).
5.   
[image: image2196.wmf]"

xF (х) (правило заключения к G и шагу 4).
6.  F (у) (правило заключения к шагу 5 и аксиоме P1). .  
б.  В  исчислении  предикатов из выводимости 
[image: image2197.wmf]"

xF (x)
следует выводимость 
[image: image2198.wmf]"

уF(у), а из выводимости 
[image: image2199.wmf]$

xF(x) — выводимость 
[image: image2200.wmf]$

yF (у) при условии, что F (х) не содержит свободных вхождений у и содержит свободные вхождения х, ни одно из которых не входит в область действия квантора по у (правило переименования связанных переменных). 
Докажем это правило для квантора общности.
1.   |— 
[image: image2201.wmf]"

xF (x) (по предположению).
2.   
[image: image2202.wmf]"

xF (x) → F (у) (аксиома Р1).
3.    
[image: image2203.wmf]"

 (x) F (х) → 
[image: image2204.wmf]"

yF (у)   (правило  обобщения к ша​гу 2).
4.   
[image: image2205.wmf]"

yF (у) (правило заключения к шагам 1 и 3). 

Доказательство для 3 аналогично,  но ис​пользует аксиому Р2 и правило 
[image: image2206.wmf]$

-введения.

17.4.2. Выводимость и истинность. Эквивалентные преобразо​вания

Теорема 5. Всякая доказуемая формула исчисления предикатов тождественно-истинна (общезначима).
Эта теорема доказывается аналогично теореме 3: непосредственно проверяется общезначимость аксиом и показывается, что правила вывода сохраняют общезначи​мость, т.е. их применение к общезначимым формулам снова  дает  общезначимые  формулы.   
Теорема 6. Всякая общезначимая предикатная фор​мула доказуема в исчислении предикатов.
Доказательство этой теоремы намного более сложно; здесь оно опускается.
В конце раздела об исчислении высказываний мы упоминали  о том, что всякому эквивалентному соотно​шению F — G в булевой алгебре соответствует доказуемая эквивалентность |— F ~ G в исчислении высказываний. Из теорем 5 и 6 следует, что между соотношениями со​держательной логики предикатов и формальными эквивалентностями в исчислении предикатов имеется аналогичное соответствие (напомним, что F ~ G рассматривается как сокращение (F →G) & (G → F)). На нем оста​новимся подробнее. Дело в том, что доказательства обще​значимости в логике предикатов существенно сложнее, чем в логике высказываний, и поэтому формальный вывод эквивалентностей становится важным способом их получения.
Теорема 7. Пусть F (А) — формула, в которой выде​лено вхождение формулы A; F (В) — формула, получен​ная из F (А) заменой этого вхождения А формулой В. Тогда если |—А ~ В, то |— F (A) ~ F (В).
Эта теорема формулирует для исчисления предикатов правило, аналогичное правилу замены эквивалентных под​формул в алгебрах. Благодаря ему можно полу​чать доказуемые эквивалентности в исчислении, не строя их  непосредственного вывода.
При доказательстве теоремы используются следующие производные   правила:
1)  если |—А~В, то |—А→С~В→С  и   С→ А ~ С→В;
2)  если   |— А ~ В,   то   |—A 
[image: image2207.wmf]Ú

C~B 
[image: image2208.wmf]Ú

C и   |—с 
[image: image2209.wmf]Ú

 А ~ С 
[image: image2210.wmf]Ú

 В;
3)  если   |— А ~ В,    то    |— А & С ~ В & С   и    |— С & А ~ С & В;
4)  если |—А ~ В, то |— [image: image2211.png]


 А ~ [image: image2212.png]


 В;
5)  если   |— F (х) ~ G (х),   то   
[image: image2213.wmf]"

xF (х) ~ 
[image: image2214.wmf]"

xG (x);
6)  если   |— F (x) ~ G (х),   то   
[image: image2215.wmf]$

xF (x) ~ 
[image: image2216.wmf]$

xG (x). 
Первые четыре правила проверяются с помощью таблиц истинности. 
С помощью этих шести правил теорема 7 доказывается индукцией по построению формулы F (А): показывается, что если А ~ В, то эта эквивалентность сохраняется на всех шагах построения F (А) из А и

 F (В) из В. 
Продемонстрируем  это  доказательство  на   примере.
Пусть F(A) = 
[image: image2217.wmf]"

y (Рг (у) 
[image: image2218.wmf]Ú

 [image: image2219.png]



[image: image2220.wmf]$

Р2 (х, у)), А= [image: image2221.png]



[image: image2222.wmf]$

хР2 (х,   у).
В качестве эквивалентности А ~ В возьмем эквивалент​ность 

[image: image2223.png]



[image: image2224.wmf]$

хР2 (х,   у) ~ 
[image: image2225.wmf]"

х [image: image2226.png]


Р2 (х, у), верную в логике предикатов и в силу теоремы 7 доказуемую в исчислении предикатов.
1.   [image: image2227.png]



[image: image2228.wmf]$

хР2 (х,   у) ~ 
[image: image2229.wmf]"

х [image: image2230.png]


Р2 (х, у) (исходная эквивалент​ность А ~ В).
2.   (Р1 (у) 
[image: image2231.wmf]Ú

 [image: image2232.png]



[image: image2233.wmf]$

хР2 (х,   у)) ~ (Р1 (у) 
[image: image2234.wmf]Ú



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image2235.wmf]"

x [image: image2236.png]


 Р2 (х, у))
(правило 2).
3.  
[image: image2237.wmf]"

у([image: image2238.png]


Р1 (у)
[image: image2239.wmf]Ú

[image: image2240.png]



[image: image2241.wmf]$

хР2 (х, у)) ~
[image: image2242.wmf]"

y (P2 (у)
[image: image2243.wmf]Ú



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image2244.wmf]"

x [image: image2245.png]


P2 (х, у)) (правило 5).
Формула из шага 3 и есть искомая эквивалентность F(A)~F (В). Приведем теперь без доказательства некоторые эквивалентности, выводимые в исчислении предикатов (в них А и В — формулы, не содержащие свободных вхожде​ний х):
А & 
[image: image2246.wmf]"

xF (x) ~ 
[image: image2247.wmf]"

x (А & F (х));                                 (5)
А 
[image: image2248.wmf]Ú

 
[image: image2249.wmf]$

xF (х) ~ 
[image: image2250.wmf]$

х (А 
[image: image2251.wmf]Ú

 F (х));                                 (6)
А & 
[image: image2252.wmf]$

xF (х) ~ 
[image: image2253.wmf]$

х (А & F (х));                                   (7)
А 
[image: image2254.wmf]Ú

 
[image: image2255.wmf]"

xF (х) ~  
[image: image2256.wmf]"

x (А 
[image: image2257.wmf]Ú

 F (х));                                (8)
А→
[image: image2258.wmf]"

xF (х) ~ 
[image: image2259.wmf]"

x (А→  F (х));                                   (9)   
А → 
[image: image2260.wmf]$

xF (х) ~ 
[image: image2261.wmf]$

х (А→ F (х));                                 (10)
     
[image: image2262.wmf]"

x F (x) →5~
[image: image2263.wmf]$

x(F(x) → В);                                    (11)

[image: image2264.wmf]$

xF(x) →B~
[image: image2265.wmf]"

x(F(x) → B).                                    (12)
Эквивалентности (5)—(12), позволяют выносить кванторы вперед. Используя при этом соотношения, позволяющие заменять один квантор другим и «спускать» отрицание внутрь области действия квантора, а также правила переименования переменных (примеры 3, а, б), кванторы можно вынести вперед для любой фор​мулы. Формула, имеющая вид Qx1Q2x2 ... QnxnF, где Q1,…,Qn —кванторы, a F— формула, не имеющая кван​торов (и являющаяся областью действия всех п кванторов), называется предваренной формой, или формулой в предва​ренной форме.
В исчислении предикатов для любой формулы F суще​ствует эквивалентная ей предваренная форма F', т. е. |— F ~ F'.
Пример 4. а. Приведем к предваренной форме формулу, которой была   проиллюстрирована  теорема 7.
1.   
[image: image2266.wmf]"

y(P1(y) 
[image: image2267.wmf]Ú

[image: image2268.png]



[image: image2269.wmf]$

хР2(х, у));
2.   
[image: image2270.wmf]"

у (P1 (у) 
[image: image2271.wmf]Ú

 
[image: image2272.wmf]"

x [image: image2273.png]


 P2 (х, у)); 

3.  
[image: image2274.wmf]"

у
[image: image2275.wmf]"

x (P1 (у) 
[image: image2276.wmf]Ú

 [image: image2277.png]


 P2 (x, у)) [по  соотношению (8)]. 

б. Проделаем то же самое с  несколько более сложной формулой:
1.   
[image: image2278.wmf]"

хР1 (х) → [image: image2279.png]


 
[image: image2280.wmf]"

x (P2 (у) 
[image: image2281.wmf]Ú

 
[image: image2282.wmf]$

yP3 (x, у));
2.   
[image: image2283.wmf]"

xP1 (x) → [image: image2284.png]


 
[image: image2285.wmf]"

x (Р2 (z) 
[image: image2286.wmf]Ú

 
[image: image2287.wmf]$

yP3 (x, у)) (переименование свободной переменной).
3.   
[image: image2288.wmf]"

xP1 (х) → [image: image2289.png]


 
[image: image2290.wmf]"

х
[image: image2291.wmf]$

 у (Р2 (z) 
[image: image2292.wmf]Ú

 P3 (x, у)) [соотношение (6).
4,5. 
[image: image2293.wmf]"

xP1 (x) → 
[image: image2294.wmf]$

х
[image: image2295.wmf]"

у[image: image2296.png]


 (Р2 (z) 
[image: image2297.wmf]Ú

 Р3 (x, у)) [здесь объ​единены два шага вывода].
6. 
[image: image2298.wmf]"

иР1 (и) → 
[image: image2299.wmf]$

х
[image: image2300.wmf]"

у [image: image2301.png]


 (Р2 (z) 
[image: image2302.wmf]Ú

 Р3 (x, у)) (переимено​вание связанной переменной).
7,8,9. 
[image: image2303.wmf]$

х
[image: image2304.wmf]$

и
[image: image2305.wmf]"

у (Р1 (и) → [image: image2306.png]


 (Р2 (z) 
[image: image2307.wmf]Ú

 Р3 (x, у)) [здесь объединено три шага вывода: применения (10), (11), (9)].

17.4.3. Прикладные исчисления понятийных преди​катов.
 Построенное ранее исчисление предикатов называется ис​числением предикатов первого порядка. В исчислениях вто​рого порядка возможны кванторы по предикатам, т. е. выражения вида  
[image: image2308.wmf]"

P (Р (х)). Приложения таких исчислений встречаются гораздо реже; здесь исчисления второго порядка рассматриваться не будут.
Исчисление предикатов, не содержащее функциональных букв и предметных констант, называется чистым исчисле​нием предикатов. По существу, до сих пор рассматривалось именно чистое исчисление предикатов, хотя язык исчисле​ния (т. е. формулы) был определен с учетом его использо​вания в прикладных исчислениях.
Прикладные исчисления (теории первого порядка) ха​рактеризуются тем, что в них к чисто логическим аксиомам добавляются собственные аксиомы, в которых, как пра​вило, участвуют конкретные (индивидуальные) предикат​ные буквы, функциональные буквы и предметные константы. Типичные примеры индивидуальных предикатных букв — предикаты =, <, функциональных букв— знаки арифме​тических операций, предметных констант — натуральные числа, единица в теории групп, пустое множество в теории множеств.
Другая важная особенность прикладных исчислений заключается в том, что в схемах аксиом Р1 и Р2 участвуют уже не предметные переменные, а произвольные термы. Более точно, эти схемы аксиом принимают следующий вид:
P1'. 
[image: image2309.wmf]"

xF (x) → F (t);
Р2'. F (t) →
[image: image2310.wmf]$

xF (x),
где F (t) — результат подстановки терма t в F (х) вместо всех свободных вхождений х, причем все переменные t должны быть свободными в F (t).
Большинство прикладных исчислений содержит преди​кат равенства = и определяющие его аксиомы. Аксиомами для равенства могут служить следующие:
El. 
[image: image2311.wmf]"

x (х = х) (конкретная аксиома);
Е2. (х= у) → (F (х, х) → F (х, у)) (схема аксиом), где F (х, у) получается из F (х, х) заменой некоторых (не обязательно всех) вхождений х на у при условии, что у в этих вхождениях также остается свободным. Всякая теория , в которой Е1 и Е2 являются теоремами или аксиомами, будем на​зывать теорией (или исчислением) с равенством. Это связано с тем, что из Е1 и Е2 выводимы основные свойства равен​ства — рефлексивность, симметричность и транзитивность. 

Теорема 8. В любой теории с равенством
1)   |— t = t для любого терма t;
2)   |—х = у→у = х;
3)  |—х = у→ (у= z →х = z). 

Доказательство:
1)  Непосредственно следует из аксиом  Е1  и Р1' (где F (х) имеет вид 

х = х) по правилу заключения.
2)  Из   Е2   имеем   (х = у) → (х = х → у = х). Отсюда х = у,  х =х|— у =х (двойное  применение  правила за​ключения).  Но так  как  |—  х = х, то 

х = у |— у = х и, следовательно,   по  теореме  дедукции  х = у → у = х.

(Теорема дедукции доказывалась ранее только для исчисления высказываний (для исчисления  предикатов она верна лишь при некото​рых ограничениях). Но данные формулы не содержат кванторов, поэтому эта теорема применима).
3)  Поменяем местами в Е2 х и у, в качестве F (у, у) возьмем у = z, а в качестве F (у, х) возьмем х = z. Полу​чим y = x→ (y = z→x = z)  и по правилу заключения у = х |— (у = z → х = z). Но так как в силу п.2 

х = у|—у= х,  то по транзитивности  выводимости   получаем 
х = у |— (у = z → х = z) и по теореме дедукции х = у→ (у = z → х = z).   
Три свойства равенства, полученные этой теоремой, верны для любою отношения (и, следова​тельно, соответствующего предиката) эквивалентности. Схема аксиом Е2 выражает более сильное свойство, присущее лишь равенству: неотличимость элементов, для которых выполняется равенство.
Другой пример прикладного исчисления — теория ча​стичного строгого порядка,  содержащая две конкретные аксиомы для  предиката <: 

NE 1. 
[image: image2312.wmf]"

x[image: image2313.png]


 (х <х); 

NE 2. 
[image: image2314.wmf]"

x
[image: image2315.wmf]"

у
[image: image2316.wmf]"

z (x<y→ (y<z→x<z))
Может вызвать удивление, что два сходных утверждения о транзитивности даются в разной форме: п. 3 теоремы 8 без кванторов, в открытой форме, a NE2.— с кванторами, в замкнутой форме. В действительности эти два способа задания аксиом равносильны: от первого ко второму пере​ходим по правилу обобщения, а от второго к первому — по аксиоме Р1' и правилу заключения.
Если к NE1 и NE2 добавить аксиому с предметной константой NE3 
[image: image2317.wmf]"

x [image: image2318.png]


 (x < а), то получим теорию частич​ного порядка с минимальным элементом а.
Наиболее изученной формальной теорией, которая играет фундаментальную роль в основаниях мате​матики, является формальная арифметика. Ее схемы аксиом:
Al. F (0) & 
[image: image2319.wmf]"

x (F (х) → F (х')) →F (х) (принцип ин​дукции);
А2. t'1= t'2→ t1= t2;
A3. [image: image2320.png]


 (t'1 = 0);
А4. t1 = t1→ (t1 = t3 → t2 = t3);
A5. t1 = t2→ t'1 = t'2;
A6. t1 + 0 = t1;
A7. t1 + t'2 = (t1 + t2) ';
A8. t1•0 = 0;
A9. t1•t'2= t1•t2 + t1.
В этих аксиомах использованы три функциональных символа +, •, ', один индивидуальный предикат (предикат​ная буква) = и одна предметная константа 0. Они придают схемам А2—А9 вполне конкретный вид: все предикатные и функциональные буквы в них зафиксированы и единствен​ный способ их варьировать — это подставлять различные термы вместо метапеременных t1, t2. В частности, схемы А6—А9 — это просто предикат равенства, в который под​ставлены термы определенного вида. Схема А1 имеет обыч​ный вид: F (х) — метаобозначение, употребленное в том же смысле, в каком оно использовалось в чистом исчислении предикатов. Заметим, что схемы А2—А9 можно заменить конкретными аксиомами (т. е. формулами самой арифме​тики): 

А2'. х'1 = х'2 → х1 = х2 и т. д., из которых любые формулы вида А2—А9 можно получить с помощью правила обобщения и схемы аксиом Р1.
В заключение суммируем особенности построения при​кладных исчислений предикатов и, в частности, посмотрим, в чем здесь проявляется различие между «схемно-аксиомным» и «подстановочным» подходами к построению исчисле​ний.
1. При «схемно-аксиомном» подходе общелогические схемы аксиом, как уже отмечалось, описываются форму​лами в метапеременных; собственные аксиомы прикладных исчислений могут задаваться либо также схемами (напри​мер, А1), либо конкретными аксиомами, т. е. формулами самого исчисления (например, Е1). Однако в любом случае собственные аксиомы, как правило, содержат фиксирован​ные функциональные и предикатные буквы, которые тем самым наделяются некоторыми свойствами, отличающими их от других букв исчисления (например, свойства предикат​ной буквы = определяются аксиомами Е1 и Е2).
2. При «подстановочном» подходе системы аксиом I (или II) и P1, P2 являются конечной системой формул са​мого исчисления. Буква F в аксиомах Р1 и Р2 — это пре​дикатная буква исчисления (а не метапеременная, как в слу​чае 1), являющаяся переменным предикатом, вместо кото​рого по правилу подстановки подставляются формулы ис​числения. В собственных аксиомах прикладных исчислений появляются постоянные предикаты (например, равенство), вместо которых подставлять ничего нельзя. Поэтому в языке исчисления предикатные и функциональные буквы прихо​дится делить на две группы — переменные и постоянные, что не обязательно при первом подходе.

17.5. Метатеория логических исчислений 
Под метатеорией логических исчислений понимается изучение их общих свойств и соответствия этих свойств целям, ради которых исчисления создавались. Некоторые задачи такого рода (связь между доказуемостью и истин​ностью) уже рассматривались. Здесь они будут систематизи​рованы   и  изучены   более  подробно.

17.5.1. Интерпретация и модели
Ценность всякой формальной теории в конечном счете определяется ее способностью описывать какие-то объекты (процессы) и связи между ними. Поэтому один из первых для любой теории вопросов — это вопрос о том, для описания каких объектов (процессов) пригодна данная тео​рия. Конечно, если ставить его как общую проблему соот​ветствия научных знаний о мире самому миру, то он не может обсуждаться средствами лишь математики (поскольку математика в отличие от естественных наук имеет дело не непосредственно с миром, а с формальными описаниями его различных фрагментов) и становится фундаментальной проблемой философии и методологии науки. Такого рода проблемы лежат за пределами этой работы. Здесь речь пой​дет о более простом случае, когда множество объектов, для которого строится формальная теория, само по себе представляет достаточно строго описанный предмет иссле​дований. Более точно, проблема адекватности формальной теории и описываемых ею объектов будет рассматриваться как математическая задача о соответствии между содержа​тельно построенной теорией, рассматриваемой как множе​ство объектов с операциями и отношениями на нем (т. е. как алгебраическая система —), и множеством высказываний об этой теории, построенном как формальное исчисление. При такой постановке задачи интуитивно ясное понятие интерпретации приобретает точный математиче​ский смысл.
Интерпретация формальной теории состоит из множе​ства М и однозначного отображения, которое каждой пре​дикатной букве (понятию) Pіп ставит в соответствие n-местное отноше​ние на М (интерпретирует ее как отношение на М), каждой функциональной букве fпj — n-местную операцию на М, каждой предметной константе — элемент М. Постоянные термы исчисления (не содержащие предметных переменных) при таком определении также отобразятся в элементы М. Таким образом, множество М (называемое областью интер​претации) рассматривается здесь как основное множество алгебраической системы.
Всякая замкнутая, т. е. не содержащая свободных пере​менных, формула теории представляет собой высказывание  о действиях над  элементами, отношениями и функциями М, которое может быть истинным или ложным. Значения истинности состав​ных формул вычисляются в соответствии с входящими в них логическими операциями. Открытая формула соот​ветствует некоторому отношению на М, при подстановке предметных констант она превращается в высказывание о том, что между элементами М, соответствующими подстав​ленным константам, должно выполняться данное отношение. От​крытая формула называется выполнимой  в данной интер​претации, если существует такая подстановка предметных констант, при которой она превращается в истинное высказывание. Формула называется истинной в данной интер​претации, если она выполняется (т. е. превращается в ис​тинное высказывание) при любой подстановке констант. Формула называется ложной в данной интерпретации, если она невыполнима.
Интерпретация (а иногда область интерпретации М) называется моделью для множества формул Г, если любая формула Г истинна в данной интерпретации. Интерпрета​ция называется моделью теории Т, если она является мо​делью множества всех теорем теории Т, т. е. если всякая формула, доказуемая в Т, истинна в данной интерпретации. Если в Т доказуема некоторая открытая формула F (кото​рая, строго говоря, высказыванием не является), то в мо​дели теории Т должны быть истинными все высказывания, получающиеся из F всеми возможными подстановками кон​стант на место свободных переменных формулы F, и, следо​вательно, должно быть истинно высказывание 
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xnF, где х1, ..., xn— свободные переменные формулы F. Это обстоятельство вполне соответствует правилу обобще​ния в исчислении предикатов и использованию открытых аксиом (например, Е2) в прикладных исчислениях.
Пример 5. а.  Для теории с  равенством моделью является любая интерпретация, при которой пре​дикатной   букве = поставлено  в  соответствие  отношение равенства. Возможны и менее тривиальные интерпретации. Возьмем в качестве области интерпретации натуральный ряд N, в качестве интерпретации символа = — некоторое отношение R эквивалентности  на N (например,  сравни​мость по 
mod 11), а все предикатные буквы теории (будем считать, что их конечное число) проинтерпретируем отно​шениями,   которые   не   различают  эквивалентные   числа, т. е. по существу являются отношениями между классами эквивалентности.   В   данном   конкретном   случае   такими отношениями будут отношения, сформулированные в тер​минах остатков от деления на  11, например: «aR1b, если остаток от деления а на 11 меньше остатка от деления b на 11», «а обладает свойством R2, если остаток от деления а на 11 не превосходит 5» и т. д. Значения истинности высказываний, содержащих только такие отношения, не будут меняться, если в них одно число заменить числом из того же класса эквивалентности, т. е. имеющим тот же остаток от деления на 11. Поэтому аксиома Е2 в такой интерпрета​ции будет истинна, хотя интерпретация символа = не сов​падает с обычным отношением равенства.
б. В теории строгого частичного порядка (с аксиомами NE1 и NE2) моделью будет любая интерпретация, при кото​рой предикатная буква < интерпретируется отношением «быть меньше». Однако почти столь же очевидно из аксиом NE1 и NE2 (хотя и выглядит парадоксально), что моделью этой теории будет и интерпретация, при которой символ < интерпретируется как отношение «быть больше»!
Последний пример иллюстрирует существо формального подхода: в символы исчисления (даже самые привычные) не вкладывается никакого смысла, пока не введена их яв​ная интерпретация. Но и введенная интерпретация, вообще говоря, не относится к числу средств самого исчисления: она позволяет осмыслить формулы исчисления, но не участ​вует в формальном выводе теорем. О формальных свойствах самого исчисления, его формул и формальных преобразо​ваний над ними принято говорить, как о синтаксисе исчис​ления; свойства исчисления, описанные в понятиях его интерпоетаций, — это семантика исчисления. Например, мета-теоремы 1, 7, 8 являются теоремами о синтаксисе, а метатеоремы 2—6 — теоремами о семантике.

17.5.2. Непротиворечивость
Напомним, что формула назы​вается общезначимой, если она истинна в любой интерпрета​ции, и противоречивой, если она ложна в любой интерпрета​ции, т. е. если ее отрицание общезначимо. Для любого мно​жества общезначимых формул и, в частности, для чистого исчисления предикатов (по теореме 5) любая алгебраиче​ская система и вообще любое множество является моделью. Напротив, для любого множества формул, содержащего хотя бы одну противоречивую формулу, моделей не сущест​вует.
Аксиома Е1 теории с равенством не является общезна​чимой: существуют интерпретации (в смысле, указанном в начале этого параграфа), в которых она ложна. Примером такой интерпретации может служить всякое отображение, которое предикатной букве = ставит в соответствие отно​шение <. (Здесь символы = и < используются на разных уровнях: символ = — как формальная предикатная буква, не имеющая смысла до ее интерпретации, а символ < — как символ отношения на множестве, имеющий всем извест​ный смысл «быть меньше».) Собственные аксиомы приклад​ных исчислений вообще не общезначимы — иначе по тео​реме 6 они были бы доказуемы в чистом исчислении пре​дикатов.
Введенное ранее определение противоречивой формулы является семантическим, т. е. связывающим непротиворечи​вость с истинностью. Исходя из него, можно сформулиро​вать понятие семантически непротиворечивой теории: тео​рия семантически непротиворечива, если ни одна из ее тео​рем не является противоречивой,  т. е.  ложной в любой интерпретации. Исчисление высказываний и исчисление предикатов семантически непротиворечивы в силу теорем 3 и 5: все их теоремы общезначимы и, следовательно, непротиворечивы.
С помощью введенных понятий ответ на общий вопрос, поставленный в начале параграфа, формулируется так: теория Т пригодна для описания тех множеств, которые являются ее моделями; модель для теории Т существует тогда и только тогда, когда Т семантически непротиворечива. Чисто логические теории — исчисление высказываний и исчисление предикатов — в силу теорем 3 и 5 пригодны для описания любых множеств, что соответствует общена​учному принципу универсальности законов логики (Лейб​ниц формулировал его как выполнимость логических за​конов «во всех мыслимых мирах»). Такой критерий пригод​ности теорий по существу известен уже давно; отыскание модели для теории до возникновения оснований матема​тики было единственным общепризнанным методом доказа​тельства законности теории. Одно из важных достижений оснований математики заключается в том, что аналог этого критерия сформулирован в понятиях самих формальных теорий, без привлечения семантических понятий. Таким аналогом является понятие формальной, или дедуктивной, непротиворечивости.
Теория Т называется формально непротиворечивой, если не существует формулы F, такой, что F и [image: image2323.png]


F являются теоремами теории Т, т. е. в Т не выводимы одновременно формула и ее отрицание. Аналогичное определение можно сформулировать и для произвольного множества формул.
Для любой теории, содержащей исчисление высказываний, из определения непосредственно следует, что если она формально противоречива, то в ней доказуема тождест​венно-ложная формула и, следовательно, она семантиче​ски противоречива. Действительно, если F и [image: image2324.png]


F доказу​емы, то, подставив в аксиому I 5 F вместо А, [image: image2325.png]


 F вместо В и дважды применив правило заключения, получим |— А & [image: image2326.png]


А. Более того, никакое множество формул, содержа​щее F и [image: image2327.png]


 F (т. е. формально противоречивое), не может иметь модели, поскольку F и [image: image2328.png]


 F не могут быть одновре​менно истинными ни в какой интерпретации. Тем самым до​казано (от противного), что если множество формул семанти​чески непротиворечиво, то оно формально непротиворечиво. Обратное утверждение (которое также оказывается вер​ным), если понимать его конструктивно, гораздо глубже.
Смысл его в том, что по всякому формально непротиворечи​вому множеству формул можно построить его модель. Дока​зательство этого факта — его можно найти в литературе — довольно сложно и заключается в изложении метода такого построения. Вместе оба утверждения обра​зуют важную метатеорему.
Теорема 9. Множество формул формально непротиво​речиво, если и только если оно семантически непротиворе​чиво (т. е. имеет модель). 
Таким образом, понятие формальной непротиворечиво​сти оказывается эквивалентным более привычному в мате​матике понятию семантической непротиворечивости; однако оно сформулировано в синтаксических понятиях и с кон​структивной точки зрения более надежно (вспомним, что именно семантические трудности — парадоксы и привели к возникновению науки об основаниях математики и к кон​цепциям формального подхода). Привыкнуть же к эквива​лентности этих двух понятий в математике было нелегко. Неприятие современниками неевклидовых геометрий Лоба​чевского—Бойаи объясняется именно тем, что законность этих теорий обосновывалась отсутствием в них противоре​чий — аргументом, по существу совпадающим с современ​ным понятием формальной непротиворечивости. Геометри​ческие модели для этих теорий, доказывающие их семан​тическую непротиворечивость, были найдены позднее.
17.5.3. Полнота, разрешимость, аксиоматизируемость
Теперь можно приступить к обсуждению вопросов об адекватности формальных теорий, т. е. соответствии тем целям, ради ко​торых они создавались. Пусть имеется, с одной стороны, содержательная теория S, сформулированная в семантиче​ских понятиях, т. е. совокупность истинных высказываний о некоторой алгебраической системе М; с другой стороны — формальная теория Т, т. е. множество высказываний, выво​димых из аксиом теории Т с помощью правил вывода тео​рии Т. В каких случаях можно утверждать, что Т является удовлетворительной формализацией S? Каковы признаки удовлетворительности формализации?
Очевидно, необходимым признаком является условие, чтобы S была моделью теории Т, т. е. чтобы существовало отображение, при котором всякая теорема теории Т отобра​жается в истинное высказывание из S. Однако само по себе это условие явно недостаточно, иначе для формализации любой теории S хватило бы чистого исчисления предика​тов:  ведь для  него любое  множество  является моделью. Исчерпывающей формализацией S будет служить такая теория Т, для которой выполняется и обратное соответствие: каждое истинное высказывание теории S отображается в некоторую теорему теории Т. Теория Т с таким свойством называется полной относительно S, а иногда — адекватной S.
Из теорем 3 и 4 следует, что исчисление высказываний полно относительно алгебры высказываний, а теоремы 5 и 6 образуют известную теорему Геделя о полноте исчисления предикатов относительно логики предикатов, т. е. множества всех общезначимых предикатных формул. Если для семантической (содержательной) теории S удается построить непротиворечивую и полную формальную теорию Т, то S естественно назвать аксиоматизируемой, или формализуемой, теорией. Из предыдущих результатов следует, что логика высказываний и логика предикатов аксиоматизируемы с помощью соответствующих исчислений. Еще одна важная характеристика формальной тео​рии — это ее разрешимость. Формальная теория Т называ​ется разрешимой, если существует алгоритм, который для любой формулы языка определяет, является она теоремой в Т или нет, иначе говоря, если предикат «быть теоремой в теории Т» общерекурсивен.
Теорема 10. Исчисление высказываний разрешимо. 

Разрешающий алгоритм для формулы F исчисления высказываний заключается в вычислении значений F на всех наборах значений ее переменных. Ввиду полноты ис​числения высказываний F является его теоремой, если и только если она истинна на всех наборах. 
Теорема 11  (теорема Черча). Исчисление   предикатов неразрешимо.
Несмотря на полноту исчисления предикатов, разре​шающий алгоритм, связанный с вычислением значений истинности предикатных формул, построить не удается по причине бесконечности пред​метной области, которая приводит в общем случае к беско​нечным таблицам истинности. Идея доказательства теоремы Черча (которое здесь не приводится) состоит в том, чтобы в чистом исчислении предикатов опи​сать предикат Q (i, а, х): «машина Тьюринга с номером i, будучи применена к исходным данным а, закончит вычисле​ние в момент х». Предикат 
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xQ (і, а, х) — это предикат оста​новки, a 
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xQ (а, а, х) — предикат самоприменимости.
Отметим, что важный для приложений фрагмент исчис​ления предикатов разрешим: исчисление одно​местных предикатов (т. е. исчисление, допу​скающее в формулах только одноместные предикатные буквы)   разрешимо.
Еще тяжелее обстоит дело с формальной арифметикой, система аксиом которой приведена в конце 2.
Теорема 12 (первая теорема Геделя о неполноте в форме Клини). Любая формальная теория Т, содержащая формальную арифметику, неполна: в ней существует (и может быть эффективно построена) замкнутая формула F, такая, что [image: image2331.png]


F истинно, но ни F, ни [image: image2332.png]


F не выводимы в Т.   
Теорема 13 (вторая теорема Геделя о неполноте). Для любой непротиворечивой формальной теории Т, содержащей формальную арифметику, формула, выражающая непроти​воречивость Т, недоказуема в Т. 
Таким образом, арифметика и теория чисел оказываются неаксиоматизируемыми теориями. В понятиях теории алго​ритмов сформулированные ранее результаты можно резю​мировать так: 
1) множество всех истинных высказываний логики высказываний перечислимо и разрешимо;
 2) множе​ство всех истинных высказываний логики предикатов пере​числимо (ввиду его полноты), но неразрешимо; 
3) множество всех истинных высказываний арифметики неперечислимо: если бы для него существовала перечисляющая процедура (и, следовательно, соответствующая машина Тьюринга), то по ней можно было бы построить полную формальную теорию, рассматривая правила перехода машины одной конфигурации к другой как правила вывода, процесс вы​числения — как вывод, а результаты вычисления — как теоремы.
Две знаменитые теоремы Геделя имеют важное методоло​гическое значение. Из первой теоремы следует, что для до​статочно богатых математических теорий не существует адекватных формализаций. Правда, любую неполную тео​рию Т можно расширить, добавив, например, к ней в каче​стве новой аксиомы истинную, но не выводимую в Т фор​мулу. Однако по первой теореме Геделя новая теория Т также будет неполна. Вторая теорема может быть истолко​вана как невозможность исследования метасвойств теории средствами самой формальной теории (опять невозможность самоприменимости!); иначе говоря, метатеория теории Т для  того,   чтобы  иметь  возможность доказывать  хотя бы непротиворечивость теории Т, должна быть богаче Т. По существу при этом ставится под сомнение первоначальная, «максималистская» программа финитного подхода: нельзя построить математику как некоторую фиксированную сово​купность средств, которые можно было бы объявить един​ственно законными и с их помощью строить метатеории любых теорий.
С другой стороны, не следует истолковывать результаты Геделя (как это иногда делается, в основном среди непро​фессионалов) как крах формального подхода. Наличие алго​ритмически неразрешимых проблем вовсе не бросает тень на теорию алгоритмов, а лишь сообщает «суровую правду» об устройстве мира, изучаемого этой теорией. Из этой правды не вытекает, что алгоритмический, конструктивный подход к решению проблемы непригоден; хотя он чего-то и не мо​жет, но лишь потому, что этого не может никто. Точно так же невозможность полной формализации содержательно определенных теорий — это не недостаток подхода или кон​цепции, а объективный факт, не устранимый никакой кон​цепцией. Формальный подход остается основным конструк​тивным средством изучения множеств высказываний. Не​возможность адекватной формализации теории означает, что надо либо искать формализуемые ее фрагменты, либо строить какую-то более сильную формальную теорию, кото​рая, правда, снова будет неполна, но, быть может, будет содержать всю исходную теорию. В частности, методами, не формализуемыми в формальной арифметике, Гениен доказал непротиворечивость формальной арифметики.
17.6. Абстрактные формальные системы
17.6.1. Дальнейшие примеры формальных систем
 Исторически формальные системы создавались с конкретной целью более точного обоснования методов построения математических теорий. Однако постепенно стало ясно, что на основе тех же принципов — исходного набора аксиом, правил вывода и понятия выводимости — можно описывать не только мно​жества выражений, интерпретируемых как предписания, но и перечислимые множества объектов произвольного вида. Основы теории таких формальных систем были заложены Э. Постом.
(Начиная с этого момента понятие «теория» употребляется в обыч​ном интуитивном смысле и не имеет прямого отношения к точному понятию «формальной теории», рассмотренному в предыдущих парагра​фах).
Эту теорию можно назвать абстрактной (хотя этот термин и не является общепринятым) или общей, так как она — в отличие от метатеории логических исчислений — не рассматривает свойства формальных систем относительно их конкретных интерпретаций, а изучает лишь их внутрен​ние, синтаксические свойства.
Прежде чем перейти к самой теории, рассмотрим некото​рые примеры формальных систем, не связанных с логиче​скими интерпретациями.
Пример 6. а. Множество допустимых шахматных пози​ций можно описать как формальную систему, в которой единственной аксиомой является начальная позиция, пра​вилами вывода — правила игры, а теоремами — позиции, полученные по правилам игры из начальной. Однако эта идея требует уточнения. Пусть дана позиция, например, ее диаграмма или описание в шахматной нотации. Для того чтобы однозначно получить все позиции, достижимые из данной за один ход, недостаточно знать правила хода всех фигур, в том числе правила взятия и правило превра​щения пешки; может понадобиться информация, не содержа​щаяся явно в позиции: нужно знать: 1) чей ход; 2) ходил ли раньше король (если он стоит на своем начальном поле, позиция на этот вопрос не отвечает) — это нужно для опре​деления допустимости рокировки; 3) не был ли последний ход ходом пешки через два поля — это нужно для определе​ния взятия пешки на проходе. Чтобы превратить множество шахматных позиций в формальную систему, нужно за пози​цию принять такое ее описание, которое в явном виде содер​жит ответы на все три вопроса. Для исключения позиций, получающихся после взятия королей, надо ввести правила, запрещающие игнорировать шах, и понятие заключитель​ных позиций (матовых и патовых), после которых никакие ходы не разрешаются.
б. Многие индуктивные определения можно превратить в формальные системы, аксиомы которых перечислены в ба​зисе (первом пункте) определения, а правила вывода — в индуктивном шаге. Необходимым условием перехода к фор​мальной системе является конструктивность задания аксиом и правил вывода, точнее, разрешимость множества аксиом и отношения непосредственной выводимости.
Рассмотрим, например, индуктивное определение абстрактной ориентированной двухполюсной схемы.
1) Пусть зафиксировано конечное число объектов, кото​рые назовем элементами; в каждом элементе выделено два полюса: вход и выход. Элементы являются схемами, полюсы которых совпадают с полюсами схем.
2) Пусть  S1 и  S2 — схемы.   Тогда объекты,   получаю​щиеся:
а)   путем отождествления  выхода  S1 со входом  S2 (правило последовательного соединения) и
б)   путем отождествления входа S1 со входом S2 и выхода S1 с выходом S2 (правило параллельного соеди​нения), также являются схемами. В случае 2а входом схемы является вход S1, выходом — выход S2. В случае 2б вхо​дом является объединенный вход S1, S2, выходом — объе​диненный выход S1, S2.
Это определение описывает формальную систему, в ко​торой аксиомами являются элементы с выделенными полю​сами, а правилами вывода — правила соединения схем. Любой инженер даст этой системе обычную схемную (в ин​женерном смысле слова — как правило, электротехниче​скую) интерпретацию; однако такая интерпретация вовсе не вытекает из определения. В понятие элемента не вклады​вается никакого содержания; единственное, что от него требуется — возможность эффективно распознавать по​люсы. Элементом может быть ориентированное ребро, по​люсы которого — вершины; тогда схемы— это просто графы с выделенным входом (источником, отправителем) и выходом (сто​ком, получателем, адресатом). (Вопрос к читателю: все ли такие графы порождаются данной формальной системой?) Другая возможная интерпре​тация: элементы — одноместные функции; последовательное соединение—композиция функций, т.е. их последова​тельное вычисление, а параллельное соединение — парал​лельное вычисление двух функций с одинаковыми исходными данными и суммированием результатов в конце.
При описании формальных систем в примере 6 была допущена одна вольность, которая, строго говоря, недопу​стима. Дело в том, что ни в одном из этих описаний не за​фиксирован алфавит; соответственно и правила вывода не сформулированы как операции над символами в словах. Можно, конечно, сказать, что «примерно понятно, как это сделать; детали не уточняются», но способы уточнения мо​гут быть различными и приведут к различным формальным системам. Это обстоятельство известно всем, кто занимался программированием игры в шахматы или машинными пре​образованиями схем. Да и вообще любой, кто программиро​вал содержательно сформулированные алгоритмы, знает, что начинать приходится с выбора формы представления данных, т. е. символического кодирования объектов в понятиях языка программирования (а в случае автокода — просто машинными словами), причем различные выборы приводят к формальным системам, совершенно различным по своему виду и качествам. Этот выбор — предыстория формальной системы, возникающей лишь тогда, когда он уже сделан.
Общая теория формальных систем не рассматривает все возможные свойства конкретных систем, подобно тому, как теория алгоритмов не учит строить конкретные алго​ритмы. Одной из ее главных целей является цель, в некото​ром смысле противоположная: выяснить, каков необходи​мый минимум средств, с помощью которых можно описать любую формальную систему. Сюда же примыкает вопрос, центральный для любой математической теории: каковы возможности объектов, изучаемых в данной теории? Для теории формальных систем он выглядит так: какие множе​ства могут порождаться формальными системами? Опыт изучения теории алгоритмов говорит о том, что такого рода задачи решаются путем выбора конкретных средств, приво​дящих к конкретным моделям, общность которых показы​вается затем путем сравнения их с другими моделями. Средства формальных систем — это аксиомы и правила вы​вода. В абстрактных формальных системах, в отличие от логических исчислений, не выделяется понятия формулы («осмысленного выражения»); их объекты — произвольные слова в фиксированном алфавите.
 Итак, формальная система FS определяется: 
1) алфавитом А (множество всех слов в алфавите А обозначим А*);
 2) разрешимым множеством А1 
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А*, элементы которого называются аксиомами; 
3) ко​нечным множеством вычислимых отношений Rі (α1,... ..., αп, β) на множестве А*, называемых правилами вы​вода (аксиомы также можно задать правилом вывода (одноместным отношением): Rі (β) ~ «β» — аксиома»); слово β называется выводимым из α1,... ..., αп по правилу Rі. Понятия вывода, выводимости и доказатель​ства — те же, что и для формальных теорий.
Иногда конкретное множество аксиом в си​стеме не фиксируется, а рассматривается выводимость из произвольных разрешимых множеств слов; в этом случае понятия вывода и доказательства не различаются. Конкретные виды формальных систем определяются в основном ви​дом правил вывода. Здесь будут рассмотрены два способа представления формальных систем: системы подстановок и системы продукций Поста. Однако уже общего определе​ния формальной системы оказывается достаточным, чтобы получить простой, но важный факт.
Теорема 14. Для любой формальной системы FS множество всех доказуемых в ней слов перечислимо.
Рассмотрим множество А** всех конечных последова​тельностей 
α1,... ..., αп, где αі — слова в алфавите А. Множе​ство А**, очевидно, перечислимо. Ввиду разрешимости множества аксиом и вычислимости правил вывода по лю​бой последовательности α1,... ..., αп можно эффективно узнать, является она выводом в FS или нет. Поэтому если в процессе перечисления А** выбрасывать все последовательности 
α1,... ..., αп, не являющиеся выводами, то получим перечис​ление множества выводов. Следовательно, множество по​следних слов выводов, т. е. слов, выводимых в FS, пере​числимо.   
Отметим, что описанная процедура перечисляет выводи​мые слова, вообще говоря, с повторениями, поскольку одно и то же выводимое слово может иметь много выводов (на​пример, любая последовательность, заканчивающаяся акси​омой, есть вывод этой аксиомы).
Верно ли обратное — можно ли для перечислимого мно​жества М построить перечисляющую его формальную систему, т. е. систему, в которой множество выводимых слов совпадает с М? Из предварительных соображений можно ответить утвердительно: представляется, например, прав​доподобным, что машину Тьюринга можно проинтерпрети​ровать как формальную систему. Точный ответ на этот вопрос будет дан при рассмотрении конкретных видов фор​мальных систем.
17.6.2. Системы подстановок
Система подстановок, или полу​система Туэ — это формальная система, определяемая алфавитом А и конечным множеством подстановок вида αі→βі, где αі, βі — слова, возможно, пустые, в А. Под​становка αі→βі интерпретируется как правило вывода Rі следующим образом: γ |= δ по правилу Rі, если слово δ получается из γ путем подстановки слова βі вместо какого-нибудь вхождения αі в слово γ. Выводом α из β в системе подстановок называется цепочка 

 α |= ε1 |= ε2 |= ... |= β, где каждое εj получается из εj-1 некоторой подстановкой; как  и  обычно,   наличие выводимости  обозначаем 
α |— β.
Такое определение вывода отличается от определения в на​чале п.17.3; предоставляем читателю убедиться, что для лю​бой формальной системы, где все правила — бинарные и унарные отношения, эти два определения совпадают, т. е. α |— β в первом смысле, если и только если α |— β во вто​ром смысле. (Заметим, что правило заключения в логиче​ских исчислениях — тернарное отношение!)
Зафиксируем множество аксиом системы и назовем слово δ заключительным, если оно доказуемо в системе и к нему неприменима ни одна из подстановок, т. е. если никакое его подслово не является левой частью никакой подстановки. Системе команд ∑T машины Тьюринга Т нетрудно поста​вить в соответствие систему подстановок ST над конфигура​циями. Если в качестве аксиом выбрать слова q1α, то заключительными словами в системе ST будут слова qzβ (α, β — слова в алфавите ленты машины Т). Если же к ST добавить подстановку qz →λ, то в полученной системе S't множество заключительных слов совпадает с множеством значений функции, вычисляемой машиной Т. Это дает для систем подстановок теорему, обрат​ную теореме 14.
Теорема 15. Для любого перечислимого множества М существует система подстановок, множество заключительных слов которой совпадает с М. 
Ассоциативное исчисление, или система Туэ— это фор​мальная система, определяемая алфавитом А и конечным множеством соотношений αі↔βі,  каждое из которых по​нимается как пара подстановок αі→βі (левая подста​новка) и βі→αі (правая подстановка). Таким образом, ассоциативное исчисление всегда есть система подстановок; обратное, вообще говоря, неверно. При наличии таких парных правил вывода, если α |— β, то и β |— α; ввиду отме​ченной ранее транзитивности выводимости получаем, что в ассоциативном исчислении выводимость является отноше​нием эквивалентности и разбивает множество всех слов в А на классы эквивалентности. Заключительные слова в ассоциативных исчислениях возможны, однако они соот​ветствуют классам эквивалентности, состоящим из одного слова, и особого интереса не представляют.
Аналогично тому, как это делалось для систем подстано​вок, поставим в соответствие каждой машине Тьюринга Т (будем считать, что Т работает на правой полуленте) ассо​циативное исчисление S(Т). Опишем это соответствие более подробно. Если АT — алфавит ленты машины Т, то AS =АT 
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{q1,…, qz}. Системе команд машины T соответ​ствует система соотношений в S (T) (слева — команды, справа — соотношения):
qiaj →qkalR; qiaj↔alqk;                       (13)
qiaj →qkalL;  alqiaj↔qkatal для всех at
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 АT    (14)
(число соотношений, соответствующих одной команде с дви​жением влево, равно  | АT |).
Теорема 16. В исчислении S (Т) слова αqiаjβ и γqzakδ эквивалентны, если и только если машина (система) Т из конфигура​ции αqiаjβ за конечное число тактов переходит в конфигу​рацию γqzakδ.
Одна половина теоремы («если») непосредственно сле​дует из доказательства теоремы 15. Вторая половина («только если») может показаться несколько неожиданной: ведь в S(Т) допускаются подстановки в обе стороны, а в Т— в одну и, следовательно, возможности S(Т) выглядят более сильными. Тем не менее покажем, что если существует вывод αqiаjβ|—γqzakδ, то машина Т из конфигурации αqiаjβ переходит в конфигурацию γqzakδ. Рассмотрим этот вывод, т. е. цепочку αqiаjβ |— ε1 |— ... |— γqzakδ. Каждое слово в этой цепочке получено из предыдущего либо левой, либо правой подстановкой. Кроме того, символ q в каждом слове — единственный. Последнее слово не может быть полу​чено правой подстановкой, так как символ qz отсутствует в левых частях команд машины Т. Пусть εl — последнее слово в цепочке, полученное правой подстановкой: 

εl=αlqrаsβl. Слово εl получено из εl-1 правой подстанов​кой, т. е. применением одного из соотношений (13), (14), содержащим qras в левой части. Но таких соотношений столько, сколько команд Т с qras в левой части, т. е. ровно одно; обозначим его Ers. Слово ε l+1 получено из εl, левой подстановкой (по условию для εl); но единственная левая подстановка, применимая к εl — это то же соотношение Ers (точнее, его левая половина). Итак, к εl-1 применено Ers слева направо, а к результату этого применения ег применено то же Ers справа налево. Так как все подстановки (13), (14) содержат q, а в любом слове цепочки q един​ственно, то любая подстановка αі→βі к любому слову ε может быть применена единственным образом,  т. е.  в ε найдется не более чем одно вхождение αі. Отсюда εl-1=εl+1; поэтому ε l  и ε l+1 из цепочки можно выбросить и по​строить вывод 
αqiаjβ |— ... |— ε l+1 |— ε l+2 |— ... γqzakδ,
 в ко​тором слов, полученных правой подстановкой, на единицу меньше, чем в прежнем выводе. Применяя к новому выводу те же рассуждения, из него также можно удалить слово, полученное правой подстановкой; в конечном счете будет построен вывод 
αqiаjβ →...→γqzakδ, содержащий только левые подстановки, т. е. в точности воспроизводящий после​довательность  конфигураций машины  Т.  
Теорема 17 (теорема Маркова — Поста). Существует ассоциативное исчисление, в котором проблема распозна​вания эквивалентности слов алгоритмически неразрешима. 
Возьмем какую-нибудь универсальную машину Тью​ринга U, которая является правильно вычисляющей, т. е. начинает с конфигураций вида q1α и заканчивает работу конфигурациями вида qzβ. Для машины U проблема оста​новки неразрешима (иначе ввиду универсальности U была бы разрешима общая проблема остановки для машин Тью​ринга). Построим ассоциативное исчисление S (U) и присое​диним к нему систему соотношений вида qzaі ↔ qz; получим новое исчисление S' (U). В этом исчислении, так же как и в S (U), можно имитировать вычислительный процесс U, однако благодаря новым соотношениям все заключитель​ные конфигурации U в S' (U) эквивалентны qz. Поэтому теорема 16 для S' (U) имеет следующий вид: в S (U) слова q1α и qz эквивалентны, если и только если U, начав с q1α, остановится. Ввиду неразрешимости проблемы остановки для U проблема эквивалентности q1α и qz также нераз​решима.   
Ассоциативные исчисления имеют важную алгебраическую интер​претацию. Ранее говорилось о том, что всякую полугруппу можно получить из свободной полугруппы (т. е. просто из множества А* всех слов в алфавите А) введением определяющих соотношений, т. е. равенств αі=βі. Замена подслова αі в слове α равным ему полсловом βі, т. е. переход от слова α'αіα" к слову α'βі α", называется эквивалент​ным преобразованием слова α. Слова считаются равными (или эквива​лентными), если они могут быть получены друг из друга цепочкой эквивалентных  преобразований.
Содержательно эквивалентность слов означает, что они задают один и тот же элемент полугруппы; иначе говоря, элементами полу​группы, заданной определяющими соотношениями, являются классы эквивалентности слов, порождаемые этими соотношениями. Формально такое описание полугруппы — это просто ассоциативное исчисление с соотношениями αі→βі; эквивалентные преобразования в полугруппе — это выводы в исчислении. Ранее была сформулирована проблема эквивалентности слов в полугруппе. Теперь становится ясным, что ответ на нее — это просто переформулировка теоремы 17.
Теорема 17'. Существует полугруппа, заданная определяющими соотношениями, в которой проблема распознавания эквивалентности (равенства) слов алгоритмически неразрешима.  
Г С. Цейтин нашел ассоциативное исчисление с нераз​решимой проблемой равенства — с алфавитом из пяти букв {а, b, с, d, e} и семью соотношениями:
ас ↔ са; ad ↔  da; bс ↔  cb; bd ↔  db;
abac ↔  abace; eca ↔  ae; edb ↔  be.
Теорема 17' явилась первым примером доказатель​ства алгоритмической неразрешимости проблемы, не связанной с ло​гикой и основаниями математики.

17.6.3. Системы продукцй Поста (канонические   системы)
Каноническая система определяется собственным алфави​том 
A={a1, ..., ат} (алфавитом констант), алфавитом X={х1, ..., хп) переменных, конечным множеством ак​сиом и конечным множеством правил вывода, имеющих вид γl, ..., γk
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δ и называемых продукциями (γl, ..., γk называются посылками (причинами), δ — следствием). Ак​сиомы, а также посылки и следствия продукций — это слова в алфавите А 
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 X; иначе говоря, они содержат кроме собственных букв системы еще и переменные. В даль​нейшем слова в алфавите А 
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 X будем называть  термами, а слова в А — просто словами. Переменные канонической системы аналогичны метапеременпым в логических исчис​лениях; аксиомы канонической системы — это, по существу, схемы аксиом логических исчислений. Говоря о подста​новке в термы слов вместо переменных, мы всегда будем иметь в виду, что сохраняется обычное ограничение: вместо всех вхождений одной и той же переменной подставляется одно и то же слово (быть может, пустое).
Слово α называется применением аксиомы ω, если α получается подстановкой в ω слов вместо переменных. Слово α непосредственно выводимо из слов α1, ..., αп, при​менением продукции Р с п посылками, если найдется такая подстановка слов вместо переменных Р, которая посылки Р превратит в слова α1, ..., αп, а заключение Р — в слово α. Например, слово bb непосредственно выводимо из слов acab, cabb применением продукции ax1b, х1bх2 
[image: image2339.wmf]Þ

 bх2 при подстановке х1 = са, 

х2=b. Последовательность слов на​зывается доказательством в канонической системе, если каждое  слово  этой  последовательности — либо  применение аксиомы, либо непосредственно выводимо из предыду​щих слов последовательности применением некоторой про​дукции системы. Слово  называется доказуемым (или теоре​мой), если оно является последним словом  некоторого доказательства.
Пример 7.а. Множество всех нечетных чисел в унар​ном представлении — это множество всех теорем канониче​ской системы с алфавитами {|}, {х}, аксиомой | и продукцией х→||. Если эту продукцию заменить продукцией х → хх, то получим каноническую систему, порождающую степени двойки (в унарном представлении):

 |, ||, ||||, ...
б. Множество всех формул исчисления высказываний порождается канонической системой с алфавитами {аи ..., ап,
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, →, (,)},{х1, x2}, аксиомами a1, ..., ап и продукциями
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                               (15)
Отметим, что здесь алфавит пропозициональных букв конечен. Для построения исчисления с бесконечным множе​ством пропозициональных букв сначала нужно построить формальную систему, порождающую это множество из конечного алфавита символов. Именно с этой целью в язы​ках программирования вводится индуктивное определение идентификатора; оно представляет собой формальную си​стему, порождающую бесконечное множество переменных языка из конечного алфавита букв и цифр.
При построении машин Тьюринга часто оказывалось удобным (а иногда необходимым) вводить вспомогательные символы, которые участвуют в процессе вычисления, но не присутствуют ни в исходных данных, ни в результа​те. Аналогичные средства вводятся и в формальных си​стемах.
Пусть дана каноническая система S с собственным алфа​витом A', в котором выделен подалфавит А. Если нас инте​ресуют только те теоремы S, которые являются словами в А, то будем говорить, что система S является канонической системой над А. А назовем основным алфавитом, А' — расширением А, а символы из А'\А — вспомогатель​ными. 
Пример 8. а. Последовательность чисел 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8..., в которой каждый член, начиная с третьего, ра​вен сумме двух предыдущих, называется последователь​ностью Фибоначчи, а ее элементы— числами Фибоначчи. Числа Фибоначчи в унарном представлении порождаются канонической системой над {|} со вспомогательным симво​лом *, аксиомой *1 и двумя продукциями:
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В этой системе символ * служит маркером, разделяющим два числа, аксиома задает первые два числа последователь​ности (0 изображен пустым словом слева от маркера), пер​вая продукция из п-го и (п + 1)-го члена получает (п + 1)-й и (п + 2)-й члены последовательности, вторая продукция из пары чисел выделяет первое; только приме​нение второй продукции дает слова в алфавите {|}.
б. Реализуем изложенный в примере 7б план построе​ния формул исчисления высказываний  с бесконечным мно​жеством пропозициональных букв. Эти «буквы» будут обо​значаться символом а с числовым индексом, т. е. будут пред​ставлять собой слова вида а, а01, а523 и т. д., играющие роль идентификаторов (имен переменных). Система содержит основной алфавит А={а, 0, 1, 2, ..., 9,
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, →,(,)}. вспомогательные символы {i, f}, аксиому ai и 16 продукций:
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Первые десять продукций порождают идентификаторы; следующие пять продукций формализуют индуктивное опре​деление формулы (из этих пяти четыре последних отлича​ются от продукций (15) только символом f), последняя продукция служит для удаления символа f. Вспомогатель​ные символы играют здесь несколько непривычную роль 
они, по существу, являются признаками (или метками) определенного класса слов: i— метка класса идентифика​торов, f'— метка класса формул. Благодаря этому формаль​ный вид продукции очень близок к тексту соответствующей части индуктивного определения: 11-я продукция означает «всякий идентификатор есть формула», а 12-я: «если х1 и х2 — формулы, то (х1 
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 х2) — формула». Прием исполь​зования в формальных системах специальных символов как признаков классов широко используется в формальных системах, которые в данной работе не рассматриваются. Более подробно об использо​вании формальных систем такого рода для описания алго​ритмических языков говорится в ряде работ.
Связь канонических систем с системами подстановок довольно ясна, по крайней мере, в одну сторону; очевидно, что всякой подстановке 

αі→βі соответствует продукция х1αіх2 
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х1βіх2, поэтому для всякой системы подстановок легко построить эквивалентную ей каноническую систему. Соответствие в обратную сторону менее очевидно; однако о том, что оно существует, можно заключить, сопоставив теорему 14 (из которой следует, что множество теорем канонической системы перечислимо) с теоремой 15 (любое перечислимое множество можно представить как множе​ство заключительных слов в некоторой системе подстано​вок). Правда, понятие заключительного слова может пока​заться несколько искусственным и слишком уж приближаю​щим формальные системы к машинам Тьюринга; если рассма​тривать формальную систему как генератор элементов пере​числимого множества, более естественным было бы описа​ние перечислимого множества как множества теорем неко​торой формальной системы. Это нетрудно сделать, используя введенное ранее понятие канонической системы с расширен​ным алфавитом.
Теорема 18. Для любого перечислимого множества М слов в алфавите А существует каноническая система над А, множество теорем которой совпадает с М.
Пусть М перечисляется машиной Тьюринга Т с алфави​том ленты 

АТ = { а1, ..., ап), первые m букв которого обра​зуют алфавит исходных данных (т ≤ п), множеством состо​яний Q = { q1, ..., qz) и системой команд ∑Т. Определим каноническую систему S над А следующим образом: А = АТ, А' = АТ 
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QТ ; аксиома системы *; командам машины Т поставим в соответствие продукции аналогичнотому, как это делалось при доказательстве теорем 15 и 16: например, команде 
qіaj →qkalR соответствует продук​ция x1qiajx2 
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 х1аlqkх2 [ср. (13)]. Кроме того, введем следующие т + 2 продукции:
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Первые m продукций порождают из аксиомы все мно​жество слов в алфавите исходных данных с маркером в конце; (т + 1)-я продукция (стартовая) порождает из лю​бого исходного слова начальную конфигурацию; после этого работают продукции, соответствующие командам ма​шины Т; наконец, в заключительных конфигурациях (и только в них!) символ состояния выбрасывается и полу​чаются искомые теоремы в алфавите А. 
Итак, в понятиях канонических систем можно описать любые перечислимые множества. Правда, используемое оп​ределение канонической системы (в частности, вид ее про​дукций) является слишком общим: применение продукции трудно назвать элементарным шагом (хотя свойство при​менимости продукции, как нетрудно видеть, разрешимо). Поэтому возникает задача нормализации канонических си​стем, т. е. придание им более простого, «нормального» вида.
Каноническая система называется нормальной, если она имеет одну аксиому, а все ее продукции имеют видах αх→хβ. Применение такой продукции к слову (если оно возможно) просто и стандартно: у слова вычеркивается начальный от​резок α и к концу приписывается β.
Теорема 19 (теорема Поста о нормальной форме). Для любой канонической системы CS с алфавитом А суще​ствует нормальная каноническая система NS над А, экви​валентная CS (т. е. множество теорем NS над А и множество теорем CS совпадают).
Прямое доказательство этой теоремы, содержащее метод построе​ния NS no CS, довольно сложно. Ограничимся косвенным доказатель​ством существования NS, а именно: покажем, что для любой системы подстановок S в алфавите А сущесшует нормальная каноническая си​стема NS над А, эквивалентная S.
Пусть А = {а1, ..., ап} и S содержит k подстановок αі→βі. Опре​делим NS как систему с расширенным алфавитом А' = { а1, ..., ап, а'1, ..., а'п) и 
k+ 2п продукциями:
αіх 
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 хβ'і         (і = 1, ..., k);                        (16)
аjх 
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 ха'j                                                   (17)
а'jх 
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 хаj,                                                  (18)
где β'і здесь и в дальнейшем обозначает слово βі, в котором все буквы из А заменены соответствующими буквами со штрихом
Пусть к слову γ в S применима подстановка αі→βі: γ = γ1αіγ2 и в S 
γ1αіγ2 |— γ1 βі γ2. Но тогда в NS  
γ1αіγ2 |— αіγ2γ'1|— γ2γ'1β'і|— γ'1β'і γ'2 |— γ1 βі γ2.
Так как любой вывод γ|— δ в S есть цепочка подстановок, то по выводу γ|— δ в S можно построить вывод γ|— δ в NS.
Пусть теперь в NS имеется вывод γ|— δ, где γ, δ — слова в А. Разобьем этот вывод на отрезки γ |— 
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 |— δ, такие, что 
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 (для всех j) — слова в А, а все слова между ними содержат вспомогательные буквы, и рассмотрим для определенности первый из них γ |— 
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. Если γ — слово в А, то продукциями (17), (18) из него можно получить лишь слова вида γ2γ'1, γ'2γ1, γ', где слова γ1,γ2 таковы, что γ1γ2= γ. Так как 
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— слово в A, то либо 
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= γ (но тогда этот отрезок из вывода можно удалить), либо на отрезке γ |—
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была при​менена по крайней мере одна из продукций (16). Для любого вывода, содержащего между словами из А несколько применений продукций (16), в NS можно построить эквивалентный вывод, в котором между этими применениями вставлены слова из А. Строгое доказательство этого утверждения опускаем; приведем лишь пример: выводу 

α1α2 |—α2β'1 |—β'1β'2|— β'2β1|—β1β2, в котором применены продукции

α1х 
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 x β1 и α2x 
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x β2, соответствует вывод

 α1α2 |—α2β'1 |—β'1α2'|— β1α2|— α2β'1|— β'1β'2|— β1β2, в котором они разделены словом β1α2. Итак, можно считать, что в выводе γ|—
[image: image2365.wmf]1

i

e

 продукция (16) — пусть это будет αх 
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 xβ' —применена ровно один раз. Но тогда γ = γ1αγ2, примене​нию продукции (16) предшествовало несколько (быть может, ни одного) применений (17) и место вывода, где применена продукция (16), имеет вид αγ2γ1' 
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 γ2γ1'β'. Остаток γ2γ1'β'1 |—
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рассматриваемого отрезка не содержит применений (16), поэтому в силу свойств продукций (17), (18) 
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= γ1βγ2. Но тогда 
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 получается из γ подстановкой α→β, т. е. γ|—
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 в S. Индукцией по числу слов 
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 доказываем, что γ|—
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 в S. Отсюда следует эквивалентность S и NS, после чего о спра​ведливости теоремы нетрудно заключить из сопоставления теорем 15 и 18.   
В заключение раздела приведем без доказательства один результат об алгоритмической неразрешимости, который доказан Постом с помощью канонических систем и который часто используется для доказательства других неразреши​мостей (особенно в теории формальных грамматик).
Пусть дано конечное множество (α1, β1), ..., (αm, βm) пар слов в алфавите А. Поставим следующую проблему: существует ли последовательность i1, i2, ..., iN индексов, такая, что 
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Эта проблема называется комбинаторной проблемой или проблемой соответствия Поста. Имеются два варианта ее формулировки: общая комбинаторная проблема Поста (для произвольного множества пар) и ограниченная комбинатор​ная проблема (для множества пар с фиксированной мощ​ностью т).
Теорема 20. Ограниченная комбинаторная проблема Поста для достаточно больших т алгоритмически неразре​шима. 
Отсюда следует неразрешимость и общей комбинаторной проблемы.

17.6.4. Формальные системы и алгоритмы
 Формальные системы оказываются столь же мощным средством для зада​ния  объектов, что и алгоритмы. С их по​мощью можно имитировать поведение машин Тьюринга, т. е. строить формальные системы, в некотором смысле ана​логичные алгоритмам. С другой стороны, понятие перечи​слимого множества в понятиях формальных систем (опира​ющееся на теорему 18) выглядит более компактным, чем в понятиях машины Тьюринга. Поэтому возможны две концепции построения системы основных понятий, фор​мализующих идеи эффективности и конструктивности систем. Кон​цепция, описанная ранее и являющаяся исторически первой, кладет в основу понятие алгоритма. Вторая концепция, созданная Э. Постом, опирается на понятия формальной (конкретнее, канонической) системы и перечислимого мно​жества, которое определяется просто как множество теорем формальной системы. Нормальную каноническую систему над алфавитом А можно представить как граф с одной выде​ленной вершиной — аксиомой, остальные вершины кото​рого помечены словами в А — теоремами, ребра — это применения продукций, а пути из выделенной вершины в данную — возможные выводы данного слова. Множество слов в А, порождаемое системой, — это множество всех вершин графа, помеченных словами в А. Алгоритм—это формальная система особого, детерминированного вида, характеризующаяся тем, что в ней к каждой теореме при​менима не более чем одна продукция. Соответствующий граф представляет собой  цепочку,  изображающую вычислительный процесс; аксиома в таком графе — это просто исходные данные алгоритма.
Другой способ детерминизации формальных систем — это фиксация порядка применения правил вывода. Напри​мер, нормальный алгоритм Маркова — это упорядочен​ная система подстановок с двумя дополнительными согла​шениями: 1) i-я подстановка может быть применена, только если неприменимы 1, ..., (i—1)-я подстановки; 

2) если подстановка α→β применима к слову γ, то β  подставляется вместо самого левого вхождения α в γ.
Основной акцент «алгоритмической» концепции —в ее детерминизме. Поэтому она удобна при описании вычислительных процессов и устройств. Основной акцент «формально-системной» концепции — в компакт​ности конструктивного описания множеств. Примеры такого описания — формальные теории. Другая группа примеров, крайне важных в прикладном отношении, — это алгоритмические языки программирования. Методы описа​ния языков и построения компиляторов для них опираются на теорию формальных грамматик, представляющих собой еще один вид абстрактных формальных систем. 

Приложение 1

· 
mefrill 
20.04.13 в 21:48  (автор приложения 1)
Мотивация


Время от времени на Хабре публикуются посты и переводные статьи, посвященные тем или иным аспектам теории формальных языков. Среди таких публикаций (не хочется указывать конкретные работы, чтобы не обижать их авторов), особенно среди тех, которые посвящены описанию различных программных инструментов обработки языков, часто встречаются неточности и путаница. Автор склонен считать, что одной из основных причин, приведших к такому прискорбному положению вещей, является недостаточный уровень понимания идей, лежащих в основании теории формальных языков.

Этот текст задуман как популярное введение в теорию формальных языков и грамматик. Эта теория считается (и, надо сказать, справедливо) довольно сложной и запутанной. На лекциях студенты обычно скучают и экзамены тем более не вызывают энтузиазма. Поэтому и в науке не так много исследователей в этой тематике. Достаточно сказать, что за все время, с зарождения теории формальных грамматик в середине 50-х годов ХХ в. и до наших дней, по этому научному направлению было выпущено всего две докторских диссертации. Одна из них была написана в конце 60-х годов Алексеем Владимировичем Гладким, вторая уже на пороге нового тысячелетия — Мати Пентусом.

Далее в наиболее доступной форме описаны два основных понятия теории формальных языков: формальный язык и формальная грамматика. Если тест будет интересен аудитории, то автор дает торжественное обещание разродиться еще парой подобных опусов.


Формальные языки


Коротко говоря, формальный язык — это математическая модель реального языка. Под реальным языком здесь понимается некий способ коммуникации (общения) субъектов друг с другом. Для общения субъекты используют конечный набор знаков (символов), которые проговариваются (выписываются) в строгом временном порядке, т.е. образуют линейные последовательности. Такие последовательности обычно называют словами или предложениями. Таким образом, здесь рассматривается только т.н. коммуникативная функция языка, которая изучается с использованием математических методов. Другие функции языка здесь не изучаются и, потому, не рассматриваются.

Чтобы лучше разобраться в том, как именно изучаются формальные языки, необходимо сначала понять, в чем заключаются особенности математических методов изучения. Согласно Колмогорову и др. (Александров А.Д., Колмогоров А.Н., Лаврентьев М.А. Математика. Ее содержание, методы и значение. Том 1. М.: Издательство Академии Наук СССР, 1956.), математический метод, к чему бы он ни применялся, всегда следует двум основным принципам:

1. Обобщение (абстрагирование). Объекты изучения в математике — это специальные сущности, которые существуют только в математике и предназначены для изучения математиками. Математические объекты образуются путем обобщения реальных объектов. Изучая какой-нибудь объект, математик замечает только некоторые его свойства, а от остальных отвлекается. Так, абстрактный математический объект «число» может в реальности обозначать количество гусей в пруду или количество молекул в капле воды; главное, чтобы о гусях и о молекулах воды можно было
говорить как о совокупностях. Из такой «идеализации» реальных объектов следует одно важное свойство: математика часто оперирует бесконечными совокупностями, тогда как в реальности таких совокупностей не существует. 
2. Строгость рассуждений. В науке принято для выяснения истинности того или иного рассуждения сверять их результаты с тем, что существует в действительности, т.е. проводить эксперименты. В математике этот критерий проверки рассуждения на истинность не работает. Поэтому выводы не проверяются экспериментальным путем, но принято доказывать их справедливость строгими, подчиняющимися определенным правилам, рассуждениями. Эти рассуждения называются доказательствами и доказательства служат единственным способом обоснования верности того или иного утверждения. 


Таким образом, чтобы изучать языки с помощью математических методов, необходимо сначала выделить из языка его свойства, которые представляются важными для изучения, а затем эти свойства строго определить. Полученная таким образом абстракция будет называться формальным языком — математической моделью реального языка. Содержание конкретной математической модели зависит от того, какие свойства важны для изучения, т.е. что планируется в данный момент выделить и изучать.

В качестве известного примера такой математической абстракции можно привести модель, известную под неблагозвучным для русского уха названием «мешок слов». В этой модели исследуются тексты естественного языка (т.е. одного из тех языков, которые люди используют в процессе повседневного общения между собой). Основной объект модели мешка слов — это слово, снабженное единственным атрибутом, частотой встречаемости этого слова в исходном тексте. В модели не учитывается, как слова располагаются рядом друг с другом, только сколько раз каждое слово встречается в тексте. Мешок слов используется в машинном обучении на основе текстов в качестве одного из основных объектов изучения.

Но в теории формальных языков представляется важным изучить законы расположения слов рядом друг с другом, т.е. синтаксические свойства текстов. Для этого модель мешка слов выглядит бедной. Поэтому формальный язык задается как множество последовательностей, составленных из элементов конечного алфавита. Определим это более строго.

Алфавит представляет собой конечное непустое множество элементов. Эти элементы будем называть символами. Для обозначения алфавита обычно будем использовать латинское V, а для обозначения символов алфавита — начальные строчные буквы латинского алфавита. Например, выражение V = {a,b} обозначает алфавит из двух символов a и b.

Цепочка представляет собой конечную последовательность символов. Например, abc — цепочка из трех символов. Часто при обозначении цепочек в символах используют индексы. Сами цепочки обозначают строчными символами конца греческого алфавита. Например, omega = a1...an — цепочка из n символов. Цепочка может быть пустой, т.е. не содержать ни одного символа. Такие цепочки будем обозначать греческой буквой эпсилон.

Наконец, формальный язык L над алфавитом V — это произвольное множеств цепочек, составленных из символов алфавита V. Произвольность здесь означает тот факт, что язык может быть пустым, т.е. не иметь ни одной цепочки, так и бесконечным, т.е. составленным из бесконечного числа цепочек. Последний факт часто вызывает недоумение: разве имеются реальные языки, которые содержат бесконечное число цепочек? Вообще говоря, в природе все конечно. Но мы здесь используем бесконечность как возможность образования цепочек неограниченной длины. Например, язык, который состоит из возможных имен переменных языка программирования C++, является бесконечным. Ведь имена переменных в C++ не ограничены по длине, поэтому потенциально таких имен может быть бесконечно много. В реальности, конечно, длинные имена переменных не имеют для нас особого смысла т.к. к концу чтения такого имени уже забываешь его начало. Но в качестве потенциальной возможности задавать неограниченные по длине переменные, это свойство выглядит полезным.

Итак, формальные языки — это просто множества цепочек, составленных из символов некоторого конечного алфавита. Но возникает вопрос: как можно задать формальный язык? Если язык конечен, то можно просто выписать все его цепочки одну за другой (конечно, можно задуматься, имеет ли смысл выписывать цепочки языка, имеющего хотя бы десять тысяч элементов и, вообще, есть ли смысл в таком выписывании?). Что делать, если язык бесконечен, как его задавать? В этот момент на сцену выходят грамматики.

Формальные грамматики


Способ задания языка называется грамматикой этого языка. Таким образом, грамматикой мы называем любой способ задания языка. Например, грамматика L = {a^nb^n} (здесь n — натуральное число) задает язык L, состоящий из цепочек вида ab, aabb, aaabbb и т.д. Язык L представляет собой бесконечное множество цепочек, но тем не менее, его грамматика (описание) состоит всего из 10 символов, т.е. конечна.

Назначение грамматики — задание языка. Это задание обязательно должно быть конечным, иначе человек не будет в состоянии эту грамматику понять. Но каким образом, конечное задание описывает бесконечные совокупности? Это возможно только в том случае, если строение всех цепочек языка основано на единых принципов, которых конечное число. В примере выше в качестве такого принципа выступает следующий: «каждая цепочка языка начинается с символов a, за которыми идет столько же символов b». Если язык представляет собой бесконечную совокупность случайным образом набранных цепочек, строение которых не подчиняется единым принципам, то очевидно для такого языка нельзя придумать грамматику. И здесь еще вопрос, можно или нет считать такую совокупность языком. В целях математической строгости и единообразия подхода обычно такие совокупности языком считают.

Итак, грамматика языка описывает законы внутреннего строения его цепочек. Такие законы обычно называют синтаксическими закономерностями. таким образом, можно перефразировать определение грамматики, как конечного способа описания синтаксических закономерностей языка. Для практики интересны не просто грамматики, но грамматики, которые могут быть заданы в рамках единого подхода (формализма или парадигмы). Иначе говоря, на основе единого языка (метаязыка) описания грамматик всех формальных языков. Тогда можно придумать алгоритм для компьютера, который будет брать на вход описание грамматики, сделанное на этом метаязыке, и что-то делать с цепочками языка.

Такие парадигмы описания грамматик называют синтаксическими теориями. Формальная грамматика — это математическая модель грамматики, описанная в рамках какой-то синтаксической теории. Таких теорий придумано довольно много. Самый известный метаязык для задания грамматик — это порождающие грамматики Хомского. Но имеются и другие формализмы. Один из таких них — окрестностные грамматики, будет описан чуть ниже.

С алгоритмической точки зрения грамматики можно подразделить по способу задания языка. Имеются три основных таких способа (вида грамматик):

· Распознающие грамматики. Такие грамматики представляют собой устройства (алгоритмы), которым на вход подается цепочка языка, а на выходе устройство печатает «Да», если цепочка принадлежит языку, и «Нет» — в противном случае.

· Порождающие грамматики. Этот вид устройств используется для порождения цепочек языков по требованию. Образно говоря, при нажатии кнопки будет сгенерирована некоторая цепочка языка.

· Перечисляющие грамматики. Такие грамматики печатают одну за другой все цепочки языка. Очевидно, что если язык состоит из бесконечного числа цепочек, то процесс перечисления никогда не остановится. Хотя, конечно его можно остановить принудительно в нужный момент времени, например, когда будет напечатана нужная цепочка.


Интересным представляет вопрос о преобразовании видов грамматики друг в друга. Можно ли, имея порождающую грамматику, построить, скажем, перечисляющую? Ответ — да, можно. Для этого достаточно генерировать цепочки, упорядочив их, скажем по длине и порядку символов. Но превратить перечисляющую грамматику в распознающую в общем случае нельзя. Можно использовать следующий метод. Получив на вход цепочку, запустить процесс перечисления цепочек и ждать, напечатает ли перечисляющая грамматика эту цепочку или нет. Если такая цепочка напечатана, то заканчиваем процесс перечисления и печатаем «Да». Если цепочка принадлежит языку, то она обязательно будет напечатана и, таким образом, распознана. Но, если цепочка не принадлежит языку, то процесс распознавания будет продолжаться бесконечно. Программа распознающей грамматики зациклится. В этом смысле мощность распознающих грамматик меньше мощности порождающих и перечисляющих. Это следует иметь ввиду, когда сравнивают порождающие грамматики Хомского и распознающие машины Тьюринга.

Окрестностные грамматики


В середине 60-х годов советский математик Юлий Анатольевич Шрейдер предложил простой способ описания синтаксиса языков на основе т.н. окрестностных грамматик. Для каждого символа языка задается конечное число его «окрестностей» — цепочек, содержащих данный символ (центр окрестности) где-то внутри. Набор таких окрестностей для каждого символа алфавита языка называется окрестностной грамматикой. Цепочка считается принадлежащей языку, задаваемому окрестностной грамматикой, если каждый символ этой цепочки входит в нее вместе с некоторой своей окрестностью.

В качестве примера рассмотрим язык A = {a+a, a+a+a, a+a+a+a,...}. Этот язык представляет собой простейшую модель языка арифметических выражений, где роль чисел играет символ «a», а роль операций — символ "+". Составим для этого языка окрестностную грамматику. Зададим окрестности для символа «a». Символ «a» может встречаться в цепочках языка A в трех синтаксических контекстах: вначале, между двумя символами "+" и в конце. Для обозначения начала и конца цепочки введем псевдосимвол "#". Тогда окрестности символа «a» будут следующими: #a+, +a+, +a#. Обычно для выделения центра окрестности этот символ в цепочке подчеркивается (ведь в цепочке могут быть и другие такие символы, которые не являются центром!), здесь этого делать не будем за неимением простой технической возможности. Символ "+" встречается только между двух символов «a», поэтому для него задается одна окрестность, цепочка a+a.

Рассмотрим цепочку a+a+a и проверим, принадлежит ли она языку. Первый символ «a» цепочки входит в нее вместе с окрестностью #a+. Второй символ "+" входит в цепочку вместе с окрестностью a+a. Подобное вхождение можно проверить и для остальных символов цепочки, т.е. данная цепочка принадлежит языку, как и следовало ожидать. Но, например, цепочка a+aa языку A не принадлежит, поскольку последний и предпоследний символы «a» не имеют окрестностей, с которыми они входят в эту цепочку.

Не всякий язык может быть описан окрестностной грамматикой. Рассмотрим, например, язык B, цепочки которого начинаются либо с символа «0», либо с символа «1». В последнем случае далее в цепочке могут идти символы «a» и «b». Если же цепочка начинается с нуля, то далее могут идти только символы «a». Нетрудно доказать, что для этого языка нельзя придумать никакой окрестностной грамматики. Легитимность вхождения символа «b» в цепочку обусловлена ее первым символом. Для любой окрестностной грамматики, в которой задается связь между символами «b» и «1» можно будет подобрать достаточно длинную цепочку, чтобы всякая окрестность символа «b» не доставала до начала цепочки. Тогда в начало можно будет подставить символ «0» и цепочка будет принадлежать языку A, что не отвечает нашим интуитивным представлениям о синтаксическом строении цепочек этого языка.

С другой стороны, легко можно построить конечный автомат, который распознает этот язык. Значит, класс языков, которые описываются окрестностными грамматиками, уже класса автоматных языков. Языки, задаваемые окрестностными грамматиками, будем называть шрейдеровскими. Таким образом, в иерархии языков можно выделить класс шрейдеровских языков, который является подклассом автоматных языков.

Можно сказать, что шрейдеровские языки задают одно простое синтаксическое отношение — «быть рядом» или отношение непосредственного предшествования. Отношение дальнего предшествования (которое, очевидно, присутствует в языке B) окрестностной грамматикой задано быть не может. Но, если визуализировать синтаксические отношения в цепочках языка, то для диаграмм отношений, в которые превращаются такие цепочки, можно придумать окрестностную грамматику.
Как появились регулярные выражения 

Небольшое предисловие


Меня всегда интересовала история появлений научных понятий. Перед изучающим новый предмет сначала встает череда безликих определений. Некоторые из них таковыми и остаются, другие привлекают внимание и со временем вырастают в полноценные объекты «картины мира». В качестве недоступного идеала такого стремления можно привести высказывание Литлвуда о Рамануджане:

каждое натуральное число было его лучшим другом


Мне всегда было интересно не только освоить понятие, но и разобраться, как оно появилось. За каждым определением всегда стоит личность. Интересно понять, какие идеи лежали в основе того или иного понятия и почему новые определения были восприняты и поддержаны другими людьми с таким энтузиазмом, что остались в учебниках.

Далее будет приведено небольшое исследование подобного рода, объектом которого является понятие регулярного выражения.


Нейронные сети МакКаллока-Питса


Как это ни удивительно, но основной мотивацией для введения понятия регулярного выражения послужили нейронные сети. Немного об истории осознания этого понятия.

Понятие нейронной сети появилось в результате междисциплинарного взаимодействия. В 1942 году Уолтер Питтс — американский логик, работавший, в основном, в области когнитивной психологии, познакомился с известным физиологом Уорреном МакКаллоком. МакКаллок приехал в Чикаго для работы в местном Университете. У Питтса не было жилья и МакКаллок предложил пожить у него. Следствием зародившихся отношений стала работа «Логическое исчисление идей, относящихся к нервной деятельности».

В работе была предложена модель нервной деятельности человека. Эта модель была основана на абстракции понятия нейрона. Математический объект, полученный в результате такой абстракции, называют нейроном МакКаллока-Питса. Нейрон МакКаллока-Питтса представляет собой формальную модель нервной клетки, состоящей из тела и нескольких отростков, называемых нервными волокнами. В модели МакКаллока-Питтса клетка — это ячейка, снабженная специальным числовым атрибутом, так называемым порогом. Из каждого нейрона выходит ребро, моделирующее нервное волокно и называемое аксоном. Аксон может разветвляться, но обязательно является входом для одного или нескольких других нейронов. Таким образом, кроме исходящего волокна (аксона) нейрон имеет несколько входящих волокон (синапсов). 

Некоторые из входов могут быть возбуждающими, другие — тормозящими. Возбуждающие волокна обозначаются обычной стрелкой, а тормозящие — прерывистой стрелкой. Каждый нейрон генерирует сигнал на аксоне только в том случае, если количество возбуждающих входных сигналов превышает порог данного нейрона. Аксоны обозначаются сплошными исходящими стрелками. Тело нейрона обозначается треугольником. Таким образом, нейрон МакКаллока-Питтса можно изобразить следующим образом:
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Нейроны объединяются в сети, называемые нейронными сетями МакКаллока-Питтса. Вся сеть функционирует как конечный автомат. Для этого в сети вводится понятие времени. В каждый момент времени выходной сигнал от некоторого нейрона переходит на вход того нейрона, к которому этот нейрон подключен в качестве входа. Таким образом, фиксируя моменты времени, мы получаем состояния нервной сети, а переход из одного состояния в другое происходит при увеличении текущего момента времени.

Аксоны некоторых нейронов в сети могут быть синапсами для этих же нейронов, т.е. нейроны могут образовывать «петли». Наличие петель очень важно для нейронной сети МакКаллока-Питтса. Петли позволяют запоминать сигналы, которые были поданы на вход. Если на вход нейрона был подан сигнал, то можно возбудить аксон, который является входом для этого же нейрона, и, таким образом, с этого момента данный нейрон будет находиться в активном состоянии, самовозбуждаясь с каждым новым моментом времени.

Рассмотрим, например, нейронную сеть МакКаллока-Питтса, которая является простейшим запоминающим устройством. Собственно, запоминающим устройством будет один нейрон с петлей, остальные элементы сети представляют собой «обслуживающие» элементы.
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Возбуждение некоторого сигнала на выходе сети будем называть событием. Возникает вопрос: можно ли по данному событию определить его предысторию, т.е. последовательность прохождения сигналов по сети в предыдущие моменты времени так, чтобы дойти до входов в данную сеть? Если принять во внимание, что сети МакКаллока-Питтса были придуманы для моделирования деятельности мозга, то этот вопрос можно переформулировать так: какие внешние факторы привели к тому состоянию ума, в котором в данный ситуации он находится? Оказывается, наличие петель не дает возможности точно определить, когда произошло данное событие, а наличие альтернатив (входов от двух различных нейронов в данный нейрон) не позволяет определить точно, где это событие произошло. МакКаллок и Питтс считали, что именно это ограничение является основой психологического феномена под названием «абстракция».

Регулярные события


Американский математик Стивен Клини изучал события в сетях МакКаллока-Питтса. В работе «Представление событий в нервных сетях и конечных автоматах» Клини предложил изящный способ описания таких событий с помощью языка регулярных выражений. Можно сказать, что всякая сеть МакКаллока-Питтса представима в виде регулярного выражения, описывающего входы этой сети и предыстории входных сигналов, которые привели к тому, что возбудился один из выходных сигналов.

Напомним, что событием в сети МакКаллока-Питтса называется появление сигнала на ее выходе, т.е. на аксоне, который не является синапсом ни для какого нейрона данной сети. Клини изучал вопрос: возбуждение каких входов (т.е. синапсов каких-то нейронов сети, которые не являются аксонами никаких нейронов данной сети) в сеть привело к тому, что на данном выходе появился сигнал? Рассмотрим в качестве примера, сеть, изображенную на рисунке ниже:
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Предположим, что на вход синапса, обозначенного символом a, подается сигнал. Единственный нейрон данной сети имеет порог 2, поэтому аксон этого нейрона будет возбужден только в том случае, если будет активен синапс начала S. В этом случае аксон R активен, но также активно его ответвление, снова входящее в нейрон. Что мы можем сказать в момент времени t о том, какова предыстория появления сигнала R на выходе? Оказывается, только то, что в момент времени t-1 точно был активен аксон a. Также можно предположить, что в момент времени t-2 и ранее аксон a также мог быть возбужден. Мы не можем точно сказать, было ли это в действительности, а если и было, то в какой момент времени аксон a стал активным. Поэтому нашу гипотезу мы выражаем посредством a*. Таким образом, предысторию появления события R можно описать выражением a*a. Очевидно, везде, где в сети встречаются петли, мы не сможем точно сказать о времени появления возбуждающего сигнала на входе.

Существуют также неточности другого рода. Рассмотрим следующую сеть:
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Здесь выходной синапс R возбуждается, если активны аксоны c и синапс предыдущего нейрона. Что мы можем сказать о том, когда будет возбужден этот синапс? Оказывается, только то, что один из аксонов a или b возбужден. Этот факт мы обозначаем посредством выражения a|b. Таким образом, предысторию возникновения события R можно описать как (a|b)c.

В рассмотренных примерах мы получили удобный способ описания событий в сетях МакКаллока-Питтса. Для описания используются три оператора: *, | и оператор конкатенации (присоединения). Оказывается, с помощью этих трех операторов можно описать события в любой сети МакКаллока-Питтса. Событий, которые не описывались бы подобным образом, в сетях МакКаллока-Питтса не существует. Это предмет доказательства т.н. теоремы Клини. События, которые могут быть описаны посредством указанных выше операторов, Клини назвал регулярными (в том смысле, что других событий не имеется). Регулярные события можно описывать выражениями, используя для этого операторы *, | и конкатенации. Такие выражения получили название регулярных выражений. Учитывая, что каждая сеть МакКаллока-Питтса представляет собой конечный автомат, мы получили удобный способ описания автоматных языков с помощью регулярных выражений.

Забытое возвращается


Работа Клини вышла в середине 50-х годов двадцатого века. Как часто случается с научными понятиями, не находящими себе применения, работа была забыта. Так продолжалось бы и до сих пор, но в конце 60-х годов американский программист Кен Томпсон обнаружил, что регулярные выражения удобно использовать для задания шаблонов поиска строк в длинных текстах. Регулярное выражение преобразуется в конечный автомат, которые производит поиск строк, соответствующих шаблонам. Для построения конечного автомата Томпсон придумал специальный алгоритм, который сейчас носит название «построение Томпсона». Томпсон включил механизм поиска по регулярным выражениям в разрабатываемый им текстовый редактор ed и с тех пор регулярные выражения стали de facto стандартом для задания поисковых шаблонов.

История понятия регулярного выражения дает хорошую возможность увидеть, как эволюционируют объекты человеческой мысли, путешествуя от одних областей человеческой деятельности к другим. Эти области могут быть очень далеки друг от друга, и обмен понятиями между этими областями часто выглядит неожиданно. Интересно, что глубокая работа Клини, в которой были введены регулярные выражения, не сделала это понятие известным. Но, по сути, простое утилитарное применение понятия, возвело регулярные выражения на пик славы.

Порождающие грамматики Хомского

Небольшое предисловие


Этот текст является продолжением поста , в котором автор попытался как можно более просто и без сложных математических выкладок описать понятия формального языка и грамматики. На этот текст пришло достаточно много откликов и автор счел себя обязанным написать продолжение.

Ниже описывается формализм порождающих грамматик Хомского. Методы задания языка с помощью порождающих грамматик сейчас довольно популярны, особенно для машинной обработки компьютерных языков. Но обычно изучение порождающих грамматик в теории трансляторов заканчивается на контекстно-свободных грамматиках. Последние являются довольно узким специальным классом порождающих грамматик Хомского и обычно используются как вид категориальных грамматик (как конкретно это делается, будет показано ниже) для задания синтаксических анализаторов. Последнее обстоятельство только затуманивает понимание подхода Хомского. Дальнейшее изложение предназначено тем, кому интересно понять, в чем состоит этот подход.
Определение порождающей грамматики


Грамматика представляет собой конечное описание формального языка. Формальный язык, в свою очередь, является произвольным множеством цепочек, составленных из символов некоторого конечного алфавита. Произвольность множества здесь понимается в том смысле, что оно может быть бесконечным, конечным или пустым.

Формализм порождающих грамматик Хомского был введен Ноамом Хомским в конце 50-х годов прошлого века. За короткое время этот формализм обрел необычайную популярность. Некоторое время порождающие грамматики рассматривались как панацея — универсальный подход для задания всевозможных языков, в том числе и естественных (т.е. языков, которые люди используют для повседневного общения между собой). Но время показало, что порождающие грамматики для описания естественных языков не очень удобны. Сейчас порождающие грамматики применяются, в основном, для описания синтаксиса формальных языков, подобных языкам программирования и другим компьютерным языкам.

Порождающая грамматика Хомского задается как множество «правил порождения» (продукций). Каждое правило является просто парой цепочек (w', w'') и задает возможность замены левой цепочки на правую при генерации цепочек языка, задаваемого грамматикой. По этой причине, правила обычно записывают в виде w' --> w'', указывая конкретно, что на что можно заменять. Множество правил в грамматике должно быть непустым и конечным, и обычно обозначается латинской P.

Цепочки в правилах грамматики могут быть составлены из символов двух алфавитов: алфавита терминальных символов (терминалов) и алфавита нетерминальных символов (нетерминалов). Алфавит терминалов обозначают через T. Этот алфавит на самом деле совпадает с алфавитом того формального языка, который задает данная грамматика. Смысл термина «терминальный» состоит в том, что в правилах грамматики в левой части не может быть цепочек, которые составлены только из терминальных символов. Поэтому, если такая цепочка получилась в результате подстановки, то следующая процесс порождения цепочки остановится (terminate). Нетерминальные символы используются в промежуточных порождениях цепочек. Смысл нетерминала в задании алгоритма порождения цепочки может быть самый разный и обычно зависит от типа грамматики, в которой этот символ используется. Различные примеры использования нетерминальных символов будут рассмотрены ниже.

Но один нетерминальный символ всегда имеет один и тот же смысл — он обозначает все цепочки языка. Называется этот нетерминал «начальным нетерминальным символов порождающей грамматики» и обычно обозначается посредством латинского S (start или sentence). В каждой порождающей грамматике обязательно должно быть правило, к которого левая часть состоит из единственного начального нетерминала, иначе в данной грамматике нельзя будет породить даже одной цепочки.

Итак, порождающая грамматика Хомского — это четверка G = {N, T, P, S}, где

· N — конечный алфавит нетерминальных символов.

· T — конечный алфавит терминальных символов (совпадает с алфавитом языка, задаваемого грамматикой).

· P — конечное множество правил порождения.

· S — начальный нетерминал грамматики G.

Язык порождающей грамматики


Порождающая грамматика Хомского задает язык посредством конечного числа подстановок цепочек из начального нетерминала грамматики на основе правил порождения. Опишем это чуть более конкретно.

Шаг порождения w' alpha w'' => w' beta w'' состоит в замене подцепочки alpha на подцепочку beta в соответствии с правилом порождения alpha --> beta. При этом, очевидно, из цепочки w' alpha w'' получается цепочка w' beta w''. Иначе говоря, если имеется некоторая цепочка и некоторая ее подцепочка является левой частью какого-то правила грамматики, то мы имеем полное право заменить эту левую часть правила на правую. Конечная последовательность шагов порождений называется порождением. Нуль или более порождений будет обозначать знаком =>*. Обозначение alpha =>* beta говорит о том, что цепочка beta получена из цепочки alpha конечным числом подстановок на основе правил порождения. В этом обозначении может быть так, что подстановка (порождение) не была применена ни разу, в этом случае цепочка alpha совпадает с beta.

Итак, язык порождающей грамматики G = {N, T, P, S} — это множество цепочек, составленных из терминальных символов и порожденных из начального символа грамматики. Математическая формула такова: L = {w | S =>* w}.

Для иллюстрации приведем два простых примера.

Пример очень простого языка


Пусть язык L состоит из одной цепочки, которая состоит из единственного символа a. Иначе говоря, L = {a}. Для порождения цепочки a достаточно одного правила S --> a. Единственное порождение, которое может быть в данной грамматике — это S => a.

Следует заметить, что для этого языка можно было бы ввести еще один нетерминальный символ, скажем, символ A, а также правила S --> A и A --> a. Тогда единственным порождением было бы следующее: S => A => a. Так как алфавит нетерминалов грамматики мы выбираем произвольно, становится понятно, что даже для такого простого языка имеется бесконечное множество порождающих грамматик, задающих данный язык.

Язык простых арифметических выражений


Рассмотрим язык A = {a+a, a+a+a, a+a+a+a, ...}. Цепочки этого языка представляют собой последовательности символов a, разделенных символами +. Как задать правила порождения этого языка? Заметим, что каждая цепочка языка начинается с символа a за которым идет одна или более цепочек +a. Соответственно, возникает мысль сначала породить символ a, а затем каждая цепочка языка будет получаться присоединением к этому символу справа одной или более цепочек +a. Чтобы отделить эти две стадии порождения друг от друга, введем нетерминальный символ A. Тогда, получим грамматику со следующими правилами: S --> aA, A --> +aA, A --> +a.

Рассмотрим, например, как можно породить цепочку a+a+a. S => aA => a+aA => a+a+a. В этом порождении последовательно были применены все три правила: S --> aA, A --> +aA, A --> +a.

Язык A содержит бесконечное число цепочек, значит, ограничения на длину цепочки в этом языке нет. Единственный способ порождать цепочки неограниченной длины, это использовать рекурсивные правила порождения, т.е. правила, в которых в правой части правила содержится его левая часть. В примере выше это правило A --> +aA. Левая часть — это цепочка из единственного символа A, который также содержится и в правой части. Такая рекурсия позволяет последовательно применять в подстановке одно и то же правила, увеличивая, сколько необходимо, длину порождаемой цепочки. Рекурсия может быть и опосредованной, через промежуточные правила. Например, правила A --> aBc, B --> deA задают опосредованную рекурсию цепочки A.

Классы грамматик


Ноам Хомский ввел классы грамматик (и соответствующие классы языков) задавая ограничения на вид правил порождающей грамматики. Каждый класс грамматик имеет свою описательную мощность. Описательную мощность класса грамматик можно охарактеризовать, как возможность выражений в правилах грамматики определенных синтаксических отношений. Рассмотрим, как классы грамматик задают синтаксические отношения.

Грамматики типа 3


Этот класс грамматик задает алгоритм порождения цепочек присоединением некоторого количества терминальных символов с правого или левого края порождаемой цепочки. Очевидно, что правила для такого метода порождения должны иметь вид A --> alpha B или A --> B alpha, где alpha — цепочка, состоящая из терминальных символов. В этом случае, если имеется промежуточная (в процессе порождения) цепочка X1..Xn A, то замена в соответствии с правилом A --> alpha B даст цепочку X1..Xn alpha B. Например, для правил S --> aaaA, A --> abcA и A --> bbb можно задать порождение S => aaaA => aaaabcA => aaaabcbbb.

Синтаксическое отношение, которое задается грамматиками типа 3, можно обозначить термином «быть рядом». Под «рядом» здесь подразумевается как непосредственно рядом, если это задано в правой части какого-то правила порождения, так и опосредованно рядом, через нетерминальные символы в связанных между собой правилах порождения.

Для математической строгости строку терминальных символов в правилах грамматик типа 3 разбивают на несколько правил с одним терминальным символом в правой части. Например, если имеется правило A --> abcB, то его можно заменить на следующие правила, применение которых в результате порождает ту же цепочку: A --> a A1, A1 --> b A2, A2 --> cB. Иначе говоря, подстановка A => abcB эквивалентна последовательности подстановок A => a A1 => a b A2 => abcB. Такие грамматики, где нетерминальный символ стоит справа в правой части правила, называют праволинейными грамматиками, если в правой части нетерминальный символ стоит слева от терминала, то грамматику называют леволинейной.

Зададим, например леволинейную грамматику для языка A = {a+a, a+a+a, a+a+a+a, ...}. Правила грамматики типа 3, как было рассмотрено выше, это: S --> aA, A --> +aA, A --> +a. Здесь цепочки порождаются присоединением пары символов справа. Изменим грамматику так, чтобы символы присоединялись слева, а также добавим нетерминальные символы, чтобы каждый раз добавлять только по одному символу. Получим грамматику:
S --> Aa
A --> B+
B --> Aa
B --> a
Вот как выглядит порождение цепочки a+a+a: S => Aa => B+a => Aa+a => B+a+a => a+a+a.

Внимательный читатель вероятно заметил, что грамматика типа 3 похожа на попрождающий автомат, в котором роль состояний играют нетерминальный символы грамматики. Одна из возможных интерпретаций этой грамматики — это, действительно, конечный автомат.

Контекстно-свободные грамматики


Контекстно-свободные грамматики имеют правила вида: A --> alpha. В левой части правила должен стоять один символ (конечно, нетерминальный), а справа может быть любая цепочка из терминальных и нетерминальных символов (в том числе и пустая).

КС-грамматики задают два вида синтаксических отношений: отношение «быть рядом» и отношение «быть частью» или отношение иерархии. Отношение иерархии наиболее естественно для человеческого ума. Человеку свойственно типизировать вещи, т.е. рассматривать конкретные объекты своего мышления как части какого-то общего типа (класса). Каждая вещь, о которой думает человек, является экземпляром некоторого класса. Например, конкретный стул является экземпляром класса «стул» с соответствующими признаками. Человеческому уму также свойственно разделять типы на подтипы, двигаясь от более конкретных типов к более абстрактным. Скажем, стул есть подтип типа мебель, мебель есть подтип типа предмет, предмет есть подтип типа объект и т.п. Отношение «тип-подтип» и есть отношение иерархии.

КС-грамматика может быть проинтерпретирована как категориальная грамматика, т.е. грамматика типов. Символы грамматики в этом случае могут мыслиться как типы, а правила тогда задают отношение иерархии между типами. Нетерминальные символы выступают как сложные типы, а терминальный символы — как атомарные типы, у которых не может быть подтипов. Такая интерпретация КС-грамматики очень популярна и часто используется при создании трансляторов языков. Но, задавая класс КС-грамматик, Хомский имел ввиду нечто другое.

Ввиду того, что КС-грамматика является порождающей, она задает алгоритм (строго говоря, не алгоритм, но исчисление — многовариантный алгоритм) порождения цепочек языка. Порождение здесь задается не только присоединением цепочек справа или слева имеющейся цепочки, но и вставкой цепочки куда-нибудь внутрь имеющейся. Вставка производится заменой нетерминального символа в цепочке на цепочку, которая стоит в правой части некоторого правила, в левой части которого находится этот нетерминал. Скажем, цепочку aabBBACbbb можно преобразовать в цепочку aabBBaaaCbbb, если есть правило A --> aaa. В этом смысле, порождаемая цепочка растет не равномерно с какого-то края, но как-бы «пухнет» изнутри.

Проиллюстрируем сказанное на примере. Рассмотрим язык L = {a^n b^n | n = 1, 2, 3,...}. Выражение a^n здесь означает повторение n раз символа a. Таким образом, язык L состоит из цепочке вида ab, aabb, aaabbb и т.д. Зададим КС-грамматику для этого языка. Для этого заметим, что из цепочки языка можно получить другую цепочку языка, присоединяя к первой слева символ a, а справа символ b. Скажем, если имеется цепочка aabb, то из нее можно получить цепочку aaabbb. Это замечание дает правило порождения S --> aSb (напомним, что цепочки языка порождаются из начального нетерминала грамматики и, значит, могут быть обозначены этим символом). Есть еще специальный случай цепочки, которая не дробится на более мелкие — это цепочка ab. Введем для ее порождения правило S --> ab. Итак, грамматика языка имеет правила: S --> aSb и S --> ab. Зададим порождение цепочки aaabbb: S => aSb => aaSbb => aaabbb.

Контекстно-зависимые грамматики и грамматики без ограничений


В правилах КС-грамматики нетерминальный символ в левой части правила порождения можно менять на правую часть в любом месте порождаемой цепочки, где бы этот символ не встретился. Но иногда хотелось бы различать контексты, в которых находится символ в цепочке, и в одних случаях производить замену символа, в других — нет. Правила КС-грамматики этого делать не позволяют, поэтому для таких случаев необходимы правила специального вида.

Контекстно-зависимая грамматика имеет правила вида w' A w'' --> w' alpha w''. Здесь w' и w'' — цепочки (может быть пустые), составленные из терминальных и нетерминальных символов грамматики, alpha — непустая цепочка из тех же символов. Иначе говоря, нетерминальный символ A заменяется на цепочку alpha в контексте цепочек w' и w''.

С КЗ-грамматикой связан другой класс грамматик — неукорачивающие грамматики. Правила в таких грамматиках должны удовлетворять одному условию: длина правой части должна быть не меньше длины левой части. Так как в правилах КЗ-грамматик имеется условие, чтобы цепочка alpha была непустая, то эти грамматики также являются неукорачивающими. Но, самое интересное состоит в том, что для каждого языка, заданного неукорачивающей грамматикой, может быть придумана КЗ-грамматика, задающая тот же язык. Иначе говоря, классы языков, задаваемых КЗ-грамматиками и неукорачивающими грамматиками, совпадают.

Зачем так необходимо выделять класс языков, задаваемых неукорачивающими грамматиками? Дело в том, что для таких языков можно задать распознающий автомат. Распознающая грамматика конструируется следующим образом: получая на вход цепочку, последовательно делаем порождения, упорядочивая их по длине порождаемой цепочки. Т.к. грамматика неукорачивающая, то таких порождений будет конечное множество и, если среди них не нашлось совпадения с данной на вход цепочкой, то напечатать «нет».

Для грамматики без ограничений на вид правил такой алгоритм распознавания в общем случае построить нельзя. Порождаемая цепочка может вести себя как «гармошка», раздуваясь и сдуваясь в процессе порождения. Поэтому достижение порождаемой цепочкой определенной длины не гарантирует, что далее в процессе порождения не будет получена поданная на вход цепочка.

Действительно ли КЗ-языки образуют собственный класс, не совпадает ли этот класс с классом КС-языков. Иначе говоря, есть ли язык, для которого гарантировано нельзя задать КС-грамматику, но можно задать КЗ-грамматику? Ответ: да, такие языки есть. В качестве примера такого языка можно привести следующий язык L = {ww}. Цепочки этого языка составлены из двух повторяющихся цепочек над каким-то алфавитом. Доказывать, что для этого языка нельзя построить КС-грамматики мы здесь не будем. КЗ-грамматику можно задать на основе следующего соображения. Сначала сгенерировать цепочку w и нетерминальный символ, скажем A, т.е. получить цепочку Aw. Затем продвинуть символ A сквозь цепочку w, генерируя по ходу копии символов этой цепочки, после чего продвинуть эти символы направо. Примерно то же, как это будет реализовано в примере ниже.

Рассмотрим пример задания грамматики для языка L = {a^n^2 | n = 1, 2, 3, ...}. Цепочки этого языка состоят из символов a, причем число этих символов есть квадрат натурального числа: 1, 4, 9, 25 и т.д. Мы зададим для этого языка грамматику без ограничений. Генерация цепочек будет состоять из следующих этапов:

1. Генерация n символов для некоторого натурального числа n.

2. Порождение из этого числа символов n^2 символов.

3. Преобразование этих символов в символы a.


Для реализации первого этапа добавляем правила
S --> LS'R
S' --> AS'B
S' --> AB 

Первым правилом оборачиваем порождаемую цепочку в ограничители L и R. Они нам понадобятся в дальнейшем для реализации третьей фазы генерации. Оставшиеся два правила просто генерируют цепочку вида AA...ABB...B, где число символов A и B совпадает.

Теперь необходимо породить n^2 символов на основе цепочке AA...ABB...B. Это делает простым приемом. Двигаем символы B налево и, при каждом переходе через символ A, порождать еще один символ C. Через символы C символ A может свободно проходить направо, а символ B — налево. Правила для этого этапа следующие:
AB --> BAC
AC --> CA
CB --> BC
Когда все символы B дойдут до левого края, перейдя символы A, символов C будет ровно n^2. 

Теперь надо освободиться от символов L, A, B и R, а также преобразовать символы C в символы a. Для этого аннигилируем символ B при его проходе до левого края, т.е. до символа L. Соответственно поступаем и с символом A на правом крае. При реализации такой стратегии останется цепочка вида LCC....CR. Чтобы избавится от символов L и R, начинаем двигать левый ограничитель к правому и, при их соприкосновении, уничтожаем эти символы. Заодно, при прохождении через символы L, преобразуем их в символы a. Приведем правила для этой фазы генерации.
LB --> L
AR --> R
LC --> aL
LR --> epsilon
Здесь epsilon обозначает пустую цепочку.

Приведем в качестве примера порождение цепочки aaaa: S => LS'R => LAS'BR => LAABBR => LABACBR => LBACACBR => LACACBR => LACABCR => LACBACCR => LABCACCR => LBACCACCR => LACCACCR => LCACACCR => LCCAACCR => LCCACACR => LCCACCAR => LCCACCR => LCCCACR => LCCCCAR => LCCCCR => aLCCCR => aaLCCR => aaaLCR => aaaaLR => aaaa
Заключение


Автор надеется, что последний пример ясно продемонстрировал читателю, что порождающая грамматика Хомского представляет собой своего рода программу, предназначенную для генерации цепочек формального языка, задаваемого этой грамматикой. Язык задания программы довольно специфический, соответственно и реализация «программ генерации» (грамматик) требует опыта и определенной привычки в их написании.

Порождающие грамматики Хомского основаны на глубоких идеях и нет ничего удивительного в том, что какие-то подклассы этого вида грамматик генерируют не только определенный вида языков, но и пересекаются с идеями из других разделов математической лингвистики. К таких разделам относятся категориальные грамматики и распознающие автоматы. Конечно, в этом тексте описаны только основные идеи, теория порождающих грамматик шире и глубже, чтобы ее можно было описать в рамках одной статьи.
Комментарии

Спасибо за статью, все понятно и доступно!

Один вопрос по следующей цитате:

В этом смысле мощность распознающих грамматик меньше мощности порождающих и перечисляющих


Нет ли здесь опечатки? Мне показалось, что мощность распознающих грамматик должна быть больше мощности порождающих и перечисляющих, потому что, имея распознающую грамматику, можно получить порождающую или перечисляющую, но не наоборот. Возможный алгоритм — перебирать все цепочки символов в алфавитном порядке и выводить те из них, которые проверены распознающей грамматикой на принадлежность языку.

· 
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0 Под мощностью класса грамматики здесь подразумевается возможность задавать некоторый класс языков. Некоторые языки, которые могут быть заданы перечисляющей грамматикой, не могут быть заданы распознающей грамматикой, хотя обратное утверждение, как Вы верно заметили, всегда выполняется. Т.е. имеется вложение класса распознаваемых языков в класс перечислимых. В теории алгоритмов используются термины рекурсивное и рекурсивно-перечислимое множество. Там утверждение о неэквивалентности этих классов множеств (языков) — одна из основных теорем.
Спасибо за статью. 

Впервые вижу, чтобы автоматы называли грамматикам — зачем путаете добрых людей? :)

ЕМНИП, по Хопкрофту и Ульману, более правильно называть способы задания языков «формализмами», тогда грамматики — порождающие формализмы (можно получить какую-то, не очень заранее известно какую, цепочку последовательным раскрытием правил), а автоматы — распознающие формализмы (можно алгоритмически ответить на вопрос, принадлежит ли данная цепочка в алфавите V языку или нет). 

Перечисляющая же «грамматика» — это попросту говоря «список всех цепочек языка», который в случае бесконечного языка попросту не является конечным объектом (как, скажем, и гипотетическая запись числа Пи без ограничения числа значащих цифр).

· 
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+2 Грамматика — это необязательно автомат. Можно задать грамматику языка, которая не будет алгоритмом, т.е. не предназначена для задания языка. Например, окрестностная грамматика в этом тексте просто описывает синтаксические свойства языка, хотя может быть использована для задания распознающей грамматики очевидным образом. Такой вид грамматик, которые описывают язык, но не определяют алгоритм его задания, я называю описательными грамматиками. Другой вид описательной грамматики — категориальная грамматика Ламбека. Эта грамматика, конечно, превращается в алгоритм распознавания цепочек, т.е. в исчисление, которое применяется к цепочке на основе правил редукции, но важна и сама по себе, как описание синтаксических закономерностей языка.

Грамматики могут быть не только порождающие, как Вы написали выше, но и другого типа (распознающие, перечисляющие). Например, машину Тьюринга можно считать распознающей грамматикой, если использовать первую с вполне определенными довольно узкими целями: для распознавания множества цепочек. В этом смысле, определение грамматики уже определения алгоритма. Интересный вид перечисляющей грамматики — формальные степенные ряды над контекстно-свободными языками. Формализм, на мой взгляд, явно недооцененный.

Резюмируя, грамматика — это не только алгоритм задания языка, но и описание синтаксических закономерностей. В лингвистике, например, принимается во внимание исключительно второй аспект определения, на первый не особо обращают внимание. Конечно, с математической точки зрения важно понимать, как конкретный формализм задает язык, но это не обязательно самое главное в изучении синтаксических свойств языка. Теория алгоритмов изучает закономерности процессов вычислений и, ясно, что любое задание языка протекает во времени и, следовательно, является процессом. Отсюда можно сделать вывод, что любая грамматика, если ее применять как процесс задания языка, неизбежно превращается в один из возможных типов алгоритмов задания множества цепочек. Но грамматика — не алгоритм, но нечто большее. Поэтому я предпочитаю использовать термин «грамматика» вместо термина «автомат».
Snowbear 19.04.13 в 15:08 
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  Обычно для выделения центра окрестности этот символ в цепочке подчеркивается, здесь этого делать не будем за неимением простой технической возможности.



Подчеркивание — это просто.

  НЛО прилетело и опубликовало эту надпись здесь
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mefrill 
20.04.13 в 21:48 

· 
· 
· 
+1 

Я попытался расширить понятие окрестностной грамматики, надо которым работали Борщев и Хомяков в 70-х годах. Владимир Борисович, кстати, делал доклад по этой работе на Диалоге . Идея та же, что и со шрейдеровскими окрестностными грамматиками. Только они задавали грамматики деревьев вывода контекстно-свободных грамматик. Т.е. они расширили понятие о языке. Язык — это не множество цепочек, но множество синтаксических структур, для КС-грамматик это деревья вывода. Для каждого символа можно задать множество его окрестностей, которые будут уже не цепочки, но «кусты» в дереве. Тогда дерево принадлежит языку в том и только в том случае, если каждая его вершина входит в это дерево вместе с некоторой своей окрестностью (кустом).

Идея здесь на самом деле топологическая. Окрестность — это аналог окрестности точки в топологии, т.е. открытого множества, содержащегося в топологии. Топология и есть ведь набор открытых множеств, заданных для каждой точки пространства. Множество в топологии считается открытым, если каждая точка входит в него вместе с какой-то своей окрестностью. Все это очень похоже на то, что имеется в грамматике. Я понял, что на самом деле в деревьях вывода визуализируется отношение иерархии («быть частью»), которое является основным в КС-грамматике. В цепочках языка имеется отношение непосредственного следования, т.е. «быть рядом». Такие отношения можно рисовать в виде графов, для них я даже придумал специальный термин — синтаграмма. Граф синтаксических отношений цепочки правильный (а значит и сама цепочка принадлежит языку), если каждая вершина этого графа входит в него вместе с некоторой своей окрестностью. Т.е. здесь полный аналог топологии и открытых множеств.

Понятие синтаграммы позволяет абстрагироваться от природы синтаксических отношений. Синтаграммы — это и деревья КС-грамматик, а также и обычные цепочки традиционного формального языка. Но графы — это не множества, поэтому понятия вложения в них другое. Два графа могут вкладываться друг в друга несколькими способами, тогда как для множеств вложение только одно. Значит, математический аппарат топологии сюда 
непосредственно применить не получается. Но можно попытаться применить методы теории категорий, т.е. образовать категорию синтаграмм. В этой категории топологией будет как раз окрестностная грамматика. В теории категорий есть аналог понятия топологического пространства — это т.н. топология Гротендика. Но эта топология сама по себе только на основе категории не строится. Для нее необходимо еще одна категория, куда объекты исходной категории будут отображаться. Я понял, что для синтаксиса такая категория естественным образом появляется.

Если для каждой окрестностной синтаграммы задать множество ее смыслов, то получим функтор (отображение) из категории синтаксиса в категорию семантики этого языка. От природы смыслов мы абстрагируемся, просто считаем, что это элементы какого-то множества. С каждой базовой синтаксической конструкцией связано конечно множество смыслов. Причем наблюдается интересная закономерность. Если мы имеем какую-то синтаграмму, например, дерево вывода какого-то предложения в КС-грамматике Хомского, то она имеет покрытие окрестностными синтаграммами для каждой своей вершины. Т.е. имеется такой подъем, когда любая синтаграмма составляется из окрестностей — отображение наверх, к более сложным частям. С другой стороны, в семантике имеется спуск вниз. Если есть какой-то смысл, связанный с составной конструкцией и есть смыслы связанные с его составными частями, то с каждым смыслов в составной конструкции связаны смыслы его частей. Т.е. это отображение вниз в категории семантики.

Это именно то, что требуется для топологии Гротендика, она примерно так и описывается. Надо только, чтобы при составлении правильной конструкции каждая комбинация смыслов его частей задавала однозначно смысл этой составной конструкции. Но это как раз именно то, что в формальной семантике называют «принципов композиционности», когда семантика конструкции определятся семантикой его частей. В теории категорий в интерпретации синтаксиса, как я его описал, этот принцип связан с понятием пучка.

В общем, эти соображения я попытался формализовать и опубликовать. Работа в результате получилась пограничная, на стыке лингвистики и теории категорий. В результате, как это обычно бывает, ее мало кто понял. На самом деле, работа была бы интересной, если бы на основе этого подхода можно было решить какую-то известную лингвистическую задачу. Но я этого не сделал, работа содержала только формулировку методологии интерпретация синтаксиса в теории категорий. Поэтому работа тогда не пошла. Я разделил текст на две части, про синтаграммы и окрестностные грамматики и про топологию Гротендика в категории синтаграмм. Перевел на английский и опубликовал а сайте архива. Но работа не пошла.

Мне кажется, какие-то вещи в этом подходе интересны и сами по себе. Даже в вещах, на первый взгляд, далеких от лингвистики. Например, известную задачу о раскраске карты можно интерпретировать как задачу построения соответствующей окрестностной грамматики. Ну и интерпретация лингвистических вещей в теории категорий может дать возможность использовать интересные методы и подходы из этой области математики.

Сейчас посмотрел, к сожалению, на моем компьютере тексты статей не сохранились. При желании их можно найти, но для понимания надо освоить какие-то понятия теории категорий. Это конечно трудно.

· НЛО прилетело и опубликовало эту надпись здесь
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· Нашел статьи на русском языке. Статья по синтаксическим топологиям даже перекомпилировал. Правда, не знаю, как ее здесь присоединить. Могу выслать почтой, если необходимо.
Первую статью, в которой задаются сами синтаграммы, я пока не хочу публиковать. За прошедшее время я переосмыслил кое-какие вещи, поэтому хочется заново переформулировать понятия и, заодно, понятия языка и его алфавита. Мне кажется, должно получится что-то интересное.
С работами Прозорова я не знаком. Спасибо за ссылку, почитаю и напишу свое мнение.

Только полноправные пользователи могут оставлять комментарии. Войдите, пожалуйста

Отличная статья, спасибо. 
Еще, мне кажется, стоит написать про нормальную форму Хомского, и приведение к ней грамматик из ненормальной формы. То есть, когда у нас есть NT -> NT1 NT2 NT3 — ненормальная, а нам надо NT -> NT1* NT2*
Приложение 2. 


mefrill 
20.04.13 в 21:48  (автор приложения 2)
Библиотека Strutext обработки текстов на языке C++ 

Введение



Этот текст можно рассматривать как обзор библиотеки Strutext, задуманной автором как набор эффективных алгоритмов лингвистической обработки текста на языке C++. Код библиотеки находится в репозитории на Github. Библиотека имеет открытый исходный код и поставляется под лицензией Apache License 2.0, т.е. может быть использована совершенно бесплатно без каких-либо существенных ограничений.



Последний коммит в репозиторий был произведен 16 февраля 2014 года, иначе говоря, разработка библиотеки не ведется уже более полугода. Но, тем не менее, как представляется автору, библиотека имеет уже достаточно интересных реализованных алгоритмов, чтобы быть полезной тем разработчикам, которые занимаются обработкой текстов на естественных языках.

Сборка Strutext реализована на основе cmake. Почти весь код библиотеки реализован на C++ 2003, однако имеется небольшой скрипт, написанный на Python версии 2.7. Библиотека использует boost версии 1.53 и выше, а также библиотеку Log4Cplus как инструмент для логирования. На данный момент библиотека собирается под Linux с помощью компилятора gcc, но как представляется автору, для сделать сборку под Windows достаточно нетрудно.

Вероятно, возникнет законный вопрос: зачем нужна такая библиотека, если есть, например, ICU? С точки зрения автора, некоторые компоненты библиотеки реализованы недостаточно эффективно. Стиль реализации основан на низкоуровневом C или высокоуровневом Java. Это обстоятельство, с точки зрения автора, не дает возможности удобного и эффективного использования библиотеки ICU в языке C++. Кроме того, в ICU не реализован такой важный компонент, как морфология. Также, одним из основных достоинств библиотеки Strutext является наличия эффективных алгоритмов поиска по тексту на основе реализованной библиотеки конечных автоматов. В общем, ICU реализует только один компонент, обработку символов в UNICODE, и в этом смысле библиотека Strutext предоставляет более широкие возможности.

Структура библиотеки



Strutext задумана как инструмент для обработки текстов на естественных языках на различных уровнях представления этих языков. Обычно выделяют следующие уровни представления языка:

· Символьный уровень. На этом уровне текст документа рассматривается просто как последовательность символов. Символы должны быть каким-то образом классифицированы, т.е. хотелось бы отличать буквы от цифр, знаки пунктуации от пробелов и т.п. Также, подобную классификацию хотелось бы иметь для как можно большего количества языков.

· Лексический уровень. Последовательность символов разделяется на слова. Слова, в свою очередь, можно каким-то образом классифицировать. Класс множества слов называют еще лексическим типом. В классической традиции лексический тип это слово (например, мама), а сами слова называют словоформами (для слова мама это будет: мама, мамой, мамами и т.д.). Набор словоформ слова называют парадигмой, а само слово — лексемой.

· Синтаксический уровень. На этом уровне текст делится на предложения и рассматриваются связи между словами в предложении. Связи в своей основе иерархические, т.е. представляются в виде дерева, но также имеются и более сложные и запутанные отношения.

· Семантический уровень. Это уровень выделения смысловых конструкций, которые строятся на основе синтаксических структур, выделенных из текста документа.


Выделяют еще и другие уровни представления языка, например, прагматический, но здесь это обсуждаться не будет.

Библиотека Strutext на данный момент реализует символьный и лексический уровни представления языка. Основные компоненты библиотеки:

· symbols — реализация символьного уровня представления языка на основе UNICODE32.

· encode — набор итераторов для перекодировки текста.

· automata — реализация библиотеки конечных автоматов, предназначенных для поиска символьных последовательностей в тексте.

· morpho — библиотека морфологического анализа для русского и английского языков.



Описание каждого компонента займет достаточно много места. Поэтому в данном тексте ниже будет описан только компонент symbols. Если аудитория выскажет интерес к библиотеке, то автор с удовольствием продолжит описание в других статьях. Описание компонента можно также рассматривать и как введение в соответствующую область программирования, т.е. пособие, как программно можно реализовать данную компоненту обработки текста. В этом смысле, автор постарался не ограничится простым описанием интерфейса библиотеки, но изложить также идеи и методы реализации, лежащие в ее основе.

Библиотека обработки символов symbols

Немного о UNICODE



Как известно, консорциум UNICODE был создан для выработки стандарта представления символов языков мира в памяти компьютера. Со времени своего образования консорциум выпустил уже семь версия такого представления. В памяти машины символы могут быть закодированы различным образом, в зависимости от целей использования. Например, для представления символов в файлах, когда важно сэкономить на размере, используется представление UTF-8. Если нет необходимости использовать специфические языковые особенности, то можно использовать двухбайтовое представление UTF-16. Для полного представления всей гаммы спецификации UNICODE лучше использовать четырехбайтовое представления UTF-32.

Символы (letters) в стандарте UNICODE подразделяются на классы. Классов сравнительно немного, перечислим некоторые из них:

· Lu — буква в верхнем регистре.

· Ll — буква в нижнем регистре.

· Nd — десятичная цифра.

· Zs — пробел, используемый как разделитель

· Po — знак пунктуации без дополнительной спецификации

· Cc — управляющий символ.



Одна из функций библиотеки symbols состоит в эффективном сопоставлении коду символа в UTF-32 его класса. Для реализации этой функциональности удобно использовать файл UnicodeData.txt. Этот файл содержит перечисление всех символов стандарта, вместе с их четырехбайтовыми кодами (в шестнадцатеричном предствлении) и классами. Файл предназначен для обработки машиной, но понятен и человеку. Например, символ пробела задается строкой вида:

0020;SPACE;Zs;0;WS;;;;;N;;;;;



В файле в качестве разделителей полей используется символ ';'. Соответственно, десятичные цифры задаются следующим образом:

0030;DIGIT ZERO;Nd;0;EN;;0;0;0;N;;;;;

0031;DIGIT ONE;Nd;0;EN;;1;1;1;N;;;;;

0032;DIGIT TWO;Nd;0;EN;;2;2;2;N;;;;;

0033;DIGIT THREE;Nd;0;EN;;3;3;3;N;;;;;

0034;DIGIT FOUR;Nd;0;EN;;4;4;4;N;;;;;

0035;DIGIT FIVE;Nd;0;EN;;5;5;5;N;;;;;

0036;DIGIT SIX;Nd;0;EN;;6;6;6;N;;;;;

0037;DIGIT SEVEN;Nd;0;EN;;7;7;7;N;;;;;

0038;DIGIT EIGHT;Nd;0;EN;;8;8;8;N;;;;;

0039;DIGIT NINE;Nd;0;EN;;9;9;9;N;;;;;



Перечислим также несколько определений букв:

0041;LATIN CAPITAL LETTER A;Lu;0;L;;;;;N;;;;0061;

0042;LATIN CAPITAL LETTER B;Lu;0;L;;;;;N;;;;0062;

0043;LATIN CAPITAL LETTER C;Lu;0;L;;;;;N;;;;0063;

0061;LATIN SMALL LETTER A;Ll;0;L;;;;;N;;;0041;;0041

0062;LATIN SMALL LETTER B;Ll;0;L;;;;;N;;;0042;;0042

0063;LATIN SMALL LETTER C;Ll;0;L;;;;;N;;;0043;;0043



Интересно заметить, что для букв с классами Lu и Ll задаются также коды соответствующих букв нижнего (верхнего) регистров. Это дает возможность реализовать в библиотеке функции преобразования регистров.

Реализация библиотеки symbols



В библиотеке symbols реализована определение UNICODE классов символов, а также преобразование к верхнему или нижнему регистру.

Для задания классов используется перечислитель SymbolClass:

enum SymbolClass {

  UPPERCASE_LETTER      = 0x00000001,

  LOWERCASE_LETTER      = 0x00000002,

  TITLECASE_LETTER      = 0x00000004,

  CASED_LETTER          = UPPERCASE_LETTER | LOWERCASE_LETTER | TITLECASE_LETTER,

  MODIFIER_LETTER       = 0x00000008,

  OTHER_LETTER          = 0x00000010,

  LETTER                = CASED_LETTER | MODIFIER_LETTER | OTHER_LETTER,

  NONSPACING_MARK       = 0x00000020,

...



Элементы перечислителя задаются степенями двойки, поэтому их можно использовать как битовые флаги. В реализации библиотеки для каждого символа задается четырехбайтовое значение, в котором соответствующие его классам биты установлены в единицы. Тогда, проверка на принадлежность символа тому или иному классу — это просто значения соответствующего бита:

template<SymbolClass class_name>

inline bool Is(const SymbolCode& code)  {

  return static_cast<uint32_t>(class_name) & GetSymbolClass(code);

}



Для наиболее часто используемых классов реализованы соответствующие функции:

inline bool IsLetter(const SymbolCode& code) {

  return Is<LETTER>(code);

}

inline bool IsNumber(const SymbolCode& code) {

  return Is<NUMBER>(code);

}

inline bool IsPunctuation(const SymbolCode& code) {

  return Is<PUNCTUATION>(code);

}



Для преобразования в верхний/нижний регистр используются функции ToLower и ToUpper. Следует отметить, что эти функции могут применяться не только к буквам, но и к любым другим символам. Для символа, к которому не применимо понятие регистра, функция возвращает тот же код, который был передан на входе.

Технически все это реализовано достаточно эффективно. На этапе конфигурирования запускает скрипт, написанные на языке Python, который читает файл UnicodeData.txt и генерирует файл symbols.cpp, в котором определены три массива, для классов символов, верхнего и нижнего регистров. Объявлены эти массивы следующим образом:

namespace details {

// The symbol tables declarations.
extern uint32_t    SYM_CLASS_TABLE[];

extern SymbolCode  SYM_UPPER_TABLE[];

extern SymbolCode  SYM_LOWER_TABLE[];

}  // namespace details.


Функции преобразования в верхний и нижний регистры задаются просто:

inline SymbolCode ToLower(const SymbolCode& code) {

  return details::SYM_LOWER_TABLE[code];

}

inline SymbolCode ToUpper(const SymbolCode& code) {

  return details::SYM_UPPER_TABLE[code];

}



Для получения набора классов символа используется следующая функция:

inline const uint32_t& GetSymbolClass(const SymbolCode& code) {

  return details::SYM_CLASS_TABLE[code];

}



Как видно из определения, индексом в массиве служит код символа, поэтому обращение к элементу массива не требует никаких дополнительных затрат. Размер каждого массива ограничен числом символов, определенных в UnicodeData.txt. На данный момент это число равно 0x200000, т.е. каждый массив занимает в памяти 8 Мб, а все вместе — 24 Мб. Это представляется небольшой платой за эффективность.

Конечно, в файлах символы почти никогда не хранятся в UTF-32, неэффективно использовать 4 байта для хранения кода символа, который умещается в один байт. Для хранения используются однобайтовые кодировки, пришедшие их «доюникодного мира» (CP1251, Koi8-r и т.п.), а также кодировка UTF-8, специально разработанная для эффективного хранения символов в файлах. Библиотека Strutext предоставляет эффективные инструменты для анализа кодов символов в UTF-8. Этим занимается компонент encode.

Послесловие



Одним из главных побудительных мотивов, как для написания текста, так и для разработки библиотеки Strutext, было желание автора поделиться своим опытом разработки приложений обработки текстов на языке C++ с другими разработчиками. Код библиотеки можно рассматривать как материальное воплощение профессионального опыта автора (автор надеется, что этим кодом весь его опыт не исчерпывается).

Разумеется, глагол «делиться» подразумевает две стороны: ту, которая делится, и ту, которая желает это деление принять. Если с первой стороной, всем понятно, проблем нет, то наличие второй стороны подразумевается обнаружить в том числе и этой публикацией. Если на текст будут отклики, то автор готов потрудится и описать другие компоненты библиотеки Strutext.

Библиотека Strutext обработки текстов на C++ — реализация лексического уровня 

Базовые принципы


Этот текст является продолжением поста о библиотеке Strutext обработки текстов на языке C++. Здесь будет описана реализация лексического уровня представления языка, в частности, реализация морфологии.

По представлению автора, имеются следующие основных задачи, которые необходимо решить при реализации программной модели лексического уровня представления языка:

1. Выделение из исходного текста цепочек символов, имеющих смысл, т.е. представления текста в виде последовательности слов.

2. Отождествление выделенных цепочек как элементов лексических типов.

3. Определение для выделенной цепочки его лексических атрибутов (о них чуть ниже).


Лексические типы обычно представляют как конечные множества цепочек символов, имеющие в предложениях языка один и тот же смысл. Элементы лексического класса обычно называют словоформами, само множество словоформ — парадигмой, а лексический тип — словом или леммой. Например, лексический тип «мама» состоит из словоформ { мама, мамы, мамой, ..., мамы, мамам,… }.

Лексический типы разделяются на синтаксические категории — части речи. Часть речи задает роль, которую слово играет в предложении языка. Эта роль важна при определении правильности места слова в предложении и, следовательно, определении смысла предложения. Известные части речи русского языка: существительное, прилагательное, глагол, наречие и т.д.

Словоформы лексического типа могут иметь свойства. Такие свойства еще называют лексическими атрибутами или лексическими признаками. Виды этих свойств зависят от синтаксической категории, которой принадлежит данный лексический тип. Например, для существительных важную роль играет падеж словоформы, а для глаголов такого атрибута не имеется.

Какие конкретно синтаксические категории используются для группирования лексических типов и какие у них имеются лексические атрибуты зависит как от реализуемого языка, так и от конкретной реализуемой модели лексического анализа. Ниже будет рассмотрена лексическая модель АОТ.

Лексические неоднозначности


Может так случиться, что в процессе извлечения слов из исходного текста, возникнут неоднозначности. Здесь рассматриваются неоднозначности двух родов:

1. Неоднозначности первого рода возникают в процессе присваивания выделенной из текста цепочке символов лексического типа. Рассмотрим пример «мама мыла раму». Здесь цепочка символов «мыла» может быть глаголом «мыть», а также может быть существительным «мыло». Такие случаи неоднозначности называются еще лексической омонимией.

2. Неоднозначности второго рода возникают в процессе нарезки исходного текста на цепочки слов. В большинстве естественных языков слова отделены друг от друга пробелами, хотя этот принцип иногда может нарушаться (в качестве примера можно привести композиты в немецком языке). Но в языках программирования имеются интересные примеры. Рассмотрим, например, выражение вида «a >> b» в языке C++. В классическом C это выражение трактуется однозначно: идентификатор «a», оператор правого побитового сдвига ">>", идентификатор «b». Но в последних версиях языка C++ это выражение может означать конец списка шаблонных параметров, когда в качестве последнего параметра в списке также выступает шаблон. В этом случае последовательность слов будет такова: идентификатор «a», конец списка параметров шаблона ">", конец списка параметров шаблона ">", идентификатор «b».


В этом тексте мы рассматриваем только лексические неоднозначности первого рода.

Морфологическая модель словаря АОТ


В библиотеке Strutext реализована морфологическая модель от АОТ. Поэтому уделим ее описание некоторое место.

В словаре АОТ каждый лексический тип задается двумя параметрами:

1. Строкой основы (корня слова), к которой присоединяются суффиксы для образования словоформ.

2. Номером парадигмы склонения, которая представляет собой список пар (суффикс, набор лексических признаков).



Комбинаций наборов лексических признаков имеется относительно немного, они перечислены в специальном файле и каждая такая комбинация закодирована двухбуквенным кодом. Например:

аа A С мр,ед,им

аб A С мр,ед,рд

Эф A С мр,ед,рд,2
...

иа Y П прев,мр,ед,им,од,но

иб Y П прев,мр,ед,рд,од,но

...

кб a Г дст,нст,1л,ед

кв a Г дст,нст,1л,мн

кг a Г дст,нст,2л,ед

...


Здесь первый элемент каждой строки — это двухбуквенный код набора, третий элемент — код части речи (С — существительное, П — прилагательное, Г — глагол и т.д), далее через запятую перечислены коды грамматических признаков.

Файл описания словаря состоит из пяти разделов, из которых два раздела наиболее важны. Это раздел описания парадигм склонения и раздел основ (лексических типов). Каждая строка в этом разделе представляет собой парадигму склонения. В разделе описания лексических типов вместе с основой задается номер строки парадигмы склонения.

Рассмотрим, например, слово «зеленка». Лексический тип этого слова в словаре АОТ задается строкой вида

ЗЕЛЕН 15 12 1 Фа -


Здесь число 15 — это номер парадигмы склонения в разделе парадигм. Выглядит строка данной парадигмы следующим образом:

%КА*га%КИ*гб%КЕ*гв%КУ*гг%КОЙ*гд%КОЮ*гд%КЕ*ге%КИ*гж%ОК*гз%КАМ*ги%КИ*гй%КАМИ*гк%КАХ*гл


Каждая пара в парадигме отделена от другой символом "%", а элементы пар отделяются друг от друга символом "*". Первая пара (КА, га) задает словоформу зелен + ка = зеленка и имеет набор лексических атрибутов: га = G С жр, ед, им = существительное, женского рода, единственного числа, именительного падежа. Соответствующим образом можно расшифровать и другие пары парадигмы.

Способ кодирования слов, который используется в АОТ, имеет свои преимущества и недостатки. Обсуждать их здесь мы не будем, заметим только интересный факт: в словаре имеются лексические типы с пустой основой. Например, слово «человек» в множественном числе представлена словоформой «люди», которая не имеет общей основы с формой «человек». Поэтому это слово приходится задавать простым перечислением словоформ:

%ЧЕЛОВЕК*аа%ЧЕЛОВЕКА*аб%ЧЕЛОВЕКУ*ав%ЧЕЛОВЕКА*аг%ЧЕЛОВЕКОМ*ад%ЧЕЛОВЕКЕ*ае%ЛЮДИ*аж%ЛЮДЕЙ*аз%ЧЕЛОВЕК*аз%ЛЮДЯМ*аи%ЧЕЛОВЕКАМ*аи%ЛЮДЕЙ*ай%ЛЮДЬМИ*ак%ЧЕЛОВЕКАМИ*ак%ЛЮДЯХ*ал%ЧЕЛОВЕКАХ*ал


Эту парадигму можно использовать и с другими словами (имеющими непустой корень), таким как богочеловек и обезьяночеловек.

Рассмотрим чуть подробнее набор синтаксических категорий и соответствующих им лексических атрибутов словаря АОТ.

Синтаксические категории словаря АОТ


Как уже было указано выше, синтаксические категории словаря АОТ задаются в отдельном файле и представляют собой наборы строк, в которых двухбуквенным кодам задаются часть речи и набор лексических атрибутов. В библиотеке Strutext части речи и их атрибуты представлены в виде иерархии классов на C++. Рассмотрим эту реализацию подробнее.

Модели синтаксических категорий словаря АОТ заданы в директории «morpho/models». Представлены модели для русского и английского языков. Рассмотрим некоторые фрагменты файлы morpho/models/rus_model.h, в котором представлено описание модели русского языка.

Базовый класс для всех моделей — это абстрактный класс PartOfSpeech, который содержит метку языка в виде перечислителя, а также задает виртуальный метод для возврата этой метки:

class PartOfSpeech : private boost::noncopyable {

public:

  /// Type of smart pointer to the class object.
  typedef boost::shared_ptr<PartOfSpeech> Ptr;

  /// Language tag definitions.
  enum LanguageTag {

    UNKNOWN_LANG = 0   ///< Unknown language.
    , RUSSIAN_LANG = 1 ///< Russian language.
    , ENGLISH_LANG = 2 ///< English language.
  };

  /// Language tag.
  virtual LanguageTag GetLangTag() const = 0;

  /// Virtual destruction for abstract class.
  virtual ~PartOfSpeech() {}

};



От этого класса унаследован базовый класс для всех синтаксических категорий русского языка:

struct RussianPos : public PartOfSpeech {

  /// Type of smart pointer to the class object.
  typedef boost::shared_ptr<RussianPos> Ptr;

  /// Possible parts of speech.
  enum PosTag {

    UNKNOWN_PS                = 0 ///< Unknown part of speech.
    , NOUN_PS                 = 1   ///< существительное
    , ADJECTIVE_PS            = 2   ///< прилагательное
    , PRONOUN_NOUN_PS         = 3   ///< местоимение-существительное
    , VERB_PS                 = 4   ///< глагол в личной форме
    , PARTICIPLE_PS           = 5   ///< причастие
    , ADVERB_PARTICIPLE_PS    = 6   ///< деепричастие
    , PRONOUN_PREDICATIVE_PS  = 7   ///< местоимение-предикатив
    , PRONOUN_ADJECTIVE_PS    = 8   ///< местоименное прилагательное
    , NUMERAL_QUANTITATIVE_PS = 9   ///< числительное (количественное)
    , NUMERAL_ORDINAL_PS      = 10  ///< порядковое числительное
    , ADVERB_PS               = 11  ///< наречие
    , PREDICATE_PS            = 12  ///< предикатив
    , PREPOSITION_PS          = 13  ///< предлог
    , CONJUCTION_PS           = 14  ///< союз
    , INTERJECTION_PS         = 15  ///< междометие
    , PARTICLE_PS             = 16  ///< частица
    , INTRODUCTORY_WORD_PS    = 17  ///< вводное слово
    , UP_BOUND_PS

  };

  /// Number.
  enum Number {

    UNKNOUN_NUMBER    = 0    ///< Unknown number.
    , SINGULAR_NUMBER = 0x01 ///< Единственное.
    , PLURAL_NUMBER   = 0x02 ///< Множественное.
  };

  /// Language.
  enum Lang {

    NORMAL_LANG = 0 // Normal language.
    , SLANG_LANG = 1
    , ARCHAIZM_LANG = 2
    , INFORMAL_LANG = 3
  };

  /// Gender definitions.
  enum Gender {

    UNKNOWN_GENDER     = 0    ///< Unknown gender value.
    , MASCULINE_GENDER = 0x01 ///< мужской
    , FEMININE_GENDER  = 0x02 ///< женский
    , NEUTER_GENDER    = 0x04 ///< средний
  };

  /// Case definition.
  enum Case {

    UNKNOWN_CASE          = 0 ///< Unknown case.
    , NOMINATIVE_CASE     = 1 ///< именительный
    , GENITIVE_CASE       = 2 ///< родительный
    , GENITIVE2_CASE      = 3 ///< второй родительный
    , DATIVE_CASE         = 4 ///< дательный
    , ACCUSATIVE_CASE     = 5 ///< винительный
    , INSTRUMENTAL_CASE   = 6 ///< творительный
    , PREPOSITIONAL_CASE  = 7 ///< предложный
    , PREPOSITIONAL2_CASE = 8 ///< второй предложный
    , VOCATIVE_CASE       = 9 ///< звательный
  };

  /// Time.
  enum Time {

    UNKNOWN_TIME    = 0    ///< Unknown time.
    , PRESENT_TIME  = 0x01 ///< настоящее
    , FUTURE_TIME   = 0x02 ///< будущее
    , PAST_TIME     = 0x04 ///< прошедшее
  };

  /// Person.
  enum Person {

    UNKNOWN_PERSON    = 0    ///< Unknown person.
    , FIRST_PERSON    = 0x01 ///< первое
    , SECOND_PERSON   = 0x02 ///< второе
    , THIRD_PERSON    = 0x04 ///< третье
  };

  /// Entity kind.
  enum Entity {

    UNKNOWN_ENTITY = 0 ///< Unknown entity, for ordinal words.
    , ABBREVIATION_ENTITY = 1 ///< аббревиатуры.
    , FIRST_NAME_ENTITY   = 2 ///< имена.
    , MIDDLE_NAME_ENTITY  = 3 ///< отчества.
    , FAMILY_NAME_ENTITY  = 4 ///< фамилии.
  };

  /// Animation.
  enum Animation {

    UNKNOWN_ANIMATION = 0
    , ANIMATE_ANIMATION   = 0x01 ///< одушевленный.
    , INANIMATE_ANIMATION = 0x02 ///< неодушевленный.
  };

  /// Voice defintion.
  enum Voice {

    UNKNOWN_VOICE = 0 ///< Unknown voice.
    , ACTIVE_VOICE  = 0x01 ///< действительный залог.
    , PASSIVE_VOICE = 0x02 ///< страдательный залог.
  };

  /// Language tag.
  LanguageTag GetLangTag() const { return RUSSIAN_LANG; }

  /// Class is absract one -- virtual destruction.
  virtual ~RussianPos() {}

  /// Get part of speech tag.
  virtual PosTag GetPosTag() const = 0;

  /// Serialization implementaion.
  virtual void Serialize(uint32_t& out) const = 0;

  /// Desirialization implementation.
  virtual void Deserialize(const uint32_t& in) = 0;

  /// Write POS signature.
  static void WritePosSign(PosTag pos, uint32_t& out) {

    // Write to lower 5 bits.
    out |= static_cast<uint32_t>(pos);

  }

  /// Read POS signature.
  static PosTag ReadPosSign(const uint32_t& in) {

    return PosTag(in & 0x1f);

  }

};


В классе заданы метки синтаксических категорий в виде перечислителя PosTag, а также определены лексические атрибуты. Кроме, собственно, грамматической составляющей, в классе определены методы Serialize и Deserialize для преобразования в/из бинарный формат. Для каждого синтаксического типа определено преобразование в четыре байта, представленные типом uint32_t.

Класс RussianPos абстрактный, от него унаследованы классы, представляющие конкретные синтаксические категории. Например, класс Noun задает существительное:

struct Noun : public RussianPos {

  Noun()

    : number_(UNKNOUN_NUMBER)

    , lang_(NORMAL_LANG)

    , gender_(UNKNOWN_GENDER)

    , case_(UNKNOWN_CASE)

    , entity_(UNKNOWN_ENTITY) {}

  /// Get part of speech tag.
  PosTag GetPosTag() const { return NOUN_PS; }

  /**

   * \brief Serialization implementaion.

   *

   * Binary map of the object:

   *    13       3        4      3       2        2        5

   * ----------------------------------------------------------- 

   * Unused | Entity  | Case | Gender | Lang | Number | POS tag |

   * -----------------------------------------------------------

   *

   * \param[out] ob The buffer to write to.

   */
  void Serialize(uint32_t& ob) const {

    ob |= static_cast<uint32_t>(number_) << 5;

    ob |= static_cast<uint32_t>(lang_) << 7;

    ob |= static_cast<uint32_t>(gender_) << 9;

    ob |= static_cast<uint32_t>(case_) << 12;

    ob |= static_cast<uint32_t>(entity_) << 16;

  }

  /**

   * \brief Desirialization implementaion.

   *

   * Binary map of the object:

   *    13       3        4      3       2        2        5

   * ----------------------------------------------------------- 

   * Unused | Entity  | Case | Gender | Lang | Number | POS tag |

   * -----------------------------------------------------------

   *

   * \param ib The buffer to write to.

   */
  void Deserialize(const uint32_t& ib) {

    number_ = static_cast<Number>((ib & 0x0060) >> 5);

    lang_ = static_cast<Lang>((ib & 0x0180) >> 7);

    gender_ = static_cast<Gender>((ib & 0x0e00) >> 9);

    case_ = static_cast<Case>((ib & 0xf000) >> 12);

    entity_ = static_cast<Entity>((ib & 0x070000) >> 16);

  }

  Number number_;

  Lang   lang_;

  Gender gender_;

  Case   case_;

  Entity entity_;

};


В классе существительного хранятся лексические атрибуты: число, вид языка (обычный, анахронизм, разговорный и т.п.), пол, падеж и признак имени или аббревиатуры.

Конечные автоматы для кодирования словарей


Для хранения словарей, а также эффективного извлечения из словаря данных слова, в библиотеке Strutext используются конечные автоматы. Конечные автоматы задаются соответствующими C++ типами в директории automata.

Напомним, конечный автомат задается функцией переходов, которая некоторым парам (состояние, символ) сопоставляет некоторое состояние: delta: Q x V --> Q. Имеется одно начальное состояние, в котором автомат начинает свою работу и некоторое количество «допускающих» состояний. Автомат читает входную строку посимвольно, если для текущего состояния и прочитанного символа функция переходов дает в соответствие некоторое состояние, то автомат «переходит» в это новое состояние, после чего цикл чтения нового символа начинается заново. Автомат может остановится в двух случаях: если нет перехода по паре (текущее состояние, прочитанный символ) и если прочитана вся цепочка символов до конца. В первом случае входная цепочка считается не допускаемой данный автоматом, во втором случае цепочка допускается, если после остановки автомат находится в одном из допускающих состояний.

Таким образом, каждый раз, когда прочитан новый символ входной цепочки, автомат сталкивается с задаче поиска соответствия паре (состояние, символ) нового состояния. В библиотеке Strutext реализация этой функции поиска выделена в отдельный класс под названием Transition. Автомат представляет собой массив объектов класса Transition, заданных для каждого состояния (automata/fsm.h):

template <typename TransImpl>

struct FiniteStateMachine {

  /// Type of transition table.
  typedef TransImpl Transitions;

...

  /// State definition.
  struct State {

    Transitions trans_;       ///< Move table.
    bool        is_accepted_; ///< Is the state accepptable.
    /// Default initialization.
    explicit State(bool is_accepted = false) : is_accepted_(is_accepted) {}

  };

 /// Type of states' list.
  typedef std::vector<State> StateTable

...

StateTable states_; ///< The table of states.
};


Здесь параметр шаблона TransImpl как раз и представляет функцию переходов.

В библиотеке Strutext запрограммировано два способа реализации функции переходов. Один способ основан на обычном std::map (automata/flex_transitions.h), где в качестве ключа выступает код символа, а в качестве значения — номер состояния. Другой способ (automata/flat_transitions.h) основан на разреженном массиве, когда выделяется массив, соответствующий возможным кодам символов. В каждом элементе массива находится код состояния. Значение нуль зарезервировано за некорректным состояниям, т.е. означает, что перехода не имеется. Если значение ненулевое, то данная пара (индекс массива = код символа, номер состояния в ячейке массива) задает переход.

Класс FiniteStateMachine не в состоянии сказать о входной цепочке что-нибудь, кроме того, что данная цепочка допускается. Для хранения дополнительной информации о допускаемых цепочках необходимо добавить атрибуты к допускающим состояниям. Это сделано в шаблонном классе AttributeFsm. Класс берет в качестве параметра шаблона реализацию функции переходов и тип атрибута для допускающего состояния. Следует отметить, что атрибуты можно присоединять не только к допускающим состояниям (хотя непонятно, имеет ли это смысл), а также, что к состоянию можно присоединить более одного атрибута, все они хранятся в векторе.

Хранение словаря в конечном автомате задает для функции переходов конечного автомата этого словаря древовидную структуру. Для такой структуры используется также термин trie, введенный Д. Кнутом. В библиотеке Strutext имеется реализация такого конечного автомата в файле automata/trie.h:

template <class Trans, typename Attribute>

struct Trie : public AttributeFsm<Trans, Attribute> {

  /// Chain identifier type.
  typedef Attribute ChainId;

  /// Attribute FSM type.
  typedef AttributeFsm<Trans, Attribute> AttributeFsmImpl;

  /// Default initialization.
  explicit Trie(size_t rsize = AttributeFsmImpl::kReservedStateTableSize) : AttributeFsmImpl(rsize) {}

  /// It may be base class.
  virtual ~Trie() {}

  /**

   * \brief Adding chain of symbols.

   *

   * \param begin Iterator of the chain's begin.

   * \param end   Iterator of the chain's end.

   * \param id    Chain identifier.

   *

   * \return      The number of last state of the chain.

   */
  template <typename SymbolIterator>

  StateId AddChain(SymbolIterator begin, SymbolIterator end, const ChainId& id);

  /**

   * \brief Adding chain of symbols.

   *

   * \param begin Iterator of the chain's begin.

   * \param end   Iterator of the chain's end.

   *

   * \return      The number of last state of the chain.

   */
  template <typename SymbolIterator>

  StateId AddChain(SymbolIterator begin, SymbolIterator end);

  /**

   * \brief Search of the passed chain in the trie

   *

   * \param begin Iterator of the chain's begin.

   * \param end   Iterator of the chain's end.

   * \result      The reference to the list of attributes of the chain if any.

   */
  template <typename SymbolIterator>

  const typename AttributeFsmImpl::AttributeList& Search(SymbolIterator begin, SymbolIterator end) const;

 };


Из кода видно, что имеются два основных метода: AddChain и Search. Последний метод примечателен тем, что возвращает ссылку на вектор атрибутов, т.е. при поиске атрибуты состояния не копируются. Если входная цепочка символов не найдена, то вектор атрибутов будет пуст.

В библиотеке Strutext также реализован автомат Ахо-Корасик для эффективного поиска элементов словаря в тексте. Реализация представлена в automata/aho_corasick.h. Изложение принципов и методов его реализации выходит за рамки этого текста, отметим только, что интерфейс довольно прост в использовании, а также имеется итератор по цепочкам, найденным в тексте.

Следует также отметить, что все автоматы могут быть сериализованы/десериализованы в std::stream. Это позволяет хранить автоматы в файлах на диске, т.е. использовать как хранилища словарей в бинарном формате.

Морфологический анализатор


Морфологический анализатор представляет собой библиотеку, расположенную в директории morpho/morpholib. Основной интерфейсный класс, Morphologist, располагается в файле morpho/morpholib/morpho.h.

Прежде чем описывать интерфейс и реализацию класса, опишем сначала основные принципы, на которых основана эта реализация.

Во-первых, имеется словарь основ, которые реализованы в объекте класса Trie.
Во-вторых, каждой основе в допускающем состоянии даны в соответствие парадигма склонения (по прежнему, это вектор пар (суффикс, набор лексических атрибутов). Набор атрибутов представлен экземпляром класса, унаследованного от PartOfSpeech).
В-третьих, каждому лексическому типу дан в соответствие уникальный числовой идентификатор, номер основы в словаре.

Таким образом, для распознавания переданной словоформы как слова необходимо поискать по автомату основу (будет найден идентификатор лексического типа, соответствующего данной основе), затем по окончанию найти соответствующие атрибуты. Все это надо делать с учетом неоднозначностей, как при поиске основ, так и при определении окончаний. Код для поиска следующий:

/**

   * \brief Implementation of morphological analysis of passed form.

   *

   * \param      text     Input text in UTF-8 encoding.

   * \param[out] lem_list List of lemmas within morphological attributes.

   */
  void Analize(const std::string& text, LemList& lem_list) const {

    // The first phase. Go throw the passed word text, encode symbol
    // and remember symbol codes in the string. If found word base on
    // some position, remember attribute and position for an each
    // attribute.
    // Try starts with empty bases
    typedef std::list<std::pair<Attribute, size_t> > BaseList;

    BaseList base_list;

    strutext::automata::StateId state = strutext::automata::kStartState;

    if (bases_trie_.IsAcceptable(state))  {

      const typename Trie::AttributeList& attrs = bases_trie_.GetStateAttributes(state);

      for (size_t i = 0; i < attrs.size(); ++i) {

        base_list.push_back(std::make_pair(attrs[i], 0));

      }

    }

    // Permorm the first phase.
    std::string code_str;

    typedef strutext::encode::Utf8Iterator<std::string::const_iterator> Utf8Iterator;

    for (Utf8Iterator sym_it(text.begin(), text.end()); sym_it != Utf8Iterator(); ++sym_it) {

      Code c = alphabet_.Encode(*sym_it);

      code_str += c;

      if (state != strutext::automata::kInvalidState) {

        state = bases_trie_.Go(state, c);

        if (bases_trie_.IsAcceptable(state))  {

          const typename Trie::AttributeList& attrs = bases_trie_.GetStateAttributes(state);

          for (size_t i = 0; i < attrs.size(); ++i) {

            base_list.push_back(std::make_pair(attrs[i], code_str.size()));

          }

        }

      }

    }

    // The second phase. Go throuth the found base list and find suffixes for them.
    // If suffixes have been found then add them to the lemma list.
    lem_list.clear();

    for (BaseList::iterator base_it = base_list.begin(); base_it != base_list.end(); ++base_it) {

      AttrMap attr;

      attr.auto_attr_ = base_it->first;

      SuffixStorage::AttrList att_list;

      std::string suffix = code_str.substr(base_it->second);

      // If suffix is empty (empty suffix passed), add zero symbol to it.
      if (suffix.empty()) {

        suffix.push_back('\0');

      }

      if (const SuffixStorage::AttrList* att_list = suff_store_.SearchAttrs(attr.line_id_, suffix)) {

        for (size_t i = 0; i < att_list->size(); ++i) {

          lem_list.push_back(Lemma(attr.lem_id_, (*att_list)[i]));

        }

      }

    }

  }


Как видно, алгоритм определения разделяется на два этапа. Сначала выделяются основы (здесь еще надо учитывать существование пустых основ). Для каждой основы запоминается ее позиция во входной цепочке, чтобы потом можно было выделить окончание. На втором этапе производится поиск окончаний, соответствующих выделенным основам. Если окончание найдено в соответствующей данной основе парадигме склонения, то лексические атрибуты этого окончания возвращаются вместе с идентификатором слова.

Класс Morphologist предоставляет также сервис по генерации словоформ по номеру основы и переданным лексическим атрибутам. Этим занимается метод Generate:

/**
   * \brief Generate form.

   *
   * \param lem_id The lemma identifier.

   * \param attrs  The attributes of the form.

   * \return       Generated text in UTF-8 encoding.

   */

  std::string Generate(uint32_t lem_id, uint32_t attrs) const;


Также имеется метод GenAllForms порождения всех форм данного слова и метод GenMainForm, возвращающий главную форму слова. Для существительного это, очевидно, форма единственного числа именительного падежа.

В директории morpho/aot в файле main.cpp реализован парсер представления словаря АОТ в оригинальном формате, который в качестве результата возвращает представление в бинарном формате, совместимое с библиотекой морфологии. Результирующий бинарный словарь можно использовать в классе Morphologist. Сами бинарные словари не хранятся в репозитории, но могут быть сгенерированы пользователем при необходимости. Для реализации русского словаря можно использовать следующую команду:

./Release/bin/aot-parser -t ../morpho/aot/rus_tabs.txt -d ../morpho/aot/rus_morphs.txt -m rus -b aot-rus.bin

В бинарном виде словарь размер словаря чуть менее 20 Мб.

Для выделения словорформ из исходного текста можно использовать определенный в utility/word_iterator.h класс WordIterator. Этот класс считает словами последовательности символов (symbols::IsLetter). Итератор возвращает слово как юникодную строку. Перекодировать эту строку в UTF-8 можно с помощью функции GetUtf8Sequence, определенной в encode::utf8_generator.h.

Послесловие


Текст получился довольно объемным и, вероятно, сложным для чтения. Автор постарался упростить изложение, где это только было возможно, но учитывая сложность материала, таких мест в тексте видимо было не много.

Все же автор питает надежды, что описываемая в тексте библиотека Strutext будет полезна и труд по ее реализации не будет напрасным.
Комментарии 4 

· BansheeRotary 04.11.14 в 10:55 

· 
· 
0 

Спасибо за интересный пост! Планируем в ближайшее время добавить в наш продукт модуль для работы с естественным языком, поэтому любая информация нам важна и полезна.

Есть пара вопросов. Был ли опыт работы со сленгом и табуированной лексикой? Можно ли вашу библиотеку портировать на другой язык, и насколько это трудоемко?

· 
mefrill 
04.11.14 в 11:57 

· 
· 
· 
+1 

·   

Здравствуйте,

Относительно сленга и другой подобной лексики. Для реализации морфологии есть два принципиально различных подхода: реализация на основе сделанного вручную словаря (типа словаря Зализняка и его производных, в том числе и АОТ) и реализация на основе статистики. Словарная морфология используется, например, в Яндексе. Вероятностные морфологические модели, насколько я слышал, используются в Google. Соответственно, для работы со сленгом необходимо выбрать один из этих подходов. Первый подход это расширение словаря (того же АОТ) вручную, добавление новых основе и парадигм склонения. Второй подход, построение моделей на основе размеченных текстов, таких текстов должно быть достаточно для построения модели.

Пополнение словаря — задача возникающая довольно часто. Нужен специальный инструмент (GUI) для пополнения, чтобы давал возможность добавить корень, выбрать парадигму склонения или добавить свою. Это инструмент для лингвистов — «рабочее место лингвиста». Хотя, конечно, если такой новой лексики относительно немного, то можно использовать и непосредственно разработчиков для пополнения словаря. Насколько я помню, в Яндексе именно так и делают.

Конечно, если словарь новый и относительно небольшой, то просится в использование построение вероятностной морфологической модели. Я, честно говоря, специальных инструментов прямо для построения такой модели не знаю. Может кто-то подскажет прямо здесь?

Относительно портирования на другой язык, это зависит от того, какой язык Вам необходим. На сайте АОТ Вы можете найти ссылки на реализации морфологии на Java и python. Наверное есть и реализации на каких-то других языках. Библиотека Strutext была сделана специально для языка C++ и основана на специфических именно для этого языка подходах. Например, потоковая обработка текста с помощью итераторов — шаблонных классов, совместимых с STL итераторами. Возможность классификации символов в UNICODE по одному символу (в ICU для этого надо использовать сишные макросы, а модель классов — прямая калька от Java модели со всеми присущими недостатками). Легкие поточные перекодировщики для UTF-8 и однобайтовых кодировок. Ну и более сложные итераторы, итератор по словам, итератор по последовательностям слов, быстрый поиск наборов слов в тексте и т.п.

  BansheeRotary 04.11.14 в 15:44 

· 
· 
0 

Спасибо за развернутый ответ! Есть ощущение, что если стоит задача сделать с нуля работающее решение, собрать словарь вручную будет быстрее.

А в плане портирования я вас, похоже, ввел в заблуждение. Я имел ввиду доработку для использования с другим естественным языком — английским, украинским, китайским, например. Нужно ли переделать только словарь, или потребуется вносить значительные изменения в код?

· 
mefrill 
04.11.14 в 16:39 

· 
· 
· 
+1 Английский словарь от АОТ тоже реализован в библиотеке. Немецкий вроде бы тоже был (не помню точно, у них или в другом месте). Кроме, собственно, словаря, необходимо еще реализовать модель синтаксических категорий. Скажем, для украинского кроме словаря основ и наборов склонений надо еще разработать модель синтаксических категорий (части речи, падежи, число, время и т.п.) и реализовать ее в C++. Можно и без категорий, но это уже будет обычный стеммер, т.е. будет возвращать основу без указания лексических атрибутов. В любом случае, здесь все зависит от задачи, есть много задач, для которых учет словоизменения не нужен, для других задач необходим только стеммер. Синтаксические категории используются в синтаксическом анализе, так что обычно необходимы для более глубокого анализа текста.
Приложение 3

Способы представления словарей для автоматической обработки текстов 

Автоматический анализ текстов практически всегда связан с работой со словарями. Они используются для морфологического анализа, выделения персон (нужны словари личных имен и фамилий) и организаций, а также других объектов.

В общем виде словарь — множество записей вида {строка, данные ассоциированные с этой строкой}. 

Например, для морфологического анализа словарь состоит из троек {словоформа, нормальная форма, морфологические характеристики}. При анализе слова «мыла» из предложения «мама мыла раму» надо уметь получать следующие варианты анализа:

	Нормальная форма
	Характеристики

	МЫЛО
	S (существительное), РОД (родительный падеж), ЕД (единственное число), СРЕД (средний род), НЕОД 
(неодушевленность)

	МЫЛО
	S (существительное), ИМ (именительный падеж), МН (множественное число), СРЕД (средний род), НЕОД (неодушевленность)

	МЫЛО
	S (существительное), ВИН (винительный падеж), МН (множественное число), СРЕД (средний род), НЕОД (неодушевленность)

	МЫТЬ
	V (глагол), ПРОШ (прошедшее время), ЕД (единственное число), ИЗЪЯВ (изъявительное наклонение), ЖЕН (женский род), НЕСОВ (несовершенный вид)


Хеш-таблицы


На первый взгляд все просто. Надо использовать хеш-таблицу и дело с концом. Когда словарь маленький это решение очень просто и эффективно.

Однако, например, морфологический словарь русского языка содержит около 5 млн. словоформ. Получается, что:

· Надо хранить эти 5 млн. словоформ

· Для каждой словоформы должна быть ссылка на множество наборов морфологических характеристик

· Для каждой словоформы хранить ее начальную форму


Такой способ организации данных является неэкономным, поскольку, во-первых, слова склоняются в основном регулярно, и, во-вторых, в случае русского языка в рамках одного словарной статьи можно выделить подгруппы словоформ, в которых сама форма изменяется незначительно, или не изменяется совсем. 

Например, слово «стена»: 

· ед. ч: «стена»[им], «стены»[род], «стене»[дат], «стену»[вин], «стеной»[твор], «стеною»[твор], «стене»[предл]; 

· мн. ч: «стены»[им], «стен»[род], «стенам»[дат], «стены»[вин], «стенами»[твор], «стенах»[предл].


Видно, что изменяется только окончание, но в хеш-таблице надо хранить слово целиком.

Можно раздельно храненить основы (неизменяемых частей) и окончания, но в этом случае усложняется проверка слова.

От префиксного дерева к конечным автоматам


Для ясности примеров будем рассматривать более простую задачу, когда для каждой словоформы при анализе надо получать только ее морфологические признаки. Как хранить нормальную форму будет описано в конце.

По сравнению с хеш-таблицами, более компактным представлением является префиксное дерево (trie): 

[image: image2387.png]




Важное замечание — на рисунках не будут показываться наборы признаков, ассоциированные с каждым конечным узлом дерева (или состоянием конечного автомата). Например, на рисунке узел 6, куда мы попадем по строке «стены» на самом деле будут 3 разбора: 

· единственное число, родительный падеж; 

· множественное число, именительный падеж.;

· множественное число, винительный падеж.



Префиксное дерево можно рассматривать как конечный автомат.

В автомате есть три вида состояний:

· Начальные — те, с которых начинается работа с автоматом. В детерминированном автомате такое состояние одно, но в недетерминированном их может быть несколько. На рисунках это крайнее левое состояние с номером 0. 

· Финальные — такие состояния, достижение которых означает, что такое слово в словаре есть. Они обозначаются двойным кругом

· Простые состояния, которые не являются ни начальными, ни финальными


В дальнейшем будут использоваться обозначения:

· строка обозначается как w

· w[i] — i-тый символ данного слова (начиная с 0). 

· s[i] — i-тый узел дерева (или состояние автомата), состояния нумеруются неотрицательными целыми числами, так же будем считать, что s[0] — начальное состояние. 

· s[i][j] — переход из состояния s[i] по символу j. Считаем, что если переход есть, то такое выражение вернет номер состояния, если нет — то вернет -1. 



Приведу базовые алгоритмы для префиксного дерева/конечного автомата.:

// вычислить префикс строки в автомате
// и вернуть последовательность (путь) состояний
int[] prefix(w) {

    int[] stateList;

    // сохраняем и начальное состояние в пути обхода префикса
    stateList[0] = 0;

    int current = 0;

    for(int i = 0; i < length(w); i++) {

        int next = s[current][w[i]]

        // если перехода нет, то выход
        if(next == -1)

            break;

        stateList[i+1] = next;

    }

    return stateList;

}

// добавить суффикс к заданному состоянию 
// и добавить состояния префикса к stateList
void addSuffix(w, int[] stateList) {

    // получить последнее состояние из пути обхода префикса
    int current = stateList[length(stateList) - 1];

    for(int i = length(stateList) - 1; i < length(w); i++) {

        // добавляем новое состояние в автомат
        int newState = addState();

        // добавить новый переход
        s[current][w[i]] = newState;

        current = newState;

        // сохраним состояние в пути обхода
        stateList[i + 1] = current;

    }

    // установка признака финальности для s[current]
    setFinal(current);

}

// добавить новую строку в trie
void add(w) {

    // найти максимальный общий префикс
    int[] prefixStates = prefix(w);

    // добавить оставшийся суффикс в автомат
    addSuffix(w, prefixStates)

}



Представление префиксного дерева как конечного автомата обладает важными свойствами:

· такой автомат детерминирован — из каждого состояния возможно не более одного перехода по некоторому символу

· в нем нет циклов — при любом способе обхода автомата никакое состояния не посещается более одного раза.


Такой специальный автомат называется DAFSA (deterministic acyclic finite state automaton).

Надо сделать еще одно важное замечание. Для удобства представления и для практического использования будем считать, что состояние описывается не только таблицей переходов, но и данными о финальности состояния. И будем считать, что состояние финально, если в нем такие данные есть, и нет — если они отсутствуют.

Минимальные конечные автоматы


Использование префиксных деревьев позволяет избавиться от избыточности префиксов. Фактически это означает, что сокращается объем для хранения неизменяемой части слова. Однако, например, в русском языке окончания слова изменяются в основном регулярно. 

Например, слова «стрела» и «стена» изменяются одинаково:

СТЕНА: ед. ч: «стена»[им], «стены»[род], «стене»[дат], «стену»[вин], «стеной»[твор], «стеною»[твор], «стене»[предл]; мн. ч: «стены»[им], «стен»[род], «стенам»[дат], «стены»[вин], «стенами»[твор], «стенах»[предл].

СТРЕЛА: ед. ч: «стрела»[им], «стрелы»[род], «стреле»[дат], «стрелу»[вин], «стрелой»[твор], «стрелою»[твор], «стреле»[предл]; мн. ч: «стрелы»[им], «стрел»[род], «стрелам»[дат], «стрелы»[вин], «стрелами»[твор], «стрелах»[предл].

[image: image2388.png]




Видно, что состояния 4 и 17, с которых начинаются окончания, у обоих слов эквивалентны. Очевидно, что слов с одинаковыми правилами словоизменения в словаре будет много. А значит можно существенно сократить число состояний.

Собственно, в теории автоматов есть понятие о минимальном автомате – таком автомате, который содержит минимально возможное число состояний, но был бы эквивалентен данному.

Например, для приведенного выше автомата, минимальный выглядит вот так:
[image: image2389]

Существуют и алгоритмы минимизации конечных автоматов, но все они обладают существенным недостатком — для их работы необходимо построить сначала неминимизированный автомат. 

Другим, менее очевидным недостатком, является то, что построенный минимальный автомат не так просто изменять. К нему не подходит простая процедура добавления нового слова, которая используется для префиксного дерева.

Например, мы построили автомат для слов «fox» и «box», а потом минимизировали его.
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Если в этот автомат добавить без полного перестроения слово «foxes», то получится следующая картина:
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Получается, что в месте с «foxes» добавилось и «boxes», которое мы не добавляли.

В результате схема использования классических алгоритмов минимизации следующая: при любом изменении словаря необходимо:

· Построить префиксное дерево (или дополнительно хранить)

· Минимизировать автомат


Если словарь большой, то эти процедуры могут занимать значительное время и объем памяти.

Инкрементальная минимизация детерминированных ацикличных конечных автоматов


Решение трудностей с минимизацией автоматов представлено в работе: Jan Daciuk; Bruce W. Watson; Stoyan Mihov; Richard E. Watson. «Incremental Construction of Minimal Acyclic Finite-State Automata». В ней представлен алгоритм инкрементальной минимизации детерминированных ацикличных конечных автоматов. Он позволяет изменять уже построенный минимальный автомат. В результате не надо строить полный автомат, а затем его минимизировать.

Опять рассмотрим наш автомат СТЕНА+СТРЕЛА:
[image: image2392]

Важным понятием алгоритма является «состояния строки» — это последовательность состояний, которая получается при обходе автомата по заданной строке.

Например, при обходе строки «стрелой» получим следующую последовательность состояний [0, 1, 2, 14, 15, 4, 9, 10].

Другим важным понятием этого алгоритма является число переходов в заданное состояние (confluence). Если число переходов более одного, то изменять такое состояние небезопасно. На рисунке это состояние 4: у него 2 входящие стрелки.

Кроме того, алгоритм предполагает, что существует реестр состояний, который позволяет быстро получить состояние, равное данному. 

В результате алгоритм добавления слова w выглядит так:

void addMinWord(w) {

    // найти максимальный префикс w и сохранить его состояния
    int[] stateList = commonPrefix(w); 

    // найти первое состояние с более одним входящим переходом
    int confIdx = findConfluence(stateList);

    // клонировать его и все последующие состояния
    if(confIdx > -1) {


         int idx = confIdx;

        while(idx < length(stateList)) {

            int prev = stateList[idx - 1];

            int cloned = cloneState(stateList[idx]);

            stateList[idx] = cloned;

            // после клонирования самого состояния
            // нужно заменить переход с предыдущего на клонированное
            s[prev][w[idx - 1]] = cloned;

            idx++;

            confIdx++;

        }

    }

    // добавить суффикс
    addSuffix(w, stateList);

    // заменить состояния строки теми, что есть в реестре. 
    //Если их нет, то добавить в реестр
    replaceOrRegister(w, nodeList);

}

void replaceOrRegister(w, int[] stateList) {

    int stateIdx = length(stateList) - 1;

    int wordIdx = length(w) - 1;

    // обходим состояния строки с конца
    while(stateIdx > 0) {

        int state = stateList[stateIdx];

        // получить из реестра состояние, равное state
        int regState = registerGet(state); 

        if(regState == state) { 

                // если в реестре state уже есть, то переходим к предыдущему
                continue;  

            } else if(regState == -1) {

                // если состояния в реестре нет, то добавим его в реестр
                registerAdd(state);

            } else { 

                // основная часть, когда в реестре есть состояние, равное state
                int in = w[wordIdx];

                // корректируем переход
                s[stateList[stateIdx - 1]][in] = regState; 

                // заменяем состояние в пути обхода
                stateList[stateIdx] = regState; 

                // удаляем замененное состояние из автомата
                removeState(state);  

            }

        wordIdx--;

        stateIdx--;

    }

}

Иллюстрация работы алгоритма



Рассмотрим простой случай, когда финальность состояние — бинарный признак. Состояние или финально, или нет.

Автомат для строки «fox».
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Видно, что автомат минимальный, в реестре находятся все состояния [0,1,2,3]

Добавим к нему слово «box». Поскольку у них нет общего префикса, то добавляем всю строку как суффикс. В результате получим:
[image: image2394.png]




Можно заметить что состояния 3 и 6 равны. Заменим 6 на 3:
[image: image2395.png]




Теперь видно, что равны 2 и 5. Заменим 5 на 2:
[image: image2396.png]




А теперь видно, что равны 1 и 4. Заменим 4 на 1:
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Добавим строку «foxes». При вычислении префикса нашли, что состояния [0, 1, 2, 3] — путь префикса.
Кроме того, обнаружили, что в состояние 1 входит более одного перехода. Как результат — надо клонировать состояния 1, 2 и 3 по пути обхода слова «fox», поскольку если просто добавить «foxes» к предыдущему автомату, то будет распознаваться строка «boxes», которую мы не задавали.
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Теперь добавим «boxes»:
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При добавлении «boxes» автомат стал меньше. Это на первый взгляд неожиданное поведение, когда при добавлении новых строк автомат в действительности уменьшается. Есть и обратное поведение — когда при удалении строки автомат увеличивается.

Для правильной работы алгоритма важно корректно реализовать работу с реестром. Состояние удаляется из реестра при любом его изменении таблицы переходов состояния и признака финальности.

Кроме того, в отличие от обычного множества или таблицы, в добавление/удаление из реестра оперирует точно этим состоянием, а запрос делается на равное.

Практические использование


Представленный алгоритм используется в проекте АОТ и в системе ЭТАП-3 для организации быстрого морфологического анализа. При использовании конечных автоматов достигается скорость анализа порядка 1-1.5 млн. слов в секунду. При этом размер автомата без особых ухищрений умещается в 8 Мб.

Ранее описывалось хранение данных строки как признак финальности. Рассмотрим этот подход более подробно.

Хранение данных в состоянии автомата



Подход предполагает, что данные строки рассматриваются как некий атомарный объект. Это в свою очередь накладывает ограничения на эффективность минимизации автомата. 

Например, процедура построения минимального автомата бессмысленна для идеального хеширования, когда со строкой ассоциировано уникальное число. Потому что в этом случае каждый суффикс будет уникальным, и соответственно, минимизации не будет, поскольку каждое финальное состояние уникально.

Для морфологического анализа в качестве ассоциированных данных можно использовать наборы морфологических характеристик. Это хорошо работает, поскольку таких наборов мало относительно общего количества словоформ. Например в русском языке в зависимости от принятой модели число таких наборов 500-900. А словоформ 4-5 млн.

Однако, эффективность минимизации сходит на нет, если в добавок к характеристикам сохранять и полную нормальную форму. Это происходит потому, что пара {нормальная форма, морфологические характеристики} практически уникальна.

В системе ЭТАП-3 используется именно такой подход для хранения морфологической информации. В самом автомате хранятся только наборы морфологических признаков. А для хранения нормальной формы используется следующий трюк. На этапе построения автомата в качестве входного символа используется не один знак, а два. Например, при добавлении словоформы «стеной» (СТЕНА в творительном падеже) будет добавлена следующая последовательность пар знаков: «с: С», «т: Т», «е: Е», «н: Н», «о: А», «й:_».

Все словоформы слов «стена» и «стрела» в таком автомате будут выглядеть так:
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Такой подход к записи нормальной формы обладает важным достоинством. Он позволяет работать с морфологией в двух направлениях. Можно по словоформе получить ее разбор — анализ. А можно по нормальной форме получить все ее словоформы — синтез.

Недостатком такого подхода является то, что несмотря на то, что для пары знаков автомат является детерминированным, то для входного он уже не является таковым и надо перебирать все переходы из данного состояния. Например состояние m, на рисунке выше. В нем имеется несколько переходов по знаку словоформы «а».

Хранение данных в переходах. Использование аннотаций


Другой способ для хранения дополнительных данных был описан в оригинальной работе. Он предполагает изменение самих строк, которые хранятся в автомате. 

Предлагается сделующая схема. Вместо целевой строки в автомат записывается расширенная строка, которая состоит из целевой строки, символа начала данных (аннотирующего символа) и самих данных.

Например, в этом случае морфологические характеристики могут быть записаны следующим образом: «стена|+сущ+жен+им, ...», где '|' — аннотирующий символ, а "+cущ", "+жен", "+им" — специальные символы данных.

Этот подход используется в системе АОТ. В ней в качестве данных хранится фактически две ссылки: на морфологические характеристики и на номер правила словоизменения. В результате при анализе можно по словоформе получить как ее морфологические признаки, так и начальную форму.

Особенностью этого подхода является то, что несколько усложняется модель автомата. Символ перехода интерпретируется по-разному в зависимости от того был он до аннотирующего символа или после.

Другой особенностью является то, что для обход по строке несколько усложняется. Во-первых, строка присутствует в автомате, если после ее обхода мы оказываемся в состоянии, из которого есть переход по аннотирующему символу. Во-вторых, необходима процедура сбора всех аннотаций после аннотирующего символа. В третьих, необходима процедура декодирования аннотации.

Оптимизация объема памяти 


Для оптимизации объема памяти используется два представления конечных автоматов: один для построения минимального автомата, а другой — для анализа. Разница между ними в том, что автомат для анализа не предполагает изменений и поэтому может быть более эффективно размещен в памяти. 

Автомат для анализа состоит из трех структур:

1. таблица переходов — пары целых {символ перехода, целевое состояние}

2. индексы начала и конца диапазона переходов состояния

3. таблица данных финальных состояний


Автоматы получаются достаточно компактными. Например, словарь АОТ без особых ухищрений занимает около 8Мб. Полные данные системы морфологического анализа, которые включают в себя не только анализ по словарю, но и предиктивный анализ слова умещаются в 16Мб.

Сами алгоритмы минимизации реализованы в моем проекте на Github: github.com/kzn/fsa
Компьютерная лингвистика бессильна нам помочь в обработке текстов 

Компьютерная лингвистика на сегодня практически себя уже исчерпала. На это прямо указывает безуспешный опыт исследователей и разработчиков «интеллектуальных» информационных продуктов, трудившихся вот уже более полувека над созданием таких амбициозных программ, как, например, адекватный машинный перевод или смысловой поиск информации в масивах документов на естественном языке.

Будущее машинной обработки естественно-язычных текстов, безусловно, видится в создании и развитии надлингвистических технологий, способных осуществлять анализ содержания информации на уровне смыслового понимания контекста подобно тому, как это умеет делать человек. Однако, созданию «мыслящих машин» (Thinking Machine) длительное время препятствовали два основных фактора – отсутствие необходимой методологии и должного инструментария для решения двух фундаментальных задач — это нахождение «формулы смысла» и построения «модели знаний о мироздании» в некотором формализованном доступном для компьютера виде, без чего, собственно, невозможно повторить на программном уровне естество человеческого мышления. 

Лингвисты вкупе с кибернетиками эти проблемы так и не смогли преодолеть, поскольку последнее лежит уже вне границ их предметной специализации, из-за чего, собственно, существенно затормозилось развитие таких давно затребованных прикладных направлений текстовой обработки, как, например, создание «умных» диалоговых систем или «смысловых Интернет-поисковиков». Да и тот же машинный перевод по-прежнему оставляет желать много лучшего. 

Опыт развития научно-технического прогресса говорит о том, что прорывной искомый результат в итоге получается, как правило, на стыке разных технологических областей и предметных дисциплин. По всей видимости, проблема «машинного мышления» будет решена ровно тогда, когда мы точно поймём, как именно в процедурном плане работает наше естественное сознание, и когда достоверно сможем узнать, поддадутся ли эти процедуры мышления, проявленные нам в необходимом и достаточном количестве, своей окончательной компьютерной алгоритмизации. 

Нужно отметить, что в последние годы начинает развиваться новая («смартпбютерная») научная дисциплина, занимающаяся ровно тем, что изучает процедурность умственной деятельности человека. Можно сказать, что на данный момент мы имеем существенный прорыв в этом направлении и уже достаточно чётко представляем себе, как устроен алгоритм человеческого мышления. Если говорить об этом обобщенно, то, в первую очередь, надо отметить, что человек мыслит не образами, как это обычно принято думать, а «моделями поведения образов» (МПО). Во-вторых, мы думаем «онтологотивно», то есть, непрерывно задаём вопросы, даже сами этого не замечая, и перманентно ищем на них ответы (тоже автоматически). Наконец, осмысленное понимание всего, что происходит вокруг индивидуума или в его сознании во время каких-либо созерцаний, осуществляется именно с помощью некого «модельного представления» об окружающем мироздании. Происходит это путем сравнения тех МПО, которые он получает в оперативном порядке, с хранящимися в человеческой долговременной памяти представлениях о Мироздании. Вот, ровно, эти три основных кита и составляют всю технологию естественного мышления, которую остаётся теперь лишь просто переложить на понятный для программистов язык и получить долгожданный результат. 

Когда люди осмысливают какое-либо естественно-язычное сообщение, они, практически, никогда не устанавливают моментальное соответствие высказанного суждения с понятиями и моделями поведения образов, хранящимися в их памяти. Каждый раз они придают для получаемых (воспринимаемых) МПО первое ассоциативно-эвристическое соответствие, которое возникает у них в сознании, исходя из специфики накопленного ими опыта и имеющихся знаний, и лишь потом, в ходе дальнейшего переосмысления текста, начинают уточнять и конкретизировать получаемую информацию. Компьютерная же лингвистика стремится к установлению точных соответствий значений слов, а также их взаимных отношений, пытаясь преодолеть проблему многозначности словесного инструментария, свойственной для любого языка, что, собственно, сильно отличается от того, как действует наше мышление. Ведь, человек достигает понимания речи или текста вовсе не за счет знания морфологических нагрузок слов или установления синтаксических связей между словами, и даже не потому, что он распознал конкретные значения (семантисы) слов, а ровно за счет начальных ассоциативных предположений и последующей «иттерационной прокрутки всего контекста» с целью прорисовки окончательной картины соответствия воспринимаемой информации её внутреннему содержанию.
Обработка естественных языков: недостающий инструмент 
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Положим, хотите Вы создать веб-приложение. В современном мире создано неисчислимое множество ПО, призванного облегчить Вам жизнь. Можете воспользоваться каким-нибудь всеобъемлющим фреймворком, или подключить пару библиотек, которые решат за Вас типичные задачи вроде шаблонизации, управление базами данных, обеспечения интерактивности и тому подобное. Эти библиотеки предоставляют Вам единообразный интерфейс к решению как общих, так и исключительных задач, с которыми Вы, возможно, не были бы в состоянии сходу справиться.

Но среди этого обилия инструментов зияет значительный пробел: библиотека для работы с естественными языками.



«Но ведь таких много!» — хотите Вы возразить, — "NLTK, например, или lingpipe." Конечно, но разве Вы их используете? «Так мне в проекте, вроде как, не требуется обработка естественных языков.»

А ведь на самом деле, Вы занимаетесь обработкой естественного языка, даже не осознавая этого. Такое элементарное действие, как склеивание строк, — лишь частный случай генерации текстов на естественном языке, одной из основополагающих частей ОЕЯ1. А вот если Вам понадобится проделать более сложные операции, вроде образования множественной формы существительных, расстановки заглавных букв в предложении, изменение формы глагола, тут без применения лингвистики не обойтись2. Но когда резко понадобится получить множественную форму существительного, Вы скорее стянете пару регулярок с интернета, чем пойдёте искать подходящую ОЕЯ библиотеку. В этом частично виновата нераскрученность области ОЕЯ.

Стоит прикинуть, какие решаемые ОЕЯ задачи могу пригодиться в Вашем приложении: генерация ключевых слов, приведение к канонической форме, идентификация языка, полнотекстовый поиск, автодополнение, классификация по тематике и кластеризация, автоматическая аннотация, разбор рукописного текста или, может, какие-то ещё. Мало какому приложению всё это обилие потребуется одновременно, но многие могли бы только выиграть от внесения пары дополнительных возможностей. Блог, автоматически генерирующий теги, осуществляющий полнотекстовой поиск, автоматически аннотирующий записи для ленты новостей, определяющий временную последовательность по каким-то признакам. Но мало кто занимается реализацией таких возможностей, ибо занятие это довольно нетривиальное. Современные решения для данных задач обычно строятся на моделях, для порождения которых требуются огромные корпуса лингвистических данных. В большинстве случаев овчинка кажется не стоящей выделки, ибо вооружиться парой дюжин эвристик проще.

Оба рассмотренных примера подсказывают проблемы с областью практического применения ОЕЯ: существующие программные решения подразумевают, что пользователь хочет строить систему, занимающуюся исключительно ОЕЯ, когда ему-то всего лишь нужно прикрутить пару фишечек. Я не хочу получать докторскую степень в прикладной лингвистике, чтобы быть в состоянии быстро получить множественные формы для существительных или результат какой-то другой хорошо изученной в ОЕЯ задачи. Должно подразумеваться, что пользователь скорее будет пользоваться встроенной лингвистической моделью, чем будет тренировать свою. Хотя это и вносит некоторые ограничения, но сам принцип всё же предоставляет больше возможностей чем эвристики. А что куда важнее, воспользовавшись моделью и желая улучшить её, разработчик может просто натренировать её на текстах, специфичных для его приложения3.

Мой призыв: желаю видеть всю функциональность, на которую прикладная ОЕЯ в её нынешней младенческой форме способна, собранной в одном месте, где онa может пользоваться общими лингвистическими ресурсами и предоставлять простой интерфейс, который будет привлекать разработчиков. Желаю видеть сложные, но практически применимые технологии ОЕЯ доступными не только для лингвистов. Желаю наконец, что бы всё это создавалось на основополагающих принципах ОЕЯ, оставляя возможность улучшать первоначальные модели и алгоритмы. Инженеры области ОЕЯ очень бережно следят за собой, чтоб не поддаваться ложным ожиданиям (в отличии от громких надежд 80-ых). Где-то мы пока бессильны, и это в порядке вещей.

[1] Как область знаний, ОЕЯ конечно же не рассматривает склеивание строк как метод. Вместо этого изучаются возможности генерации текста на основе функционального описания желаемого результата. Как пример, местоименные выражения.

[2] Данная возможность (правила вывода множественной формы) собраны в папке language/ MediaWiki. Это один из самых многонациональных проектов с отрытым кодом, и поразительный источник информации о лингвистических странностях в иностранных языках.

[3] В качестве примера рассмотрим, как генерация текстов может помочь в локализации приложений. Положим, Вы хотите оповестить пользователя: «У Вас три новых сообщения». Самым простым решением было бы: printf(«Новых сообщений: %d», numMessages). Пойдя короткой дорогой мы избавлены от необходимости генерировать нужное числительное и согласующуюся форму слова «сообщение».

Если всё же хочется вывести уведомление в более естественной форме, то следующим шагом будет добавление пары функций: перевод числа в числительное и генерация нужной формы слова «сообщение». В итоге получится что-то вроде: printf(«У Вас %s новых %s», toNumeral(numMessages), pluralize(«сообщение», numMessages)). Так как большинство приложений изначально пишется на английском, бедным морфологией, простеньких велосипедов хватает, и в основном с такими проблемами сталкиваются при локализации.

Однако существует представление инвариантное для данной задачи. Рассмотрим грамматические зависимости, которые мы могли бы извлечь из нашего предложения немного попользовавшись ОЕЯ:

subj(сообщение-4, вы-1)
num(сообщение-4, три-2)
amod(сообщение-4, новый-3)
root(ROOT-0, сообщение-4)

Зададимся вопросом:«Используя эти данные, можно ли автоматически сгенерировать соответствующее сообщение на каком-нибудь языке, передающим ту же информацию и имеющим грамматически правильную структуру?» Это фундаментальный вопрос генерации текстов на естественном языке. (При том это вопрос не только машинного перевода, ибо получаемое сообщение может варьироваться в зависимости от указанного нами функционального назначения, которое вытащить непосредственно из текста довольно сложно.) Бесспорно было бы здорово получить волшебную чёрную коробку, выдающую нам грамматически правильные тексты по требованию, но и инструменты создаваемые для генерации текстов в наши дни могут заметно облегчить труд переводчикам. По моему мнению, эта тематика вполне заслуживает пристального исследования.

Приложение 4.
Описание языка C-бемоль
1. Конструкции языка С-бемоль

Мы начнем описание языка Си-бемоль(C [image: image2402.png]


) с общего описания конструкций, допустимых в этом языке (детали синтаксиса можно найти в прилагаемой грамматике, см. следующую страницу):

· Программа: Программа состоит из описаний классов, статических глобальных функций и директив using.

· Описание класса: класс состоит из описаний вложенных классов, описаний полей и методов. Единственным атрибутом полей и методов, который может быть явно указан, является static. Атрибуты видимости и прочие модификаторы не могут быть указаны явно (подразумевается public ).

Наследование допускается только от классов (не от интерфейсов).

· Методы: заголовки методов являются более или менее обычными, но квалификаторы ref, out использоваться не могут. Также отсутствуют методы c переменным число параметров.

Тело метода может содержать операторы-выражения (например, вызов метода), if, while, for и return, а также операторы блока и описания переменных.

· В выражениях допустимо использование операций +, -, *, /, %, &, |, ^, вызова метода и индексации массива. Кроме того, реализованы операции сравнения выражений типов int, char, float на больше/меньше и (не)равенство и сравнение строк на равенство/неравенство.

Также реализован оператор new, как для массивов, так и для простых объектов. Хотя описание собственных конструкторов с параметрами невозможно, вызов конструкторов стандартных классов с передачей им списка параметров допустим.

Следует отметить, что оператор присваивания, в отличие от C#, возвращает значение типа void, то есть фактически может быть использован только как оператор-выражение.

Особым образом следует сказать про вызов перегруженных методов в C [image: image2403.png]


: при вызове методов из стандартных классов используется стандартный алгоритм разрешения. При вызове методов из определенных в программе классов используется упрощенный алгоритм: выбор подходящего метода осуществляется только по числу параметров.

· Типы: реализованы встроенные типы void, int, char, string, float, object. Также возможнен доступ к любым классам из библиотеки mscorlib (доступ к другим библиотекам не реализован) и массивы из этих типов.

2. Грамматика языка С-бемоль

Язык C [image: image2404.png]


является подмножеством языка С#. Ниже приведена грамматика С-бемоль.

program ::= { class | method }

member  ::= class | method | fields

scope   ::= ["static"]

class   ::= "class" ident "{"  member { ";" member } "}"

fields  ::= scope type ident {"," ident } ";"

method  ::= scope type ident "(" [arg {"," arg}] ")" block

arg     ::= type ident

stmt     ::= ";" | decl | expr ";" | while | for | if | return | block 

           | break | continue

block    ::= "{" {stmt} "}"

decl     ::= type ident [ = expr] {"," ident [ = expr]} ";"

while    ::= "while" "(" expr ")" stmt

for      ::= "for" "(" [expr] ";" [expr] ";" [expr] ")" stmt

if       ::= "if" "(" expr ")" stmt ["else" stmt]

return   ::= "return" expr ";"

break    ::= "break" ";"

continue ::= "continue" ";"

primary   ::= ident | int-const | float-const | char-const | string-const 

            | "(" expr ")" | new-expr

args      ::= "(" [expr {"," expr } ] ")"

new-expr  ::= "new" type ("[" expr "]" | args)

postfix   ::= primary { "[" expr "]" | "." ident | args }

mul-expr  ::= [ mul-expr ("*" | "/" | "%") ] primary

add-expr  ::= [add-expr  ("+" | "-") ] mul-expr

rel-expr  ::= add-expr [ ("<" | ">" | "<=" | ">=" | "==" | "!=") add-expr ]

bool-expr ::= [ bool-expr ("&&" | "&" | "|" | "^") ] bool-expr

assign-expr ::= bool-expr [ "=" bool-expr]

expr ::= bool-expr

type ::= ident { "." ident } | type "[]" | "void" | "string" | "char" | "bool" 

       | "int" | "float"

Приложение 5.  
Язык РЕФАЛ
ВВЕДЕНИЕ
РЕФАЛ (РЕкурсивных Функций АЛгоритмический язык) - это функциональный язык программирования, ориентированный на так называемые "символьные преобразования": обработку символьных строк (например, алгебраические выкладки), перевод с одного языка (искусственного или естественного) на другой, решение проблем, связанных с искусственным интеллектом. Функциональные языки программирования в настоящее время пользуются вполне заслуженной популярностью. Один из старейших членов этого семейства (впервые реализован в 1968 году в России, где широко используется и поныне), РЕФАЛ соединяет в себе математическую простоту с практической ориентацией на написание больших и сложных программ. ( См. *)

РЕФАЛ-5 является диалектом языка РЕФАЛ, разработанным в Нью-Йоркском Сити Колледже. Возможности, включенные в РЕФАЛ-5, прошли проверку временем.

В настоящем руководстве вы найдете примеры РЕФАЛ-программ следующих типов:

	* 
	Простые строковые преобразования: редактирование текстовых последовательностей, перевод слов и т.д.

	* 
	Обработка деревьев и графов.

	* 
	Хорошо известные алгоритмы сортировки.

	* 
	Решение проблем искусственного интеллекта ("Миссионеры и каннибалы", задача, используемая во многих работах по ИИ).

	* 
	Трансляция арифметического выражения в программу для одноадресной машины


Реализации РЕФАЛ-5, как и всякого языка программирования, могут различаться в некоторых деталях. Наши примеры написаны для реализации РЕФАЛ-5, осуществленной Рефал Систем Инкорпорейтед; она будет в дальнейшем именоваться просто "РЕФАЛ-системой". В этой реализации внимание сконцентрировано на существенных особенностях языка, имеет место лишь основной интерфейс пользователя с системой, достаточно большое внимание уделено средствам отладки. В разделах Справочника приведены наиболее важные черты РЕФАЛ-системы.

В отличие от ЛИСПа,  основу РЕФАЛа составляет  сопоставление с образцом. Благодаря этому типовая программа на РЕФАЛе вдвое-втрое короче по объему, чем аналогичная программа на языке ЛИСП, и гораздо более читаема. От ПРОЛОГа РЕФАЛ отличает концептуальная простота. Его сопоставление с образцом работает в прямом направлении, а не в обратном (начиная от цели), как в ПРОЛОГе. Это более естественный подход к написанию алгоритмов, что делает их более легкими для тестирования и отладки.     

Далее, имеется существенное различие между структурами данных в РЕФАЛе и в большинстве других языков высокого уровня. Основные структуры данных в ЛИСПе и ПРОЛОГе - это списки, которые могут читаться только в одном направлении.  РЕФАЛ использует более общие структуры.  Вы можете строить и читать их слева-направо и справа-налево и, конечно же, прыгать внутрь и наружу по скобочным структурам.   Это очень удобно для программиста. РЕФАЛ дает свободу и удобство в создании структур данных наряду с использованием лишь математически простых механизмов управления   - сопоставления с образцом и подстановки. Это именно то, что нужно для символьной обработки и для искусственного   интеллекта.

Перечислим другие черты языка: простота, высокая модульность, встроенная структурируемость программ (вы не смогли бы встроить GO TO  в РЕФАЛ, даже если бы захотели). Весьма простая семантика РЕФАЛа облегчает трассировку и отладку. РЕФАЛ-система включает в себя мощный трассировщик-отладчик, который может, помимо всего прочего, отловить момент, когда аргумент вычисляемой функции удовлетворяет некоторому заданному образцу. 

Частичное вычисление вызовов функций превратилось со временем в важный тип программной трансформации. РЕФАЛ-5 содержит такое средство ("морозильник"), которое специально предназначено для эффективных частичных вычислений.

Благодаря своей фундаментальной простоте, РЕФАЛ является прекрасным выбором для первоначального знакомства студентов с языками функционального программирования. Он изучается в Нью-Йоркском Сити Колледже уже  много лет, и получены весьма положительные отзывы от студентов. РЕФАЛ также является великолепным средством для исследований по теории программирования и преобразования программ. Лицам с математической ориентацией РЕФАЛ предоставляет всю мощь практического языка программирования, но при этом исключается необходимость изучать множество мелких деталей, которыми, как известно, изобилуют многие другие языки программирования. 

 

*  См., например, V.Turchin, The concept of supercompiler, ACM Transactions on Programming Languages and Systems, vol. 8, pp.292-325 (1986). Эта статья содержит также краткое описание упрощенной версии РЕФАЛа.
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1.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРОСТОЙ ФУНКЦИИ
Рассмотрим следующую простую задачу. Вы хотите задать функцию, которая определяет для любой заданной строки символов, является ли она палиндромом. Палиндром - это строка, одинаково читаемая как слева направо, так и справа налево. Имеются два очевидных способа уточнить такое определение палиндрома. Первый - это определить процедуру реверсирования строки (записи посимвольно задом наперед), а затем сравнивать реверсированную строку с исходной. Очевидно, алгоритм, создаваемый на основе такого уточнения, будет не самым эффективным . Если строка оканчивается символом, отличным от начального, то она не является палиндромом, а это может быть установлено без реверсирования всей строки. Поэтому мы примем за основу другое уточнение, которое можно записать в обычной математической форме:

1) Пустая строка является палиндромом.

2) Строка из одного символа является палиндромом.

3) Если строка начинается и оканчивается одним и тем же символом, то она является палиндромом тогда и только тогда, когда строка, полученная из нее путем удаления начального и конечного символов, является палиндромом.

4) Если не выполнено ни одно из вышеприведенных условий, строка палиндромом не является.

Пусть Pal - имя функции, которую мы  хотим определить, и пусть она принимает значение True в случае, когда ее аргумент - палиндром, и  False в противном случае. Определение в РЕФАЛе почти буквально следует математическому определению:

Pal { = True;

     s.1 = True;

     s.1 e.2 s.1 = <Pal e.2>;

     e.1 = False;  }
Эта программа начинается с имени функции, за которым следует блок, заключенный в  фигурные скобки. Блок - это список предложений, разделяемых точкой с запятой. В нашем случае имеем четыре предложения, каждое из которых соответствует одному пункту в приведенном выше математическом описании палиндрома. Предложение представляет собой правило замены. Его левая часть представляет образец аргумента функции, правая же часть после знака равенства является заменой для вызова функции.

В первом предложении аргумент функции Pal - пустая строка, поэтому значением функции должно быть True .

Во втором предложении аргумент задан как свободная переменная символа s.1 . Этому образцу   будет удовлетворять любой символ, например, буква, но только один символ. Таким образом, предложение читается: если аргумент - единственный символ, заменить вызов на True . 

Третье предложение представляет случай, когда аргумент начинается и оканчивается одним и тем же символом s.1 , и содержит любое выражение   e.2 между ними. Выражение является самой общей структурой данных в РЕФАЛе; в частности, оно может быть строкой символов. Правая часть этого предложения есть вызов функции Pal от аргумента e.2 . Будем использовать круглые скобки для формируемых структур данных, а угловые - для обозначения вызова функции. Записываем   <Pal e.2> в случае, который соответствует математическому обозначению pal(e2) . 

Наконец, аргументом в последнем предложении является произвольное выражение (строка). Каждое предложение в определении функции в РЕФАЛе применяется только тогда, когда ни одно из предшествующих предложений не было применимо. Таким образом, последнее предложение означает: если ни один из вышерассмотренных случаев не имел места, тогда при любом аргументе значением вызова функции является  False . 

Точное задание алгоритмической семантики РЕФАЛ-программ дается через определение  абстрактной РЕФАЛ-машины (см. Разд. 1.5) , которая выполняет РЕФАЛ-программы, т.е. вычисляет функции, определяемые в РЕФАЛе. РЕФАЛ-машина работает пошагово, причем каждый шаг состоит в выполнении одного предложения. Если, например, мы даем РЕФАЛ-машине вызов Pal с аргументом 'revolver' , т.е. <Pal 'revolver'> , то рабочее пространство РЕФАЛ-машины  (которое мы будем называть  полем зрения ) проходит через следующие стадии: 

<Pal 'revolver'>

 <Pal 'evolve'>

  <Pal 'volv'>

   <Pal 'ol'>

     False
Это демонстрирует детальную картину процесса вычисления. Программист может управлять этим процессом с помощью трассировщика. В простейшем случае он может просматривать и выдавать на печать все последовательные стадии процесса, как это было описано выше. 

На начало
 

1.2. СИМВОЛЫ И ВЫРАЖЕНИЯ
Теперь начнем систематическое определение   РЕФАЛа. Краткое описание синтаксиса языка приведено также в   Разделе справочника B. 

Символ в РЕФАЛе - это минимальный синтаксический элемент структур данных. Используются следующие виды символов: 

· символы-имена, называемые также идентификаторами;

· знаки клавиатуры; 

· неотрицательные целые числа (макроцифры); 

· действительные числа. 

Идентификатором является последовательность знаков, которая начинается с заглавной буквы и может включать буквы, цифры, черточки - и подчеркивания _. Размер букв, за исключением первой, не играет роли; так, SUM1 и Sum1 представляют один и тот же идентификатор. Черточки и подчеркивания также взаимозаменяемы: Sum-1 и Sum_1 означают одно и то же. Идентификаторы не должны разделяться пробелами и знаками переноса. Общая длина идентификатора не должна превышать 15 знаков. 

Правильными идентификаторами являются: 

  A    X1    Y2g3h56c    CrocoDile    Hit-and-run 

Не являются правильными идентификаторами: 

  a    x1    16x    Me+You    Input/output 
Все печатные знаки компьютерной системы могут использоваться в качестве символов. Чтобы отличать знаки от символов-имен, мы будем заключать первые в кавычки. Для выделения строки знаковых символов будем заключать в кавычки всю строку. Могут использоваться как одинарные ' , так и двойные " кавычки, но открывающая и закрывающая кавычки должны быть одного типа. Таким образом, 'A' есть один символ, в то время как 'A+B' есть строка (последовательность) трех символов: знаков 'A' , '+'  и 'B' .

Для представления самих кавычек мы дублируем их, независимо от того, изолированы они или находятся внутри строки, ограничиваемой того же вида кавычками. Так '*,''' является строкой из трех символов: звездочки, запятой и одинарной кавычки. Это может быть также записано как "*,'" . 

Односимвольные идентификаторы не следует путать с алфавитными символами: A отличается от'A' . Алфавитные символы разных регистров также различаются: 'A' отлично от 'a' . 

Макроцифрами в нашей реализации РЕФАЛа-5 являются положительные целые числа в диапазоне от 0 до 232-1. Превосходящие 232-1 числа могут быть составлены из макроцифр с использованим основания 232 , так же как десятичные целые числа составляются из обычных (десятичных) цифр; этим  и объясняется имя "макроцифра". Для представления отрицательных целых чисел мы помещаем '-' перед цифрами, так же, как это делается при использовании десятичных цифр. Подобно буквам алфавита, которые отличаются от букв-идентификаторов, цифры отличаются от числовых символов. '1' - это не то же самое, что  1 . В отличие от первой единицы - обычной десятичной цифры - вторая единица рассматривается как макроцифра. 

Примеры: 3306 является символом -- макроцифрой с численным значением 3306 . '-'25 является последовательностью двух символов; за алфавитным символом '-' следует макроцифра 25 . Вместе они будут восприниматься арифметическими функциями как число  -25. (В программах все знаки должны заключаться в кавычки; при считывании данных функцией Input [см. Разд.2.3] кавычки не являются обязательными.) В следующем примере: 

2543 88918 9
является последовательностью трех макроцифр, которая будет пониматься как 

2543*264 + 88918*232 + 9 

ЗАМЕЧАНИЕ: Если вы записываете нечто вроде '--'25 , это не будет считаться синтаксической ошибкой. Это вполне допустимая строка из трех символов. Ошибочной она станет только тогда, когда вы попытаетесь использовать такую строку в качестве операнда в арифметической функции. 

Действительное число в языке РЕФАЛ-5 всегда представлено символом, занимающим одно машинное слово. Действительное число может быть положительным, отрицательным или нулем. В программе действительные числа записываются в обычном виде с точкой, отделяющей дробную часть от целой, и с  знаком E, отделяющим десятичный порядок. Примеры: 

  215.73

  -18E+15

  0.003E-7
(см. в Разделе справочника B более подробный синтаксис). Символы, представляюшие действительные числа, отличаются от макроцифр: 215  - не то же самое, что 215.0 . 

Вообще говоря, пробелы не считаются символами; пробелы и символы переноса используются для разделения лексических единиц РЕФАЛа всюду, где это необходимо, и для более удобного размещения их на странице. Единственной ситуацией, когда пробел становится символом, является случай его использования внутри кавычек. Если '' - это символ кавычек, то ' ' - это символ пробела. При использовании между строками, заключенными в кавычки, пробел говорит о том, что снять кавычки можно только с каждой из них по отдельности. Так, 'a' 'b' является строкой из двух символов, a и b , в то время как 'a''b' - это строка из трех символов: a , кавычки и b. 

Для создания структур данных в РЕФАЛе используются скобки. Не заключаемые в кавычки круглые скобки - это не символы, но специальные знаки РЕФАЛа. Мы также называем их структурные скобки в отличие от угловых вычислительных скобок. Структурные скобки следует объединять в пары согласно общепринятым простым правилам. Будем называть произвольную последовательность символов, включающую и правильно расставленныe скобки, объектным выражением. Более точно, объектное выражение - это последовательность конечного числа термов, где каждый терм является либо одним символом, либо выражением, заключенным в скобки. Количество термов в выражении может быть и нулем, так что пустое объектное выражение (буквально ничего не содержащее) является допустимым. Вот некоторые примеры выражений: 

  A

  (A'+'B)'*'(C'-'D)

  Begin (Ho-ho-ho '(' ('A joke')) End

  ()

  (()'100'100() (()) ) [[
Примеры последовательностей, не являющихся (объектными) выражениями: 

  ) End

  A ( B)((C)

  ( A ')';

ЗАМЕЧАНИЕ: Заключение в кавычки каждого знака, как в одном из рассматриваемых выше примеров: 

  (A'+'B)'*'(C'-'D)
может представлять неудобство. Следует, однако, иметь в виду, что подобное заключение необходимо только в тексте РЕФАЛ-программы, где появление больших выражений такого рода   маловероятно. Такое выражение типично для данных. Когда оно набирается либо читается из файла как данные, при использовании специальной функции Input , кавычками окружаются только скобочные символы для того, чтобы отличать их от структурных скобок. Мы могли бы, таким образом, набрать: 

  (A + B) * (C - D)
В алгебре мы используем выражения для представления некоторой последовательности операций над числами и переменными; скобки в выражении отмечают порядок выполнения операций. Если выражение, приведенное выше, понимать как алгебраическое,  то оно может быть представлено в виде дерева, показанного на Рис. 1.1. 
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Рис. 1.1 Дерево для алгебраического выражения 

Следует подчеркнуть, что концепция выражения в РЕФАЛе является более общей. Мы не предполагаем никакой специальной интерпретации выражений; они могут быть использованы различным образом. РЕФАЛ-выражение просто является   структурированным объектом, который сконструирован  некоторым способом из символов и структурных скобок. Для каждой структурной скобки в нем имеется в точности одна парная скобка противоположного вида. Вместе они образуют нечто вроде коробки или кармана. Они выделяют такую подсистему во включающей системе, которая является частью целого, но в то же время сохраняет и собственную целостность. Если вы выделяете одну границу в такой подструктуре, то вторая граница определяется единственным образом. Отношение между системой и ее подсистемами является очень важным аспектом окружающего мира. Когда мы создаем символьные модели мира, структурные скобки моделируют такое отношение. Если фортепиано (Piano), скрипка (Violin) и альт (Viola) находятся в квартире Энн (Ann apartment), а виолончель (Cello) и контрабас (Bass) - в квартире Боба (Bob apartment), то эта ситуация может быть промоделирована РЕФАЛ-выражением: 

  Ann-apt(Piano Violin Viola) Bob-apt(Cello Bass)

РЕФАЛ-выражение может быть представлено деревом так же, как и алгебраическое выражение. Однако, если мы понимаем выражение именно как РЕФАЛ-выражение, без какой-либо интерпретации, дерево должно кое-чем отличаться. На Рис. 1.1 мы располагали операции выше их аргументов. Но если мы не интерпретируем выражение как алгебраическое, то A + B  является просто конкатенацией трех символов, и все они должны располагаться на одном и том же уровне. Дерево должно выглядеть, как это показано на Рис. 1.2. Листьями (конечными узлами) дерева являются символы; все другие узлы - это заключенные в скобки подвыражения. 
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Рис. 1.2 Дерево РЕФАЛ-выражения 

Другим способом двумерного графического представления выражений является соединение парных скобок линиями, как бы связывание их веревочками; иерархия подвыражений при этом становится более наглядной (см. Рис. 1.3). Когда РЕФАЛ-выражения представлены в компьютере, адрес пары скобок хранится вместе с каждым членом пары, так что становится возможным совершать скачок от каждой скобки  к ее дополняющей  за один шаг, как бы пробегая вдоль линий рисунка. 
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Рис. 1.3 Парные скобки соединены для большей наглядности. 




Упражнение 1.1 Записать строку  Joe's Pizza is "cute" , используя одинарные и двойные кавычки в качестве ограничителей. 

Упражнение 1.2 Записать -236 как целое число в РЕФАЛе. 

 

1.3. СОПОСТАВЛЕНИЕ С ОБРАЗЦОМ 
 

Выражения-образцы (или просто образцы)   РЕФАЛа отличаются от объектных выражений тем, что они могут включать свободные переменные. Вот некоторые примеры свободных переменных: 

  e.1  e.Data1  e.data1  s.X  s.Free-var  t.1  t.25
Свободные переменные состоят из указателя типа, точки и индекса. Индексом переменной является идентификатор либо целое число. Если индекс является однобуквенным идентификатором или одноразрядным числом, точка может быть опущена. Идентификатор, используемый как индекс после точки, может начинаться как со строчной буквы, так и с прописной. Есть три указателя типа. Они обозначаются малыми буквами s , t и e ; соответствующие им переменные называются  s-, t- и e-переменными. Различие между ними состоит в множествах их допустимых значений.  Значением s-переменной может служит только один символ. Значением t-переменной может быть любой терм (напомним, что терм - это либо символ, либо выражение в структурных скобках).  Значением e-переменной может быть любое выражение. 

Образец можно рассматривать как множество объектных выражений, которые могут быть получены в результате придания допустимых значений всем переменным. Так, образец A e.1 представляет множество всех объектных выражений, начинающихся с символа A. Всем вхождениям одной и той же переменной следует придавать одно и то же значение. Образец s.1 e.2 s.1   можно рассматривать как множество всех объектных выражений, которые начинаются и заканчиваются одним и тем же символом и состоят по крайней мере из двух символов. 

Но выражения-образцы выполняют также еще одну функцию: они описывают декомпозицию объектных выражений, в ходе которой переменные образца отождествляются с некоторыми частями объектного выражения, то есть принимают некоторые значения. С этой точки зрения, A e.1 является процедурой, которая проверяет, что первым символом данного объектного выражения является A , и присваивает остальную его часть переменной e.1 в качестве значения. Эта процедура известна как   сопоставление с образцом. 

Для заданных объектного выражения E и образца P  будем обозначать операцию сопоставления E с P через E : P , где двоеточие - еще один специальный знак РЕФАЛа, знак сопоставления. Будем говорить также, что E распознается как (частный случай) P . В паре E : P назовем E  аргументом , а P - образцом операции сопоставления. 

Если существует подстановка S для переменных в P такая, что применение S к P приводит к E , тогда будем говорить, что сопоставление, или распознавание, является успешным. Переменные в P принимают значения, предписываемые подстановкой S . В противном случае сопоставление считаем неудавшимся. Если имеется несколько способов присваивания значений свободным переменным в образце, при которых сопоставление может быть  успешно, то тогда выбирается такой способ, при котором самая левая e-переменная принимает наиболее короткое значение. Если это не приводит к однозначности, подобный выбор делается для следующей (самой левой) e-переменной, и т.д. Иными словами, при выполнении распознавания аргумент E обозревается слева направо и выбирается первое успешное сопоставление E с P . 

Приведем несколько примеров. Сопоставление 

  A B C : A e.1 

считается успешным , если  e.1 принимает значение B C . Сопоставление 

  ('ABC') '++' : s.X e.1 

терпит неудачу, поскольку левая скобка не символ, так что она не может быть сопоставлена с s.X. С другой стороны, ее нельзя игнорировать. Однако, 

  ('ABC') '++' : (s.X e.1) e.Out 
становится успешным, когда s.X присваивается 'A' , e.1 присваивается 'BC' , а e.Out присваивается'++' . 

Распознавание '++' как s.1 e.2 s.1 является успешным -- при s.1, принимающем значение '+', и при присвоении e.2 пустого выражения. Но сопоставление

  '+' : s.1 e.2 s.1 

терпит неудачу. 

Следующее сопоставление: 

  A B '+' C '+' D E F  :  e.1 '+' e.2 

является примером ситуации, когда имеется более чем один способ придания значений для сопоставления. Согласно приведенному выше определению, символ '+' в образце будет идентифицироваться с первым символом  '+' в аргументе (сопоставление слева-направо). Таким образом, e.1 примет значение A B, а e.2 - станет цепочкой C '+' D E F. 

В следующем примере: 

  A B '-' (C '+' D E F)  :  e.1 '+' e.2 

сопоставление потерпит неудачу, так как единственный символ '+' в аргументе находится внутри скобок. При сопоставлении его с '+' в образце мы должны были  бы присвоить e.1 и e.2 такие значения, которые несбалансированы по скобкам, а это невозможно. Структурные скобки в РЕФАЛе - вещь весьма серьезная. Части выражений, которые сами не являются выражениями, не могут обрабатываться самостоятельно ни в каком контексте. 

Упражнение 1.3 Запишите образцы, которые могут быть заданы следующими словесными описаниями: (a) выражение, оканчивающееся двумя одинаковыми символами; (b) выражение, которое содержит по крайней мере два одинаковых терма на верхнем уровне структуры; (c) непустое выражение. 

Упражнение 1.4 Определите  результаты следующих сопоставлений: 

(a) 'abbab' : e.1 t.X t.X e.2

(b) 'ab(b)ab' : e.1 t.X t.X e.2

(c) A(B) C D (A (B)) : e.6 e.4(e.6)

(d) '16 0' : 16 e.Z

 

 

1.4. ПРЕДЛОЖЕНИЯ И ПРОГРАММЫ 
 

РЕФАЛ-программа есть перечень функциональных определений. Она может также содержать внешние ссылки (которые будут обсуждаться в  Главе 2) и  комментирующие строки. Комментирующая строка начинается с символа звездочки * , и не влияет на выполнение программы. Комментирующие строки могут вставляться как внутрь функциональных определений, так и между ними. Порядок функциональных определений в программе не имеет значения. 

Функциональное определение имеет одну из следующих форм: 

имя-функции { блок } 

$ENTRY имя-функции { блок } 

Значимость префикса  $ENTRY  будет рассмотрена в Главе 2 наряду с применением внешних ссылок. 

Имя функции является идентификатором.  Блок есть перечень предложений, разделяемых точками с запятой; последнее предложение также может заканчиваться точкой с запятой. Порядок предложений в функциональном определении является существенным. 

Предложение имеет вид: 

левая-часть = правая-часть 

где левая часть является выражением-образцом, а правая часть является общим выражением. Напомним, что объектное выражение может включать только символы и структурные скобки, а выражение-образец может, кроме этого, включать и свободные переменные. Общее же выражение, в дополнение к составляющим выражения-образца, может включать еще вычислительные скобки < и >. Они входят в него как части вызовов функций: 

<имя-функции  аргумент> 

где имя-функции является либо индентификатором, либо одним из четырех знаков арифметических операций (+ , - , * , и / ); а аргумент является общим РЕФАЛ-выражением. Таким образом, вычислительные скобки могут быть вложенными. Заметим, что имя функции должно следовать непосредственно за открывающей вычислительной скобкой, оно не допускает включения пробелов или конца строки. 

Имеются следующие важные ограничения на правую часть предложения: правая часть может включать только такие свободные переменные, которые входят также и в левую часть (см. следующий раздел). Имеется также техническое ограничение: индексы переменных должны быть уникальными, т.е.  можно использовать  e.X и s.1 любое число раз, но если уже используется e.X , то запрещено использовать s.X или t.X в этом же предложении; использование s.1 исключает применение e- и t-переменных с индексом 1 . 

Наряду с комментирующими строками, предложения могут включать длинные комментарии, которые начинаются комбинацией  /* и заканчиваются комбинацией */. Они могут появляться всюду при условии, что ими не нарушаются лексические элементы (идентификаторы, числа, строки, переменные) и левая вычислительная скобка не отрывается  от следующего за ней имени функции. 

 

 

1.5. АБСТРАКТНАЯ РЕФАЛ-МАШИНА 
 

РЕФАЛ-машиной называется абстрактное устройство, которое выполняет РЕФАЛ-программы. Она имеет два потенциально бесконечных хранилища информации:  поле программы и поле зрения. Поле программы содержит РЕФАЛ-программу, которая загружается в машину перед запуском и не изменяется в ходе выполнения. Поле зрения хранит выражение без свободных переменных; такие выражения называются определенными. Поле зрения (т.е. выражение в этом поле) изменяется в ходе работы машины. 

Работа РЕФАЛ-машины осуществляется в пошаговом режиме. Каждый шаг выполняется следующим образом. Если выражение в поле зрения не включает вычислительных скобок (мы будем называть такие выражения пассивными), РЕФАЛ-машина приходит к нормальному останову. В противном случае она выбирает в поле зрения одно из подвыражений  вида <F E> , где F является функциональным символом, а  E - выражением, для того чтобы трансформировать его, используя определение F из программы. Это подвыражение называется  первичным активным подвыражением. Оно определяется как первое (слева) подвыражение <F E >, такое, что E пассивно, т.е. не содержит вычислительных скобок. 

Первичное подвыражение  <F E > трансформируется следующим образом. РЕФАЛ-машина сравнивает E с последовательными предложениями из определения F, начиная с первого, осуществляя поиск первого применимого предложения.

Предложение применимо, если E может быть распознано как его левая часть L, т.е. сопоставление E : L является успешным. После нахождения первого применимого предложения   РЕФАЛ-машина копирует его правую часть R и применяет к ней подстановку, полученную при сопоставлении E : L . Таким образом, свободные переменные в R замещаются значениями, которые они должны принять для успешного сопоставления. Затем определенное выражение, сформированное при этом, замещает первичное активное подвыражение < F E > в поле зрения. Этим завершается текущий шаг и машина переходит к выполнению следующего шага. Если же применимых предложений в определении F  не имеется, РЕФАЛ-машина приходит к аварийному останову 'Отождествление невозможно'. 

Для того, чтобы вычислить значение некоторой функции F с аргументом E (который должен быть объектным выражением),  < F E >  помещается в поле зрения РЕФАЛ-машины и машина запускается. Если после конечного числа шагов РЕФАЛ-машина приходит к нормальному останову, то содержимое поля зрения (также объектное выражение) является значением функции. Если же машина зацикливается или приходит к аварийному останову, значение функции считается неопределенным. 

Порядок вычисления вложенных вызовов функций, используемый в РЕФАЛ-машине, называется аппликативным или порядком типа изнутри-наружу. Перед запуском вычисления любого вызова функции должны быть завершены все вычисления вызовов функций в аргументе. 

Кроме функций, определяемых в РЕФАЛе посредством предложений, существует несколько функций, которые не должны (а во многих случаях и не могут)  определяться в РЕФАЛе, но все-таки могут применяться, поскольку они встроены в систему. К этой категории, в числе прочих, относятся функции ввода-вывода и функции выполнения арифметических операций. Реализация РЕФАЛ-машины на компьютере отличается от абстрактной РЕФАЛ-машины тем, что перед просмотром определения функции в поле программы система проверяет, входит ли имя функции в список имеющихся встроенных функций. Если оно обнаружено в списке, активизируется соответствующая подпрограмма, которая выполняет требуемые операции и замещает вызов функции в поле зрения на его вычисленное значение. 

На начало
 

1.6. ДАЛЬНЕЙШИЕ ПРИМЕРЫ ФУНКЦИЙ 
 

Пример 1. Замена плюсов на минусы 

Допустим, желательно иметь функцию, которая обрабатывает символьные строки и конвертирует каждый знак '+' в '-' . Сперва определим алгоритм словесно: 

  

1. Взять первый символ аргумента. Если это '+' , заменить его на '-' . Теперь применить трансформацию к оставшейся части аргумента так, чтобы результат был дописан к символу '-' . 

2. Если первый символ не '+' , оставить его без изменения и применить трансформацию к оставшейся части так же, как и в пункте 1. 

3. Если строка пустая, выходная строка также пуста. Конец работы. 

Теперь выразим это на РЕФАЛе. Пусть именем функции служит Chpm : 

  * Chpm, Change Plus to Minus

  Chpm {

  *1.Symbol '+' encountered.Replace by '-':

     '+' e.1 = '-' <Chpm e.1>;

  *2.Any symbol distinct from '+':

     s.2 e.1 = s.2 <Chpm e.1>;

  *3.Empty string:

      =  ; 

        }
Далее приведена последовательность вычислений для случая, когда  аргументом Chpm является 'ab+c-+d' : 

  <Chpm 'ab+c-+d'>

  'a'<Chpm 'b+c-+d'>

  'ab'<Chpm '+c-+d'>

  'ab-'<Chpm 'c-+d'>

  'ab-c'<Chpm '-+d'>

  'ab-c-'<Chpm '+d'>

  'ab-c--'<Chpm 'd'>

  'ab-c--d'<Chpm >

  'ab-c--d';
Имеется лучшее решение проблемы. За один шаг РЕФАЛ-машины можно найти первый символ '+' и заменить его на '-' . Если в строке нет ни одного символа '+', она трансформируется в самое себя: 

  Chpm { 

     e.1 '+' e.2 = e.1 '-' <Chpm e.2>;

     e.1 = e.1; }
При том же аргументе, что и выше, вычисление производится всего за три шага: 

  <Chpm 'ab+c-+d'>

  'ab-'<Chpm 'c-+d'>

  'ab-c--'<Chpm 'd'>

  'ab-c--d'
Пример 2. Факториал 

Определим в РЕФАЛе  функцию факториал для целых неотрицательных чисел. Арифметические функции в РЕФАЛе (см. Главу 2 и Раздел справочника C) имеют имена Add , Sub , Mul , Div . Они могут быть также представлены символами + , - , *  и / соответственно. 

  Fact { 0 = 1;

         s.N = <* s.N <Fact <- s.N 1>>>; }

Приведем вычисление <Fact 3> : 

  <Fact 3>
  <* 3 <Fact <- 3 1>>>

  <* 3 <Fact 2>>

  <* 3 <* 2 <Fact <- 2 1>>>>

  <* 3 <* 2
<Fact 1>>>

  <* 3 <* 2
<* 1 <Fact <- 1 1>>>>>

  <* 3 <* 2
<* 1 <Fact 0>>>>

  <* 3 <* 2
<* 1 1>>>

  <* 3 <* 2
1>>

  <* 3 2>

  6
Пример 3. Перевод слова 

Иногда функции определяются с помощью таблицы. Предположим, мы хотим транслировать итальянские слова в английские. Мы, разумеется, должны различать определение таблицы и определение функции, которая осуществляет перевод с использованием таблицы. Пусть первая именуется Table -- это функция, не имеющая переменных, которая возвращает таблицу в качестве значения. Пусть вторая называется Italian , это функция одной переменной для перевода итальянских слов. Сразу же можно заметить, что функция, которая действительно использует таблицу, должна иметь ее в качестве одного из своих аргументов. Поэтому введем функцию Trans от двух аргументов, которую будем вызывать в формате: 

<Trans (e.Word) e.Table> 

Скобки отделяют первый аргумент - слово, которое нужно перевести, - от второго аргумента - таблицы, которая при этом используется. Теперь можно определить Ital-Engl через вызов Trans : 

  * Translate an Italian word into English
  Ital-Engl { e.W = <Trans (e.W) <Table>>; }

Формат таблицы должен быть таким, чтобы необходимое слово могло быть найдено за счет применения простого и эффективного образца . Таблица для пяти итальянских слов может иметь вид: 

  Table { = (('cane') 'dog')

            (('gatto') 'cat')

            (('cavallo') 'horse')

            (('rana') 'frog')

            (('porco') 'pig') 

        }
При таблице этого формата определение функции Trans имеет вид: 

  * Translate a word by table

  Trans { 

     (e.Word) e.1 ((e.Word) e.Trans) e.2 = e.Trans;

     (e.Word) e.1  =  '***';  }

Второе предложение говорит, что если слово не найдено в таблице, то в перевод подставляются три звездочки. 

Упражнение 1.5 В рекурсивной арифметике натуральные числа представляются как 0,0',0'', и т.д. Операция сложения определяется соотношениями: 

  x + 0 = x 

  x + y' = (x + y)'

Написать наиболее близкий к этому вариант на РЕФАЛе , используя '0' в качестве 0 и 's' вместо штрих-символа '. 

Упражнение 1.6 Определить функцию <Addb (e.1)(e.2)> , которая складывает двоичные числа e.1 и e.2 . 
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2.1. КАК ЗАПУСТИТЬ ЕГО 
 

Ранее были приведены определения только отдельных функций в РЕФАЛе. Теперь желательно записать простую программу и запустить ее на   IBM микрокомпьютере (XT или AT) под управлением MS-DOS. Запуск ее в других операционных окружениях аналогичен. 

Функция перевода итальянских слов в английские была определена в Разд. 1.6. Допустим, требуется переводить и распечатывать итальянские слова, набираемые на терминале. Пусть слова в строке разделяются любым количеством пробелов. Нужно, чтобы наша программа читала строку, переводила каждое слово и выдавала на принтер строку перевода. Затем программа должна запрашивать следующую строку. Если итальянское слово не может быть найдено в таблице, оно должно замещаться  комбинацией *** . 

Потребуются некоторые средства для обмена информацией с РЕФАЛ-машиной. Некоторые основные функции ввода-вывода должны обеспечиваться системой, так как они очевидно не могут быть определены  посредством РЕФАЛ-предложений. Функции, которые не определены в РЕФАЛе,  но все-таки могут применяться в системе, называются встроенными функциями. Перечень встроенных функций РЕФАЛ-5, вместе с кратким описанием их действия, можно найти в Reference Section C. Читателю рекомендуется ознакомиться с Reference Section C перед написанием конкретных программ на РЕФАЛе для того, чтобы знать, какие встроенные функции имеются в его распоряжении. 

Для нашей задачи имеются две необходимые встроенные функции: Card и Prout . Во время исполнения <Card>  РЕФАЛ-машина ожидает то, что пользователь набирает в строке * , завершая символом возврата каретки. Затем она читает строку и замещает  вызов функции результатом,  который трактуется как строка символов. Если пользователь вводит специальный символ Конец-Файла, которым в MS-DOS является комбинация Control-Z, <Card> будет замещена числом 0. Это является сигналом для РЕФАЛ-программы, что не осталось строк, подлежащих считыванию. Напомним, что знаки клавиатуры, слова и числа являются различными символами РЕФАЛа. Так как Card обрабатывает строку как последовательность символов, число 0 невозможно спутать с содержимым любой строки. 

Поле того, как <Prout  Е > , где Е является некоторым выражением, вычислено, машина выдает на принтер Е и стирает вызов. Имеется также и другая функция вывода, Print , которая не уничтожает свой аргумент. 

Начнем программирование сверху вниз; т.е., сперва определим общую структуру программы, а затем будем разрабатывать детально. Наша программа транслирует входной текст построчно, поэтому потребуется функция -- назовем ее Trans-line --, такая, что если Е является входной строкой, то вычисление: 

<Trans-line Е > 

порождает ее перевод. Далее, необходима контролирующая функция, которая вызывает <Card> , проверяет, совпадает ли результат с 0, и либо вызывает Trans-line, либо объявляет окончание работы. Назовем эту функцию верхнего уровня Job. Поскольку   Job предназначена для анализа результата  Card , она должна вызываться следующим образом: 

  <Job <Card>> 

Теперь попытаемся определить Job двумя предложениями, соответствующими двум разновидностям ее аргумента: 

  Job { 0 = ; 

        e.X = <Trans-line e.X>; }
Если результатом <Card> является 0 , поле зрения становится пустым, т.е. пассивным, и это означает конец работы. В противном случае Trans-line осуществит перевод строки и поместит ее в поле зрения. Это не совсем то, что требуется. Во-первых, желательно, чтобы результат выдавался на принтер, а не просто оставался в поле зрения. Во-вторых, следует сделать запрос на следующую вводимую строку, а это означает, что <Job <Card>> должна попасть в поле зрения снова. Напомним, что параллельные (т.е., не вложенные друг в друга) активные подвыражения активизируются слева направо. Поэтому, если нужно, чтобы несколько действий были произведены последовательно, мы объединяем соответствующие подвыражения в требуемом порядке. Приходим к следующему определению: 

  Job { 0 = ; 

        e.X = <Prout <Trans-line e.X>>

        <Job <Card>>; }

Теперь определим Trans-line . Рассмотрим, какие возможные случаи аргумента следует различать. Прежде всего, он может быть пробелом. Следует его проигнорировать и применить Trans-line к остатку  строки: 

  Trans-line ' 'e.X  =  <Trans-line e.X>;  

Если перед словами имеется по нескольку пробелов, это предложение исключит их все, шаг за шагом. Если первый набираемый символ не является пробелом, он должен быть буквой, с которой начинается слово. Так как слова разделяются пробелами, мы можем выделить первое слово, используя образец: 

  e.Word ' ' e.Rest 
Согласно правилам сопоставления слева-направо, пробел в этом образце будет сопоставлен с первым пробелом в аргументе (если таковые имеются). Поэтому, e.Word становится первым словом. Оно переводится с использованием функции Trans, определенной в Разд. 1.6. Английские слова, продуцируемые Trans, должны отделяться пробелом от слов, которые будут появляться за счет рекурсивного вызова Trans-line . Таким образом, мы имеем предложение: 

  e.Word' 'e.Rest =  

            <Trans (e.Word)<Table>>' '

            <Trans-line e.Rest>; 
Имеются еще две возможности. Одна из них, когда строка полностью использована (т.е. пуста), в таком случае вычисление Trans-line завершено. Другая - когда вся оставшаяся строка является одним словом. Полное определение выглядит следующим образом: 

  Trans-line {

     ' 'e.X = <Trans-line e.X>; 

     e.Word' 'e.Rest = 

                <Trans (e.Word)<Table>>' '

                <Trans-line e.Rest>;

        = ;

     e.Word = <Trans (e.Word)<Table> >' '; }

 
ЗАМЕЧАНИЕ: e.Word в последнем предложении не может быть пустым, что вытекает из предыдущего предложения. 

Теперь определены все функции, необходимые для программы. Но как поместить начальное выражение в поле зрения РЕФАЛ-машины?  РЕФАЛ-5 использует соглашение, согласно которому начальным состоянием поля зрения всегда является: 

  <Go> 

Это значит, что среди функций, определенных в выполнимой программе, всегда должна быть стандартная функция Go без аргументов: 

  $ENTRY Go { =  the initial Refal expression  }
Префикс $ENTRY объявляет функцию Go как входную функцию, которая может быть вызвана из любого модуля программы (модульная структура программы описана в  следующем разделе). В нашем случае начальным выражением должно быть <Job <Card>> . 

ЗАМЕЧАНИЕ: Функция Go не может вызывать сама себя и не может вызываться  никакой другой функцией. Она служит только для инициации поля зрения. 

Теперь соберем все функции в программу и добавим некоторые комментарии. Будем придерживаться правила, согласно которому все строки-комментарии помещаются перед текстом, а прочие комментарии  -- после текста, к которому они относятся: 



  * Translation from Italian into English

  $ENTRY Go { = <Job <Card>>  }

   

  * The top-level control function.

  Job {
     0 = ;                  /* end of file */
     e.X = <Prout <Trans-line e.X>>

          <Job <Card>>; }

   

  * Translate one line

  Trans-line {

     ' 'e.X = <Trans-line e.X>; 

     e.Word' 'e.Rest = 

                 <Trans (e.Word) <Table>>' '

                 <Trans-line e.Rest>;

      = ;

     e.Word = <Trans (e.Word) <Table>>' '; }
   
  * Italian-English dictionary table

  Table { = (('cane') 'dog')

            (('gatto') 'cat')

            (('cavallo') 'horse')

            (('rana') 'frog')

            (('porco') 'pig') 

         } 

  * Translate Italian word into English by table

  Trans { 

     (e.It)e1((e.It)e.Eng)e2 = e.Eng;

     (e.It)e1 = '***'; /* word not in table */

        }


Для того, чтобы запустить эту программу, наберите ее в любом текстовом редакторе и сохраните как файл с расширением .ref (например, prog1.ref ). Теперь введите команду: 

  refc prog1
Она вызывает РЕФАЛ-компилятор, который переводит программу в промежуточный язык RASL (о котором пользователю не нужно знать ничего, кроме того, что он существует) и размещает ее под именем prog1.rsl . Если компилятор обнаруживает синтаксические ошибки в программе, он выдает соответствующее сообщение и создает файл под именем  prog1.lis , который содержит листинг программы с индикацией обнаруженных ошибок. Если синтаксических ошибок нет, листинг не порождается. 

Для запуска программы вызовите РЕФАЛ-машину, вводя: 

  refgo prog1
Это приводит к загрузке  RASL файла prog1.rsl с диска в оперативную память. Затем начинается интерпретация программы, т.е. эмуляция абстрактной РЕФАЛ-машины. Когда <Card> становится первым ведущим выражением в поле зрения, РЕФАЛ-машина останавливается и ожидает ввода строки с терминала. Введите: 

  rana cane     rana vacca   porco 

Система выдаст на принтер 

  frog dog frog *** pig 
Введите: 

  cavallo 
и последует ответ: 

  horse 
Введите символ Конец-Файла (control-Z), и программа завершит работу. 

Когда вы тестируете и отлаживаете программу, весьма полезен РЕФАЛ-трассировщик. Чтобы применить его, введите reftr вместо refgo : 

  reftr prog1
Трассировщик распознает множество команд, управляющих выполнением программы. Можно выдавать на принтер текущее содержимое поле зрения либо только ведущее активное подвыражение. Можно проделать некоторое количество шагов и затем снова распечатать   поле зрения либо активное подвыражение. Возможно также запустить машину до момента, когда она завершит вычисление текущего активного подвыражения, а затем распечатать полученное объектное выражение. Лучшим способом управления процессом вычислений является определение ряда образцов - так называемых  контрольных точек. Тогда РЕФАЛ-машина будет останавливаться и запрашивать дальнейшие команды всякий раз, когда активное подвыражение сопоставлено с одним из образцов. 

См. перечень команд трассировщика в  Reference Section D . 

Использование функции Go является основным путем инициализации РЕФАЛ-машины. Есть и другой способ - через сервис РЕФАЛ-программ с очень коротким именем E (от Evaluator ), который поставляется на системной дискете. Эта программа позволяет вводить активные РЕФАЛ-выражения в поле зрения и вычислять их без вызова refgo или reftr каждый раз. Она имеет две полезных черты. Во-первых, произвольное выражение может быть вычислено, не только стандартное <Go> . Во-вторых, всякий раз при вызове refgo или reftr, программа загружается с диска в оперативную память. Используя  E,  мы делаем это лишь один раз, при этом все последовательные вычисления (в частности, вычисление <Go> , если мы хотим запускать программу повторно) выполняются без повторной загрузки программы. Вычислитель будет описан  в Разд. 6.3 (см. также Reference Section A). В этом месте просто приводится иллюстрация, как работает метод. 

Добавим строку: 

  $ENTRY Upd {e.X = <Mu e.X>;}
в программу prog1 . Затем введем: 

  refgo e+prog1
На терминале появится следующее сообщение: 

  Type expression to evaluate. To end: empty line.

  To end session: empty expression
Введем: 

  <Table>
и нажмем клавишу Return дважды для ввода пустой строки. Система выдает на печать: 

  The result is:

    (('cane') 'dog')

    (('gatto') 'cat')

    (('cavallo') 'horse')

    (('rana') 'frog')

    (('porco') 'pig') 
и повторяет приглашение ввести другое выражение. РЕФАЛ-выражение, которое вы представите, может включать вызовы любых функций, определенных в  prog1 . Оно может также включать вызовы стандартных встроенных функций. Допустим, вы набрали: 

  <+ 2 <* 3 <* 4 5>>>
Система выдаст результат 62 . 

Может быть вызвана любая комбинация функций. В частнсти, вы можете вызвать <Go> , которое рассматривается как стартовая функция prog1 . Эффект будет таким же, как если бы вы просто выполнили prog1 , за исключением следующего: 

1. Окончательное значение Go будет выдано на печать (в то время как оно теряется при прямом выполнении). 

2. После окончания вычисления система пригласит вас представить следующее выражение для вычисления. Вы можете вычислить Go снова, без перезагрузки программы с диска. 

 
Упражнение 2.1 Модифицировать prog1так, чтобы система выдавала Please enter a line перед переходом в ожидание ввода, и The translation is: перед выдачей на печать перевода. 



Сноска: 

1. Имя функции оставлено со времен, когда входная информация считывалась в большинстве случаев с перфокарт.  (Возврат)
 

На начало
 

2.2. ПРОГРАММНЫЕ МОДУЛИ 
 

Функции, которые однажды уже были определены, не нужно определять повторно. Не требуется и повторная их компиляция. При размещении функциональных определений на языке РЕФАЛ  в файлах с расширением .ref , их переводы в промежуточный язык RASL размещаются в соответствующих файлах с расширением rsl . При написании большой программы мы часто разбиваем ее на ряд частей, называемых модулями, тестируем и отлаживаем их отдельно, а затем объединяем их в единую программу. 

Некоторые функции в модуле предназначены для вызова из функциями из других модулей. Другие функции являются вспомогательными; пользователю совсем не обязательно знать об их существовании. Это могло бы породить конфликт имен. В самом деле, допустим, что два программиста написали свой модуль и использовали одно и то же имя для одной из вспомогательных функций. Как тогда РЕФАЛ-машина распознает, какое из определений использовать? 

Эта проблема решена путем определения некоторых функций в каждом модуле в качестве входных функций. Только входные функции могут вызываться из других модулей. Чтобы определить функцию как входную, просто добавляется ключевое слово $ENTRY перед именем функции, с которого начинается определение. Пусть входная функция F1 определена в модуле Mod1 : 

  * Module Mod1

  $ENTRY F1 { ... }
Для того, чтобы вызвать F1 из другого модуля Mod2 , эта функция должна быть объявлена в  Mod2 как внешняя функция: 

  * Module Mod2

  $EXTRN F1;

        ... <F1 ...> ...
Внешнее утверждение отмечает для компьютера, что F1 определена как входная точка в каком-то другом модуле, а не в текущем. Такой модуль (Mod1 в нашем примере) должен быть включен в вызов refgo или reftr : 

  refc Mod2+Mod1
В одном внешнем утверждении  может быть объявлено несколько внешних функций: 

  $EXTRN F1,F2,F3;
Имена внешних функций должны быть одними и теми же для всех модулей, которые используются совместно. Функции, которые не объявлены как входные, могут вызываться только из функций. определенных в том же модуле. Таким образом, разрешаются конфликты имен. Во время написания модуля можно изобретать любые имена для вспомогательных функций, не беспокоясь о функциональных именах в других модулях. 

Среди модулей, используемых совместно, один должен включать определение стартовой функции Go ; он будет считаться  главным модулем. Если, в дополнение к главному модулю Mainmod , желательно использовать некоторые другие модули: Mod1 , Mod2 , и т.д. до Modn , вводится: 

  refc Mainmod+Mod1+Mod2+ ... +Modn
либо: 

  reftr Mainmod+Mod1+Mod2+ ... +Modn
Рассмотрим типичную ситуацию. Функция Go , которая выполняет задание, определена в модуле prog1, а некоторые из необходимых функций определены в модуле под названием functions . Требуется также ряд постоянно используемых функций, которые собраны в модуле reflib . Если все три модуля уже имеются в RASL форме, то для запуска prog1 вводится: 

  refgo prog1+functions+reflib
Помимо главного модуля, другие модули также могут включать определение функции Go . Оно будет игнорироваться до тех пор, пока модуль не займет первое место в списке.   

На начало
 

2.3. ВВОД-ВЫВОД 
 

Стандартный ввод и вывод, выполняемый посредством Card и Print, может быть переориентирован на другие файлы с помощью средств, обеспечиваемых операционной системой. Но часто является желательным использование одного или более файлов ввода-вывода в дополнение в операциям с клавиатурой и экраном. Тогда могут быть использованы встроенные функции Get и Put   в комбинации с функцией  Open . 

Файл может использоваться как в режиме чтения (когда вы вводите информацию из него), так и в режиме записи (когда вы выводите в него информацию ). Один и тот же файл может быть использован поочередно в различных режимах. Для того, чтобы использовать файл, его следует вначале открыть посредством активизации: 

  <Open s.Mode s.Channel e.File-name> 

где s.Mode может быть либо 'r' для режима чтения, либо 'w' для режима записи; e.File-name является строкой, которая представляет полное имя файла; s.Channel является целым числом, которое присваивается открываемому файлу. Каналы используются для того, чтобы сделать процесс написания программы независимым от имен файлов, с которыми будет взаимодействовать программа. s.Channel не должно превышать 19. 

После того, как в файл произведена запись, он должен быть закрыт; в противном случае будет невозможно его читать либо в текущей программе, либо после ее выполнения (файл, который был открыт для записи, но не закрыт, будет показываться в директории как пустой). Однако РЕФАЛ-функций  для закрытия файлов не существует; это проделывается автоматически в двух случаях: 

1. Когда выполнение РЕФАЛ-программы завершено либо при нормальном останове, либо по команде выхода из трассировщика. 

2. Когда канал, открытый для записи, переоткрывается для чтения (либо с этим же файлом, либо с другим). 

Чтобы читать из файла, который открыт  для чтения, активизируется: 

  <Get s.Channel>
Машина считывает одну строку символов из файла, связанного с  s.Channel. Если она дошла до символа Конец-Файла, результатом будет число 0. Get полностью аналогична  Card . 

Чтобы записать строку в файл, открытый для записи, активизируется: 

  <Put s.Channel e.Expression> 

Затем e.Expression будет возвращено в качестве значение и добавлено как строка к текущему содержимому файла, связанного с s.Channel . Таким образом,  Put аналогична Print . Функция: 

  <Putout s.Channel e.Expression> 
является аналогичной Prout (возвращает empty). Когда  Open применяется для того, чтобы связать канал с файлом, s.Channel не должна быть равным  0. При s.Channel, равном 0, функции Get , Put и Putout используют в качестве файла терминал (т.е., становятся эквивалентны Card , Print и Prout ); однако их нельзя переназначить из операционной системы). 

Допустим, строится функция, которая оперирует с тремя файлами в дополнение к операциям с терминалом. Можно присвоить этим файлам только каналы  1, 2 и 3, не   вводя для них специальных имен;   в функциях Get и Put будут указываться только каналы. Когда функциональное определение готово, можно либо компилировать его как отдельный модуль, либо поместить его в библиотеку. От может быть использован теперь с различными главными модулями и с различными файлами. Все, что требуется, - это присваивание каналов файлам с помощью вызова функции Open из главного модуля. Это невозможно было бы сделать, если бы мы использовали имена файлов непосредственно в функциях ввода-вывода. 

Встроенные функции ввода-вывода обрабатывают только одну строку при каждом вызове и то, что они читают или записывают, всегда должно быть простой строкой символов. Но РЕФАЛ-машина имеет дело с выражениями. Трансформация входных строк в объектные выражения, вообще говоря, оставляется на усмотрение программиста, который создает любое специальное приложение к РЕФАЛу. Это обоснованно, поскольку способ, которым пользователь желает представить выражения с помощью символьных строк, может зависеть от специфики приложения. Пользователь должен иметь свободу определения ввода и вывода наиболее удобным способом. Тем не менее,  потребность трансформации входных строк в выражения всякий раз, когда мы пишем РЕФАЛ-программу, представляет определенное неудобство. Поэтому был определено некоторое множество стандартных функций ввода-вывода общего назначения, которое поставляется с РЕФАЛ-системой (файл reflib.ref , см. Раздел справочника A). 

Чтобы ввести РЕФАЛ-выражение, применяется Input . Для этой функции было принято представление выражений в основном такое же, как при написании программы на РЕФАЛе. Единственным отличием является менее строгое использование кавычек, которые следует допустить, потому всегда читаются объектные выражения, а не РЕФАЛ-программы. Единственными нецифровыми набираемыми символами, которые не могут представлять сами себя, являются круглые скобки, пробелы и одинарные кавычки. Хотя необходима и некоторая осторожность для того, чтобы избегать путаницы между набираемым символом '-' как черточкой в идентификаторе и символами '+' и '-' как знаками действительного числа. Таким образом, кавычки и пробелы должны использоваться. Далее, требование, чтобы первая буква идентификатора была заглавной, ослаблено; она может быть также строчной. 

Если желательно считывание более чем одного выражения из одного файла, они разделяются пустыми строками. Пустая строка (дополнительный возврат каретки) будет также завершать ввод выражения в терминала. Когда активизируется

  <Input s.Channel> 

, РЕФАЛ-машина будет читать файл, связанный с s.Channel до тех пор, пока не встретит пустую строку либо конец файла. Когда этот вызов активизируется снова, она считывает следующее выражение, и т.д. 

Функция Input может также быть использована просто вместе с именем файла, который нужно читать: 

  <Input e.File-name> 
Автоматически будет найден свободный канал, ему будет присвоено имя файла e.File-name и последует вызов Open . Для чтения с терминала следует использовать <Input 0> или <Input> . 

Input удобна для интерфейса с машиной пользователя, но она может оказаться не лучшим выбором для обмена информацией между оперативной памятью и внешней памятью (магнитными дисками). Нужен более простой код для эффективного информационного обмена. Для этой цели мы готовы пожертвовать удобством чтения файлов (которое достигается в Input путем свободного использования пробелов и переносов). Поэтому наша небольшая РЕФАЛ-библиотекa reflib включает функции Xxin и Xxout (eXpression eXchange IN и OUT). Можно также обнаружить там функцию   Xxinr (Xxin в РЕФАЛе). Xxin и Xxinr действуют одинаково; различие только в том, что первая написана преимущественно на языке C и встроена в систему, в то время как вторая написана на РЕФАЛе с целью формального определения. Xxin гораздо более быстрая, чем Xxinr . 

Функции обмена выделяют символ # как исключающий  для представления объектов, не являющихся символами. Код выглядит следующим образом: 

   in the view field              on the disk

     s.Identifier            '#' e.Char-string ' '

      s.Number>             '#' e.Digit-string ' '

          (                          '('

          )                          ')'

         '('                         '#('

         ')'                         '#)'

         '#'                         '##'

 

Функции Xxin и Xxout противоположны по действию. Xxinr и Xxout могут , как и Input , использоваться либо с именами каналов, либо с именами файлов: 

  <Xxinr s.Channel>

  <Xxin e.File-name>

  <Xxout s.Channel e.Expr> 

  <Xxout (e.File-name)e.Expr>
Эффективная функция Xxin может использоваться только с именами файлов: 

  <Xxin e.File-name>
Канал 0 соответствует операциям с терминалом. Переносы не разбивают числа и идентификаторы. Xxout разрезает текст на строки длины 75. 

ЗАМЕЧАНИЕ: Функции Input , Xxin и Xxout используют собственную таблицу свободных и занятых каналов, которая обозначается номером 153443950 (смотри программы) и ничего не делают с системной таблицей, которая показывает, какие каналы действительно задействованы через функцию Open . Так, одна из этих функций ввода-вывода может выбрать канал, как свободный, даже если тот уже задействован в вызове Open . Поэтому не рекомендуется использовать совместно имена каналов и имена файлов в функциях ввода-вывода в одной и той же программе, поскольку выбор каналов может вступить в конфликт с автоматическим выбором. который осуществляют эти функции. Если все-таки желательно использовать оба метода, тогда с Open надо использовать каналы с малыми номерами: 1, 2, 3, и т.д., поскольку каналы, выбираемые автоматически, будут иметь номера 19, 18, 17, и т.д. 

Ниже приведены несколько примеров корректного и некорректного использования функций ввода-вывода. Во всех примерах целью является чтение файла xfile , запись его обменного кода в файл yfile , затем повторное его чтение и распечатывание. 

Простейшим способом является использование только имен файлов: 

  * Test of I/O functions.Example 1.

  * This works

  $ENTRY Go { =

      <Xxout ('yfile') <Input 'xfile'>>

      <Prout <Xxin 'yfile'>>; }

  $EXTRN Input,Xxin,Xxout;

В этой программе Xxin закрывает yfile автоматически. Ей известно, что этот файл был открыт для записи, потому что  Xxout проделала это по имени файла, а не по имени канала. 

Следующий пример демонстрирует некорректное использование каналов: 

  * Test of I/O functions. Example 2.

  * This does NOT work.

  $ENTRY Go { =

      <Open 'w' 19 'yfile'>

      <Xxout 19 <Input 'xfile'>>

      <Open 'r' 19 'yfile'>

      <Prout <Xxin 'yfile'>>; }

  $EXTRN Input,Xxin,Xxout
Ошибка здесь заключается в явном использовании канала 19 вместе с Input . Эта функция ввода переоткрывает канал 19 для чтения. Когда Xxout начинает работу, канал 19 по умолчанию считается открытым. Заменим канал 19 каналом 1: 

  * Test of I/O functions. Example 3.
  * This  works.

  $ENTRY Go { =

      <Open 'w' 1 'yfile'>

      <Xxout 1 <Input 'xfile'>>

      <Open 'r' 1 'yfile'>

      <Prout <Xxin 'yfile'>>; }

  $EXTRN Input,Xxin,Xxout
Тогда это корректная программа. Второе Open выражение необходимо для закрытия yfile, который был открыт первоначально для записи. Если бы это не было проделано, как в рассматриваемом ниже случае: 

  * Test of I/O functions. Example 4.

  * This does NOT work.

  $ENTRY Go { =

      <Open 'w' 1 'yfile'>

      <Xxout 1 <Input 'xfile'>>

      <Prout <Xxin 'yfile'>>; }

  $EXTRN Input,Xxin,Xxout
то программа не стала бы работать. Когда выполняется Xxin, файл yfile оказывается пустым, так как он не был закрыт. 

ЗАМЕЧАНИЕ: Функции Print и Prout первоначально предназначались для распечатывания строк набираемых символов. Если их аргументы включают другие РЕФАЛ-объекты, а именно идентификаторы, числа и скобки, эти функции будут выдавать их в легко читаемом представлении. Идентификатор распечатывается большими буквами и заканчивается пробелом; десятичные цифры в макроцифрах также заканчиваются пробелом; скобки выпечатываются как символы '(' и ')' . Таким образом, важно знать, включает ли аргумент на самом деле несимвольные объекты или он состоит из строк символов, которые не изменяют вида при распечатывании. Это может оказаться препятствием при отладке; поэтому трассировщик распечатывает все выражения в обменном коде, который обладает единственным обратным отображением (см. Раздел справочника D). Если имеются сомнения в том, что выдано посредством Prout, используйте трассировщик, чтобы выяснить это. 

Упражнение 2.2 Пусть приведенные ниже символьные строки считываются с помощью  Input . Записать результатные выражения в том виде, в котором они должны были бы появиться в программе, и в обменном коде. 
(a) sum-1 
(b) sum - 1 
(c) sum -1 
(d) (95+25)'()' 

Упражнение 2.3 Функия Input работает гораздо медленнее, чем Xxin, но ее формат более удобен, когда файл написан человеком. Если один и тот же файл нужно читать более одного раза, возможно, имеет смысл написать его для Input , а затем уже конвертировать его в файл для Xxin . Написать  программу, осуществляющую подобное конвертирование. Она должна работать с любым файлом (использовать встроенную функцию Arg ). 

На начало
 

2.4. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ РЕФАЛ-ВЫРАЖЕНИЙ 
 

При вводе команды refgo или reftr запускается программа, которая является  эффективным интерпретатором РЕФАЛа. Тот факт, что она является интерпретатором, означает, что компьютер будет в основном имитировать шаги РЕФАЛ-машины. Будут поддерживаться две области памяти: поле программы и поле зрения; они будут представлениями  поля программы и поля зрения абстрактной РЕФАЛ-машины. 

На каждом шаге компьютер будет находить первичное активное подвыражение в поле зрения и применять к нему одно из предложений из поля программы. Это будет приводить к замещению активного подвыражения другим подвыражением. Название "эффективный" для интерпретатора  означает, что он будет использовать некоторые адреса памяти для того, чтобы прямо переходить в нужные пункты памяти, не проходя через промежуточные выражения, как это предлагается в абстрактной РЕФАЛ-машине. Он должен также избегать бесполезного копирования выражений. Более точно, должны удовлетворяться следующие требования : 

1. Если некоторый символ локализован в поле зрения, следует иметь возможность непосредственной локализации предыдущего и последующего символов либо скобок. 

2. Если структура или активирующая скобка локализованы в поле зрения, следует иметь возможность локализации парной ей скобки  одним скачком, без сканирования заключенного в скобках выражения. 

3. Если количество вхождений переменной справа не превосходит количества ее вхождений слева, то замена вхождений переменной в правой части на их значения должно производиться без реального копирования или сканирования значений. Иными словами, должна иметься возможность перемещать подвыражения в поле зрения без их просмотра или переписывания. 

4. В начале каждого шага доступ к первичному активному подвыражению в поле зрения (т.е.,  к следующему вызову функции, подлежащей вычислению) должен производиться за один скачок, без сканирования поля зрения, как это подразумевается в определении РЕФАЛ-машины. 

5. Группа предложений, определяющих данную функцию, должна локализовываться за один скачок, без просмотра всего содержимого поля программы. 

 

Пользователю РЕФАЛа  не нужно знать о реальном представлении выражений ничего, кроме факта, что эти пять требований удовлетворяются. Очевидным способом  удовлетворить этим требованиям является применение двухсвязных списков, со скобками, хранящими ссылку на парную скобку, наряду со ссылками на следующую и предыдущую. Это на самом деле и реализовано в РЕФАЛ-системе. Для того, чтобы совершать скачок к следующему активному подвыражению, хранится стэк адресов активных подвыражений (стэк вызовов функций). РЕФАЛ-компилятор, под названием refc , транслирует РЕФАЛ-программу в промежуточный язык RASL и порождает файл, состоящий из подполей, каждое из которых хранит одно из функциональных определений. Доступ к этим подполям во время выполнения программы осуществляется через хэш-таблицу. 

Элементы списка, представляющие символы РЕФАЛа, включают коды символьного типа. Таким образом система различает набираемые символы, идентификаторы, макроцифры и действительные числа. Для конвертирования одного типа в другой (например, цифровой строки '321' в макроцифру 321 или идентификатора Sum в строку 'SUM' и т.д.), применяются соответствующие встроенные функции, описанные в Разделе справочника C. 

Если это краткое описание внутреннего устройства РЕФАЛ-системы не особенно много говорит вам, не беспокойтесь: напоминаем еще раз, на самом деле вам нет нужды знать о ней, если вы хотите только пользоваться языком. 

Упражнение 2.4 Определить функцию <Merge s.1 s.2>, которая создает новый идентификатор, объединяя "тела" (строковые представления) идентификаторов s.1 и s.2 . 

На начало
 

2.5. АЛГОРИТМ СОПОСТАВЛЕНИЯ С ОБРАЗЦОМ  
 

Сопоставление с образцом является одной из двух основных операций в РЕФАЛ-машине, поэтому следует рассмотреть его более подробно. Напомним сперва некоторые основные определения. 

Выражение, которое не содержит ни активизирующих скобок, ни свободных переменных, считается объектным выражением. Выражение, которое может содержать свободные переменные, но не включает активизирующих скобок, является  выражением-образцом, или просто образцом. Операция сопоставления записывается как  E : P , где Р является образцом, а  Е - объектным выражением. Здесь и далее большие буквы курсивом используются в качестве метасимволов для обозначения объектов  языка РЕФАЛ. 

Операция сопоставления либо проходит успешно, либо терпит неудачу. Е : Р   проходит успешно, если есть подстановка S для свободных переменных в P , такая, что когда она выполнена, P становится тождественным Е. Если отождествление успешно, говорим, что E может быть распознано как (частный случай) P , либо используем эквивалентное высказывание, что P можно отобразить на E . Тогда свободные переменные в P принимают значения, предписываемые подстановкой. Если сопоставление неудачно, значения переменных в P не определены. Может быть несколько подстановок, преобразующих P в E . Для того,  чтобы обеспечить однозначный результат сопоставления , используется следующее соглашение о том, что сопоставление осуществляется слева направо: 

Сопоставление слева-направо. Если существует более чем один способ присвоения значений свободным переменным в образце, при котором сопоставление достигается, то выбирается тот, в котором самая левая e-переменная принимает самое короткое значение. Если это не разрешает неоднозначности, тогда подобный выбор совершается для следующей e-переменной, стоящей слева, и т.д. 

При таком соглашении сопоставление в РЕФАЛе становится однозначной операцией. Вот и все о результате сопоставления, что пользователь, строго говоря, должен предварительно знать при написании РЕФАЛ-предложений. Можно пропустить окончание этого раздела и все-таки иметь возможность успешно программировать на РЕФАЛе. Однако он поможет мыслить о сопоставлении как о специфическом алгоритме. Поэтому будет определен точный алгоритм для сопоставления объектного выражения Е  с образцом Р, как это реализовано в РЕФАЛ-5. 

Вхождения символов, скобок и переменных будут называться элементами выражений. Пропуски между элементами будут называться узлами. Сопоставление   Е : Р   определяется как процесс отображения, или проектирования, элементов и узлов образца Р на элементы и узлы объектного выражения Е . Графическое представление успешного сопоставления приведено на Рис. 2.1. Здесь узлы представлены знаками o. 
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Рис. 2.1 Сопоставление Е : Р является отображением Р на Е . Здесь объектным выражением Е является 'A'((2'B'))'B' ,

а образцом  Р является 'A'(e.1 t.2)s.3 . 

Следующие очевидные требования должны проверяться на каждой стадии сопоставления: 

 

Общие требования к отображению Р на Е
(сопоставлению   Е : Р )
1. Если узел N2 расположен в Р правее узла N1, то проекция  N2 в Е может либо совпадать с проекцией  N1, либо располагаться справа от нее (линии проектирования не могут пересекаться). 

2. Скобки и символы должны совпадать со своими проекциями. 

3. Проекции переменных должны удовлетворять синтаксическим требованиям их значений; т.е., быть символами, термами или произвольными выражениями для s-, t- и e-переменных соответственно. Различные вхождения одной переменной должны иметь одинаковые проекции. 

Предполагается, что в начале сопоставления граничные узлы  Р отображаются в граничные узлы Е . Процесс отображения описывается при помощи следующих шести правил. На каждом шаге отображения правила   1-4 определяют следующий элемент, подлежащий отображению; таким образом, каждый элемент из Р получает при отображении уникальный номер. 

 

 

Правила отображения
1. После того, как отображена скобка, следующей подлежит отображению парная ей скобка. 

2. Если в результате предыдущих шагов оба конца вхождения некоторой e-переменной уже отображены, но эта переменная еще не имеет значения (ни одно другое ее вхождение не было отображено), то эта   переменная отображается следующей. Такие вхождения называются закрытыми e-переменными. Две закрытые e-переменные могут появиться одновременно; в этом случае та, что слева, отображается первой. 

3. Вхождение переменной, которая уже получила значение, является повторным. Скобки, символы, s-переменные, t-переменные и повторные вхождения e-переменных в Р являются жесткими элементами. Если один из концов жесткого элемента отображен, проекция второго конца определена однозначно. Если Правила 1 и 2 неприменимы, и имеется несколько жестких элементов с одним спроектированным концом, то из них выбирается самый левый. Если возможно отобразить этот элемент, не вступая в противоречие с общими требованиями  1-3, приведенными выше, тогда он отображается, и процесс продолжается дальше. В противном случае объявляется тупиковая ситуация. 

4. Если Правила 1-3 неприменимы и имеются несколько e-переменных с отображенным левым концом, то выбирается самая левая из них. Она называется  открытой e-переменной. Первоначально она получает пустое значение, т.е., ее правый конец проектируется на тот же узел, что и левый. Другие значения могут присваиваться открытым переменным через удлинение (см. Правило 6). 

5. Если все элементы Р отображены, это значит, что процесс сопоставления успешно завершен. 

6. В тупиковой ситуации процесс возвращается назад к последней открытой   e-переменной (т.е., к той, что имеет максимальный номер проекции), и ее значение удлиняется; т.е., проекция ее правого конца в Е подвигается на один терм вправо. После этого процесс возобновляется. Если переменную нельзя удлинить (из-за Общих требований 1-3), удлиняется предшествующая открытая переменная, и т.д. Если не имеется подлежащих удлинению открытых переменных, процесс сопоставления не удался. 

На Рис. 2.1 сопоставление производится следующим образом. Вначале имеется два жестких элемента с одним отображенным концом: 'A' и s.3 . В соответствии с Правилом 3, отображается 'A' , и этот элемент получает при отображении номер 1. Номера  2 и 3 будут назначены левой и правой скобкам, согласно Правилам 3 и 1. Внутри скобок начинается перемещение справа налево, так как t.2 является жестким элементом, который может быть отображен, в то время как значение e.1 еще не может быть определено. На следующем шаге обнаруживается, что e.1 является закрытой переменной, чью проекцию не требуется обозревать для того, чтобы присвоить ей значение; что бы ни было между двумя узлами, это годится для присвоения (на самом деле, значение e.1 оказывается пустым). Отображение s.3 завершает сопоставление. Расположение отображающих номеров над элементами образца дает наглядное представление  описанного алгоритма : 

  1   2   5    4    3   6

 'A'  (   e.1  t.2  )   s.3
Рассмотрим другой образец, с отображающими номерами над элементами: 

  1   6   7    8    2   9    10   11   4   5    3

  (   e.1 '+'  e.2  )   e.3  '+'  e.4  (   e.5  )
Здесь e.1 и e.3 являются открытыми переменными, в то время как e.5 , e.2   и e.4 - закрытые. Скобки в РЕФАЛе используются для перепрыгивания из одной части выражения в другую. Первые четыре шага отображения разбивают выражение на три подвыражения. Последний из них переходит непосредственно к e.5 . В первом подвыражении следует найти первый '+' . Начальное значение e.1 становится пустым. Если следующий (т.е., первый) символ есть '+' , переменной e.2 присваивается окончание подвыражения (т.е., все целиком), и осуществляется переход к номеру 9, который относится к переменной e.3 . Если первый символ не является  '+' , значение e.1 удлиняется и становится равным этому символу; затем второй символ сравнивается с '+' , и т.д. Когда (и только когда) обнаружен номер 7 символа '+', продолжается поиск номера 10   для '+'. 

Если свободная переменная  V из Р принимае6т значение W, это запишется как подстановка W [image: image2409.png]


V. В отличие от общепринятых обозначений, переменная находится справа. Обоснование: она принадлежит правой части операции сопоставления Е : Р, а ее значение является подвыражением в левой части. 

Пусть указанный выше образец отображается на объектное выражение: 

  (Apples + Peaches + Plums) Cost $45 + 4% (Tax) 

(Заметим, что это выражение записано без кавычек -- способ, которым его следует записывать для функции Input . Как упомянуто выше, это можно делать, когда мы оперируем с объектными выражениями. Если бы это была часть РЕФАЛ-программы, следовало бы заключать в кавычки все набираемые символы.) С использованием введенного   обозначения присваиваний, результат сопоставления выглядит как: 

              Tax <- e.5

           Apples <- e.1

  Peaches + Plums <- e.2

         Cost $45 <- e.3

               4% <- e.4
Рассмотрим сопоставление: 

  ('METASYSTEM INDEX')'XYZ' : (e.1 s.X e.2) e.3 s.X e.4 

Номерами отображения являются следующие: 

  1    3     4     5     2    6     7     8              

  (    e.1   s.X   e.2   )    e.3   s.X   e.4  

После того, как выделены два подвыражения, e.1 становится пустым, а s.X проектируется на 'M' . Затем e.3 становится пустым, а s.X под номером 7 следует отобразить на начало второго подвыражения. Однако это невозможно, так как s.X должно было бы тогда принять значение 'X' , в то время как оно уже приняло значение 'M' . Таким образом объявляется тупиковая ситуация. Последней открытой переменной является e.3 , поэтому она удлиняется и становится равной 'X' . Но это не помогает, и удлинение  e.3 продолжается до тех пор, пока она не станет равной 'XYZ' и не сможет удлиняться далее. Затем удлиняется e.1 , и цикл над 'XYZ' повторяется. Окончательно приходим к успешному отображению с помощью подстановок: 

       'METAS' <- e.1

           'Y' <- s.X

  'STEM_INDEX' <- e.2

           'X' <- e.3

           'Z' <- e.4
Следует заметить, что порядок, в котором отображаются жесткие элементы образца, не влияют на окончательный результат сопоставления (ни на состояние успех/неудача, ни на значения переменных);  уже установлен некоторый порядок (а именно, слева направо) , который  полностью определяет  только алгоритм сопоставления. Но порядок, в котором отображаются открытые переменные, имеет значение. В приведенном выше примере, если бы мы выбрали первым отображение e.3 : 

   1    6     7     8     2    3     4     5              

   (    e.1   s.X   e.2   )    e.3   s.X   e.4  

в результате получилось бы совершенно другое присваивание значений переменным: 

                    <- e.3

                'X' <- s.X

               'YZ' <- e.4

  'METASYSTEM_INDE' <- e.1

                    <- e.2
В образце: 

  e.1'+'e.2(('**')e.1 t.3)
на первый взгляд переменная e.1 является открытой. Но это не так. Одно из вхождений  e1 является закрытым, а другое повторным: 

  9    10  11   2   3   5   6   4   8    7    1

  e.1  '+' e.2  (   (  '*' '*'  )   e.1  t.3  ) 

 
Упражнение 2.5 Назначить отображающие номера и определить тип (закрытое, открытое, повторное) для каждого вхождения e-переменной в следующих образцах: 

(a) e.A (t.2)(Sunday)(s.Day s.Night)

(b) (e.Word) e.1 ((e.Word) e.Translation) e.2

(c) (e.1'+'e.2'+'e.3)e.1 '+' e.2(e.3)
 
Упражнение 2.6 Определить результаты следующих сопоставлений: 

(a) 'diffident' : e.A t.1 t.1 e.B

(b) 'diffident' : e.1 s.X e.2 s.X e.3

(c) '(Texas)' : (e.State)

(d) A B C D : e.1 e.2 e.3 D

(e) A(A B)(C)((C))D : e.1 e.X e.X e.2
Следует отметить, что на практике при программировании на РЕФАЛе редко используются очень сложные образцы. 

3. ОСНОВНЫЕ ПРИЕМЫ ПРОГРАММИРОВАНИЯ 
Средства языка, которые были введены до сих пор, составляют уровень, который известен как базисный РЕФАЛ. Расширение этого языка, которое предоставит некоторые дополнительные средства программирования, будет описано в следующей главе. Начнем с основных приемов программирования на базисном РЕФАЛе.

 

	     3.1. Круглые скобки как указатели 

	     3.2. Форматы функций 

	     3.3. Неявные и явные рекурсии

	     3.4. Дублирование переменных

	     3.5. Встраивание алгоритмов в функции

	     3.6. Рекурсия и итерация

	     3.7. Работа с вложенными скобками


 

3.1. КРУГЛЫЕ СКОБКИ   КАК  УКАЗАТЕЛИ
Чтобы проиллюстрировать процесс создания программы на РЕФАЛе, предположим, что мы хотим написать программу, которая удаляет все лишние пробелы в данной строке символов, т.е. замещает каждую группу подряд стоящих пробелов единственным пробелом. Назовем функцию, выполняющую эту работу, Blanks. Мы приходим к самому очевидному решению, рассуждая следующим образом: нам не нужны соседние пробелы; поэтому, как только обнаруживается пара  соседних пробелов, следует удалить один из них и повторять это до тех пор,  пока имеются такие пары. В результате получаем предложение: 

  <Blanks e1'[image: image2410.png]


[image: image2411.png]


'e2>  =  <Blanks e1'[image: image2412.png]


'e2>
(для удобочитаемости пробелы замещены знаками ' [image: image2413.png]


'). 

ЗАМЕЧАНИЕ: При рассмотрении отдельного РЕФАЛ-предложения удобно записывать его левую часть полностью, т.е. как вызов функции, который состоит из имени функции и  угловых скобок вызова функции. 

Если это предложение оказывается неприменимым, желаемый результат достигнут, и работа завершается при помощи предложения: 

  <Blanks e1> = e1
Таким образом, определение функции имеет вид: 

  Blanks {

     e1'[image: image2414.png]


[image: image2415.png]


'e2 = <Blanks e1'[image: image2416.png]


'e2>;

     e1 = e1; }

Проанализируем алгоритмическую эффективность нашей программы. Какие действия будет выполнять РЕФАЛ-интерпретатор, вычисляя эту функцию? 

Переменная e1 в первом предложении является открытой. Первоначально она принимает пустое значение, а затем удлиняется до тех пор, пока не будет найдена первая комбинация ' [image: image2417.png]




 INCLUDEPICTURE  "http://www.refal.net/images/b.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image2418.png]


' (если таковая имеется) . Переменная e2 является закрытой; поэтому оставшаяся часть аргумента не просматривается. Так как мы очевидно должны просматривать аргумент при поиске первых соседних пробелов, ни одного лишнего действия пока еще не совершено. 

Теперь наступает очередь замещения. Умный интерпретатор определит, сравнивая левую и правую части предложения, что для выполнения замещения нужно только исключить один из пробелов. Более ограниченный интерпретатор построит замещение из фрагментов поля зрения, на которые была спроектирована левая часть. В зависимости от степени интеллекта, интерпретатор может использовать те же пробел и скобки вызова функции, которые стоят в левой части, или отбрасывать их и вставлять новые; но он, конечно, не будет просматривать или копировать значения переменных e1 и e2, так как это привело бы к нарушению требования 2 к эффективности интерпретации. За счет манипулирования адресами в компьютерной памяти значения e1 и e2 будут просто перемещены из одного места в другое. Эта операция потребует постоянного времени, которое не зависит от размера обрабатываемых выражений. При анализе алгоритмов обычно желательно знать, как время выполнения алгоритма зависит от размера обрабатываемых им объектов. Такая зависимость имеет решающее значение, в то время как постоянные кванты времени выполнения составляющих операторов, которые зависят от конкретной реализации алгоритма или от скорости компьютера, имеют второстепенное значение. Следовательно, в нашем случае работа РЕФАЛ-интерпретатора является безусловно эффективной. 

На следующем шаге работы РЕФАЛ-машины весь аргумент Blanks , включая проекцию e1 , будет просмотрен снова при поиске пары смежных пробелов. И это является очевидной потерей времени, так как проекция  e1 не может содержать такую пару. Это является недостатком нашей программы, и можно скорректировать ее, вынося e1 за пределы вычислительных скобок в правой части. Один пробел, разумеется, должен остаться слева внутри скобок. Определение приобретает вид: 

  Blanks {

     e1'[image: image2419.png]


[image: image2420.png]


'e2 = e1 <Blanks '[image: image2421.png]


'e2>;

     e1 = e1; }
Теперь алгоритм, скрывающийся за нашим определением, полностью эффективен. 

Когда вычисляется функция Blanks , левая скобка вызова функции используется как указатель, который отделяет обработанную часть строки от части, еще не подвергавшейся обработке. Рассмотрим пример, где скобки вызова функции не могут использоваться подобным образом. Допустим, желательно определить корректирующую функцию   Correct , уничтожающую в заданной строке символов всякий символ, за которым следует знак уничтожения '#' . Если в строке имеется несколько знаков уничтожения, функция ликвидирует соответствующее число предшествующих им символов. Так, если набрана строка 'Crocodyle', а затем замечена ошибка, можно продолжить: 

  Crocodyle###iles were everywe#here 

и если Correct применяется к этой строке, результатом будет: 

  Crocodiles were everywhere 
Прямое определение, которое хочется записать,   не заботясь об эффективности, имеет вид: 

  Correct {

     e1 sA'#' e2  =  <Correct e1 e2>;

     e1  =  e1; }

Согласно этому алгоритму аргумент будет просматриваться с начала столько раз, сколько в нем встречается символов уничтожения. Для улучшения этой ситуации нельзя просто вынести строку e1 за пределы скобок вызова функции, так как ее правый конец может еще нуждаться в коррекции. Что можно было бы сделать, если бы программирование велось на машинном языке? После первого шага можно было бы поместить указатель в ту позицию строки, где производится действие, т.е. где надлежит уничтожить символ: 

  Crocodyl^##iles were everywe#here 
Указатель, который представлен символом ^ , является адресом в компьютере, который позволяет добраться до нужной позиции за один прыжок. Тогда на следующем шаге можно было бы не просматривать Crocodyl , но, просто совершив прыжок по указателю, увидеть, что следующим символом снова является знак уничтожения, и уничтожить предшествующий символ 'l' . На каждом следующем шаге можно было бы начинать просмотр снова с прыжка по указателю. 

То же самое можно сделать и на РЕФАЛе. Структурные скобки будут служить указателями. В самом деле,  согласно требованию эффективности 1, с каждой круглой скобкой должен быть связан адрес сопряженной ей скобки, так что возможен мгновенный переход от одной скобки к другой. По отношению к функции Correct это означает, что следует заключать в скобки начало строки, которое уже просмотрено. Первоначальным аргументом должно быть: 

  () Crocodyle###iles were everywe#here 
После первого использования знака   уничтожения аргумент приобретет вид: 

  (Crocodyl) ##iles were everywe#here 
и т.д.. Правая скобка здесь по существу является указателем. 

Если желательно сохранить  формат функции Correct таким, каким он был определен ранее, т.е. просто  <Correct_e.String> , то следует ввести вспомогательную функцию, скажем Cor , в формате: 

  <Cor (e.Scanned-already) e.Not-yet-scanned> 

Эффективно будет работать следующее определение: 

  Correct {

     e1 = <Cor () e1>; }

   

  Cor {

  *1.A delete sign after the pointer;

  *  step back and delete

     (e1 sX) '#'e2 = <Cor (e1) e2>;
  *2.Look forward for the next delete sign;
  *  delete and move pointer

     (e1) e2 sX '#'e3 = <Cor (e1 e2) e3>;

  *3.No signes to delete

     (e1) e2 = e2; }
 
Упражнение 3.1 Проанализировать, что происходит при вычислении 

  <Correct 'c##Crocodile'> 
Переопределить Cor таким образом, чтобы выдавалось предупреждение 'Extra delete signs!' в подобных ситуациях. 

На начало
 

3.2. ФОРМАТЫ ФУНКЦИЙ 
С формальной точки зрения все РЕФАЛ-функции являются функциями одного аргумента. Однако очень часто этот единственный аргумент состоит из частей, которые по существу являются подаргументами (но обычно называются просто аргументами). Когда определяется функция, на самом деле представляющая собой функцию нескольких аргументов, производится объединение этих аргументов каким-либо образом, чтобы образовать единственный формальный аргумент. Это задает формат функций. 

Программируя на РЕФАЛе, можно выбирать любые форматы. В принципе можно разделять подаргументы некоторыми символами, например, запятыми: 

  <F e1','e2> 

  <G e1','e2','e3>
Одним из недостатков этого метода является то, что, как известно, аргументы не должны включать разделители -- в данном случае запятые. Но существует еще более серьезное возражение против таких форматов: они включают открытые e-переменные, которые подразумевают, что значения аргументов будут просматриваться даже тогда, когда это не требуется по сути алгоритма. Вот почему в форматах следует использовать круглые скобки. 

Чтобы разделить два подвыражения, требуется только одна пара круглых скобок; для трех подвыражений потребуется две пары, и т.д. Но ничто не мешает заключать каждый подаргумент в круглые скобки. Таким образом, имеется очевидная свобода в выборе форматов: 

  <F (e1)e2>         

  <F e1(e2)>

  <F (e1)(e2)>

  <F (e1)(e2)e3>

  <F (e1)e2(e3)>     

и т.д. Можно варьировать форматы, включая мнемонические символы или строки, например: 

  <F Graph (e.Gr) Start (e.St) Weights (eW)>
Настоятельно рекомендуется, чтобы форматы функций, когда они являются нетривиальными, снабжались в программе комментариями. Также желательно указывать форму и тип значения функции. Хотя такие комментарии не являются необходимыми  (и обычно опускаются для простых функций), они значительно повышают читабельность программы и неоценимы при отладке. Конкретная форма комментариев оставляется на усмотрение пользователя. В этой книге используется следующая форма: 

  * < Function-name Argument >

  *     ==   Result-1
  *     ==   Result-2
   ... etc.

В то время как единственный знак равенства в РЕФАЛе символизирует один шаг РЕФАЛ-машины, сдвоенный знак равенства говорит о том, что должно произойти после некоторого точно не установленного количества шагов машины, т.е. когда процесс вычислений завершен. Часто результат может иметь одну из возможных форм. Если форма результата более или менее очевидна, эта часть опускается. 

Комментарии к определению функции Cor из Разд. 3.1 могли бы иметь такой вид: 

  * <Cor (e.Scanned-already) e.Not-yet-scanned>

  *     ==  e.Corrected
Имя переменной, как всегда в программировании, может давать представление о том, чем она является. В РЕФАЛе имена переменных, используемые в различных предложениях, совершенно независимы; и, разумеется, имена переменных в комментариях не играют никакой роли. Но полезной является практика выбора имен переменных таким образом, чтобы они были идентичными или, по крайней мере, похожими в различных предложениях и так, чтобы они походили на имена переменных в форматах, даже если это односимвольное имя. Сопоставление предложения с форматом помогает читать программу. 

В следующем упражнении приводится пример функции с более сложным форматом. 

Упражнение 3.2 Определить функцию <Cut_e1__e2_> , которая рассекает выражения e1 и e2 на части так, что они оканчиваются одинаковыми термами, имеющими одинаковые порядковые номера в соответствующих выражениях. Эти части должны быть заключены в круглые скобки и выданы на печать попарно. Оставшиеся части выражений, которые не сопоставляются, должны быть отброшены. Например, если два выражения имеют вид: 

  'abcc++'()'y'('!')'yxrtr'

  'xyzz+'('==')'yy'('!')'**x'(())'pq'
то вывод на печать должен выглядеть следующим образом: 

  (abcc+)(xyzz+) 

  (+()y)((==)yy) 

  ((!))((!))
В РЕФАЛе нет других типов данных, кроме трех синтаксических категорий: символ, терм, выражение. Вследствие этого  язык становится очень простым для программирования и формального анализа, все еще позволяя легко имитировать в рамках его простого синтаксиса многое из того, что достигается введением типов данных. Предположим, например, что нужно оперировать с рациональными числами, которые представлены тремя символами: знак, числитель, знаменатель. Мы вводим имя Rat для такой структуры данных и используем ее в следующей форме: 

  (Rat s.Sign s.Numerator s.Denominator) 
Нет необходимости связывать специальный тип с переменными этого типа данных. Для произвольного рационального числа 'X' мы просто запишем: 

  (Rat eX) 
Произвольное отрицательное рациональное число может быть записано как: 

  (Rat '-'eX) 
Для каждого типа данных легко можно определить функции доступа, которые предусматривают выделение структурных компонент, например: 

  Numerator { (Rat sS sN sD) = sN}
Однако очень часто использование функций доступа не нужно; прямое использование образцов делает определение и более кратким, и более ясным. Например, умножение рациональных чисел можно определить следующим образом: 

  Mul{

     (Rat s.S1 s.N1 s.D1)(Rat s.S2 s.N2 s.D2) =

            (Rat <Mul-signs s.S1 s.S2> 

                 <* s.N1 s.N2> <* s.D1 s.D2>);

     }
где функция Mul-signs должна быть определена соответствующим образом. (Здесь, как и выше, оставлен открытым вопрос о том, как представить рациональное число 0) . 
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3.3. НЕЯВНЫЕ И ЯВНЫЕ РЕКУРСИИ
Вернемся к функции Blanks, определенной в Разд. 3.1. Теперь желательно модифицировать ее так, чтобы исключались только те повторяющиеся пробелы, которые не заключены в кавычки -- обычная ситуация в языках программирования. В этом случае невозможно использовать образец e1'[image: image2422.png]
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'e2 с открытой e-переменной, но следует обозревать символы один за другим. Прежде всего, переопределим старую функцию Blanks следующим образом: 

  Blanks {

     '[image: image2424.png]
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'e1 = <Blanks '[image: image2426.png]


'e1>; 

     sA e1 = sA <Blanks e1>;

  * End of job 

     = ; };
Здесь открывающая скобка вызова функции ('указатель') продвигается посимвольно, в то время как результат накапливается в поле зрения. Теперь можно модифицировать это определение, добавив два предложения на случай, когда следующим символом является кавычка: 

  Blanks {

  *1.Delete one of two adjacent blanks 

     '[image: image2427.png]
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'e1 = <Blanks '[image: image2429.png]


'e1>;   

  *2.If a quote, jump to the next quote

     ''e1'' e2 = ''e1'' <Blanks e2>;  

  *3.No pair for a quote: an error

     '' e1 = 

       <Prout 'ERROR: no pair for quote in 'e1>;

  *4.Regular symbol

     sA e1 = sA <Blanks e1>;

  *5.End of job
     = ; };
Как упомянуто в  Главе 1, изолированная кавычка представляется в РЕФАЛе (как и во многих других языках программирования) двойной кавычкой, и точно так же представляется кавычка внутри строки. Заметим, что Blanks корректно работает, если встречается кавычка   -  как изолированная, так и внутри строки. 

Где бы ни встретились в алгоритме открытые переменные, они должны применяться с целью эффективности его выполнения. Если даже алгоритм с открытой переменной может быть по существу таким же, как в случае посимвольной обработки, ряд шагов РЕФАЛ-машины может стать короче. Из-за накладных расходов реализации шага программа с открытыми переменными будет работать быстрее. В последнем определении Blanks оставлены открытые переменные, а именно e1 в предложении 2, для того, чтобы совершить прыжок прямо к закрывающей кавычке. 

Следует упомянуть, однако, что когда имеется более чем одна открытая переменная, универсальный алгоритм сопоставления, описанный в Главе 2, может и не являться наиболее эффективным решением проблемы. 

Рассмотрим предложение: 

  <Sub-a-z e1 'a'eX'z' e2> = (e1) 'a'eX'z' (e2)
Оно выделяет подстроку, которая начинается с 'a' и заканчивается  'z' . Если аргумент в самом деле содержит такую подстроку, алгоритм будет работать вполне эффективно. Первое вхождение 'a' будет обнаружено, а затем и первое вхождение 'z' за ним. Но предположим, что аргумент не содержит ни одного символа  'z', однако в нем есть множество символов 'a', например: 

  'abababababababababababababababababababaababab' 

Тогда машина выделяет первое 'a' , терпит неудачу в поиске 'z' , удлиняет e1 , вновь терпит неудачу в поиске 'z' , вновь удлиняет e1 , и т.д.: наблюдается квадратичная зависимость количества операций от длины выражения вместо линейной. 

Во избежание подобной неэффективности, следует встроить обработку в две  функции, наподобие: 

  Sub-a-z {

     e1'a'e2 = <Find-z (e1'a')e2>;

  /* Find 'a' and pass the argument to Find-z */

     e2 = <Prout 'No substring a-z'>; }
   

  Find-z {
     (e1'a') eX'z'e2 = (e1) 'A'e1'z' (e2);

     (e1) e2 = <Prout 'No substring a-z'>; 

         }
Вообще говоря, всегда есть надежное средство, чтобы представить линейный просмотр как процесс сопоставления с одной открытой переменной. При наличии нескольких открытых переменных, если речь идет об эффективности, необходим специальный просмотр в каждом отдельном случае. Переопределение с целью избежать возможной неэффективности, как в приведенном выше примере, обычно является довольно легким. 

Открытые и повторные e-переменные, так же как и повторные t-переменные, позволяют скрывать за образцом рекурсию. Если по какой-либо причине желательно все циклы рекурсии сделать явными (и мы действительно хотим этого в ходе функциональной трансформации), можно переписать каждое определение таким образом, чтобы оно не использовало переменные указанных типов. Например, функция Sub-a-z не выглядит рекурсивной: она либо вызывает Find-z (которая никогда не вызывает Sub-a-z ), либо встроенную функцию Prout . Но на самом деле она является рекурсивной из-за наличия открытой переменной в первом предложении. Она может быть переопределена следующим образом: 

  Sub-a-z {

     e1 = <Sub-a-z-1 ()e1>; }

   

  Sub-a-z-1 {

  *1.'a' is found. Control is passed to Find-z. 

     (e1) 'a'e2 = <Find-z (e1'a') e2>;

  *2.Recursion: jump over any symbol distinct 

  *   from 'a'. 

     (e1) sX e2 = <Find-a-z-1 (e1 sX) e2>;

  *3.The string is exhausted without finding 'a'

     (e1) = <Prout 'No substring a-z'>; }

Можно было бы заметить, что используется некая система в переписывании определений этой функции. Она состоит в заключении открытых переменных в скобки и во введении вспомогательных функций, которые имитируют удлинение открытых переменных. Этот процесс исключения неявной рекурсии можно легко запрограммировать и выполнять автоматически. 

Упражнение 3.3 Функцию проверки равенства произвольных выражений (не обязательно являющихся строками) можно определить следующим образом: 

  Equal {

     (e1)(e1) = T;

     (e1)(e2) = F; }
Переопределить ее так, чтобы исключить неявную рекурсию. 

Упражнение 3.4 Исключить неявную рекурсию в следующем определении: 

  F {

     e1 sX e2 sX e3 = sX e2 sX;

     e1  = <Prout 'No repeated symbols'>; }

Сравнить оба определения по эффективности. 

Упражнение 3.5 Конечное множество символов может быть представлено строками, включающими те и только те символы, которые входят в это множество. Определить функцию <Isect (e.Set1)e.Set2>, которая вычисляет пересечение двух множеств. Определить ее как с использованием открытых e-переменных, так и без него. 
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3.4. ДУБЛИРОВАНИЕ ПЕРЕМЕННЫХ
Если количество вхождений свободной переменной в правую часть предложения превышает количество ее вхождений в левую часть, ее значение должно быть продублировано интерпретатором, когда он применяется к этому предложению. Это следует принимать во внимание при программировании, так как бесполезное дублирование переменных может приводить к существенным потерям в эффективности. В более сложных реализациях РЕФАЛа, чем простой интерпретатор, излишнего дублирования объектных выражений можно избежать, используя указатели для некоторых частей исходных выражений. Но, программируя для интерпретатора и мысля о РЕФАЛ-программах в терминах простого пошагового выполнения, следует принимать на себя полную ответственность за избежание бесполезного дублирования. 

Эти рассмотрения имеют прямое отношение к способу, которым определяется ветвление в РЕФАЛе. Не представило бы труда определить семантику условных  if-then-else выражений в РЕФАЛе, а затем использовать ее, как она применяется, скажем, в Паскале. Можно было бы принять решение об использовании T и F в качестве значений истинности, и определить функцию If в формате: 

  <If e.Condition
   Then (e.If-True)

   Else (e.If-False)>

Когда используется If , активное выражение, вычисляющее значение истинности условия, должно быть подставлено вместо e.Condition . Затем If можно было бы просто определить как: 

  If {

     T Then (e1) Else (e2) = e1;

     F Then (e1) Else (e2) = e2;  }
Логические связки можно было бы применять подобным же образом. Конъюнкция, например, могла бы быть определена посредством функции And : 

  And {

     T sX = sX;

     F sX = F; }
Однако, такой подход приводит к излишним дублированиям. Это будет продемонстрировано на примере процедуры, которая упорядочивает и сцепляет строки. 

Предположим, имеется некоторое отношение предшествования (порядка), заданное   на строках символов посредством предиката 

  <Pre (e1)(e2)> 
который принимает значение T, если строка e1 предшествует строке e2 , и F в противном случае. Можно определить функцию Order, которая сцепляет две строки в правильном порядке, следующим образом: 

  Order { 

     (e1)e2  = <If (<Pre (e1)(e2)>)

                Then (e1 e2)

                Else (e2 e1)>; }

Пока, при такой интерпретирующей реализации РЕФАЛа, как наша, эта программа не является наилучшим решением. Каждая из переменных e1 и e2 появляется один раз в левой части и три раза в правой части. Это означает, что в ходе выполнения будет создано по две копии каждой строки; если первоначальное выражение сохраняется для вывода, то одна из копий будет использована при вычислении предиката Pre , а другая будет всегда пропадать, так как машина использует только одно из двух выражений для двух значений истинности. 

Исключим сперва вопиющую неэффективность создания двух копий (в then- и else-фрагментах), когда нам известно, что только одна из них будет использована на самом деле. Чтобы это проделать, разъединим фрагменты, помещая их в различные предложения. Order вызывает предикат Pre и передает результат, вместе с исходными строками, на вход вспомогательной функции Order1 , которая имеет два предложения для двух фрагментов и осуществляет выбор одного из них (более элегантный способ определения Order без вспомогательной функции будет продемонстрирован в следующей главе, когда будет введено расширение базисного РЕФАЛа): 

  Order { (e1)e2 = <Order1 <Pre (e1)(e2)>(e1)e2> }

   

  Order1 {

     T (e1)e2 = e1 e2;

     F (e1)e2 = e2 e1; };

Вместо определения ветвления в алгоритме посредством функции If , или какой-либо другой специальной функции, используем тип ветвления, встроенный в наш язык: выбор предложения в зависимости от аргумента. Функция Pre добавляет к аргументу Order1 индикатор, T либо F , посылая Order1 сигнал, в котором она нуждается для того, чтобы сделать выбор. Этот вид ветвления в РЕФАЛе является и более естественным, и более эффективным. Он также не ограничивает количество альтернатив двумя, но действует как устройство, известное в других языках программирования как переключатель, или как case-выражение. 

Наше определение Order потребует создания только одной копии переменных e1 и e2 . Должны ли мы пытаться исключить и это копирование? 

Это зависит от ожидаемого размера подобных выражений (и, конечно, от того, насколько часто предполагается вычислять эту функцию). Допустим, e1 и e2 являются английскими словами, а Pre основывается на лексикографическом порядке. Чтобы определить Pre , мы должны сперва задать отношение предшествования в алфавите Pre-alph для букв. В базисном РЕФАЛе это можно проделать следующим образом: 

  Pre-alph {

  *1.This relation is reflexive

     s1 s1 = T;

  *2.If the letters are different, see whether the

  *  first is before the second in the alphabet

     s1 s2 = <Before s1 s2 In <Alphabet>>; }

   

  Before {

     s1 s2 In eA s1 eB s2 eC = T;

     eZ = F; }

   

  Alphabet { = 'abcdefghijklmnopqrstuvwxyz'; }
Теперь не представляет труда определить лексикографический предикат Pre : 

  Pre {

     ()(e2) = T;

     (e1)() = F;

     (s1 eX)(s1 eY) = <Pre (eX)(eY)>;

     (s1 eX)(s2 eY) = <Pre-alph s1 s2>; 

      }  
Так как длины английских слов невелики, их копирование не приводит к существенной потере эффективности. Это оправдано благодаря простому и естественному определению предиката Pre . Однако в некоторых случаях может быть желательно избегать копирования. Например, если строки состоят не из английских букв, а из некоторых выражений, которые могут быть очень велики, хотелось бы переопределить Pre так, чтобы не производилось ни одного лишнего копирования. 

Причиной, почему следует копировать e1 и e2 в определении Order, является то, что Pre ликвидирует свои аргументы и замещает их единственным символом: значением истинности. Таким образом, может быть сформулировано следующее общее правило: 


Для того, чтобы избежать неоправданного дублирования аргументов, следует избегать неоправданного уничтожения аргументов. 
Будем рассматривать такие функции, которые не уничтожают свои аргументы, а просто добавляют к ним T или F, как сохраняющие предикаты. Если вместо Pre используется сохраняющий предикат Prec , функция Order может быть переопределена как 

  Order { (e1)(e2) = <Order1 <Prec (e1)(e2)>; }
Допустим теперь, что формат Prec определен таким комментарием: 

  * <Prec (e1)(e2)>  ==  T(e1)(e2)

  *                  ==  F(e1)(e2)
Для того, чтобы определить Prec, модифицируем определение Pre в двух пунктах. Во-первых, обобщаем его до обработки термов вместо простых символов, и заменяем  Pre-alph на Pre-term . Во-вторых, новый предикат должен стать сохраняющим. Этого можно достичь, не изменяя формата аргумента. Изменения очевидны для предложений 1, 2 и 4. Но в случае, который соответствует предложению 3, следует хранить первый терм, который является общим для обоих аргументов, для того, чтобы добавить его к ним обоим после того, как предшествование установлено. Решением является: 

  Prec {

     ()(e2) = T()(e2);

     (e1)() = F(e1)();

     (t1 eX)(t1 eY) = <Add-c t1 <Prec (eX)(eY)>>;

     (t1 eX)(t2 eY) = 

              <Pre-term t1 t2>(t1 eX)(t2 eY); }

   

  Add-c { t1 sT(eX)(eY) = sT(t1 eX)(t1 eY); }

Упражнение 3.6 Решение, предложенное выше, не самое лучшее. Запустите 

  <Prec ('but')('butter')>  

с Pre-alph как Pre-term чтобы увидеть, как он сработает. Предполагая, что длина общего начала двух строк равна   c, а верхняя граница количества шагов для вычисления  Pre-term равна t, определить количество шагов, необходимое для вычисления Prec . Переопределить его так, чтобы он работал быстрее. Указание: добавить один или более ящиков к формату Prec для накопления общей части. Определить количество шагов, которое потребуется при этом определении. 

Как упоминалось выше, не всегда необходимо избегать дублирования. Иногда оно является частью алгоритма. Если это и не так, дублирование часто не приводит к существенной потере эффективности. Например, если  алгоритм включает просмотр выражения по одному символу за шаг РЕФАЛ-машины, дополнительное дублирование этого выражения ненамного увеличит время выполнения. Дублирование символов или коротких выражений никогда не было проблемой. Дублирование громоздких выражений на верхнем уровне алгоритма также обычно не составит труда, так как время, в основном, уходит на внутренние циклы. Наконец, более изощренные реализации РЕФАЛа, которые разрабатываются в настоящее время, используют указатели для избежания ненужного копирования. 

Пока, программируя для РЕФАЛ-интерпретатора, следует думать о свободных переменных не как об указателях на значения, которые где-то размещены, но скорее как о самих значениях. Когда элементы левой части переставляются или размножаются, в правой части предложения этот процесс будет повторен во время выполнения. Недозволенного копирования переменных следует решительно избегать. 

Упражнение 3.7 Определить следующие сохраняющие предикаты: 
(a) <String eX> , истинен тогда и только тогда. когда eX является строкой (бесскобочной). 
(b) <Pal eX> , истинен тогда и только тогда, когда eX является палиндромом. 
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3.5. ВСТРАИВАНИЕ АЛГОРИТМОВ В ФУНКЦИИ
Алгоритм на РЕФАЛе является набором функций. Для того, чтобы определить функцию, рассматриваются различные варианты ее аргумента и записываются соответствующие предложения. Таким вот образом функциональные определения встраиваются в предложения. А как некоторый алгоритм встраивается в функции? Далее следует краткое изложение обычных обоснований для введения новой функции, которая рассматривается как алгоритм. 

1.ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНАЯ ОБРАБОТКА
Когда операция, которую мы хотим выполнить над объектом, может быть определена как последовательное выполнение нескольких операций, мы определяем каждую из операций соответствующей функцией, например: 

  F { eX = <F3 <F2 <F1 eX>>> }
Здесь результат одной функции становится аргументом для другой. 

1.ПАРАЛЛЕЛЬНАЯ ОБРАБОТКА
Когда различные части объекта должны подвергнуться обработке по отдельности, мы определяем функции, которые применяются к соответствующим частям, например: 

  F { (eX)(eY)eZ = <F1 eX> <F2 eY> <F3 eZ> }
3.РАЗБИЕНИЕ ВЫРАЖЕНИЯ НА ЧАСТИ
В результате выполнения предыдущих шагов мы можем получить структурированный объект, различные части которого подразумевают различные применения. Например, функция деления нацело </ s.N1 s.N2> продуцирует комбинацию (s.Quotient)s.Remainder . Если нам нужен только остаток от деления s.N1 на s.N2 , мы вызываем: 

  <Rem </ s.N1 s.N2>> 
где Rem определяется предложением: 

  Rem { (sQ) eR> = eR }
4.ВЕТВЛЕНИЕ ПО ЗНАЧЕНИЮ ФУНКЦИИ
Часто возникает потребность вычислить некоторую функцию F , а затем, в зависимости от результата вычисления, продолжать вычисления тем или иным путем. Тогда мы вводим вспомогательную функцию F1 , и производим вызов: 

  <F1 <F eX>> 

Функция ветвления F1 анализирует результат F и производит требуемый выбор. Мы уже видели многие примеры этого. 

5.ИЗМЕНЕНИЕ ФОРМАТА
Часто требуются дополнительные подаргументы функции для того, чтобы определить рекурсивный процесс. В этом случае определяется вспомогательная функция с требуемым форматом. В приведенном выше примере было видно,  что мы определили функцию Cor с форматом: 

  <Cor (e.Scanned-already) e.Not-yet-scanned> 

для того, чтобы определить функцию Correct : 

  Correct {

     e1 = <Cor () e1>; }
Взаимодействие между функциями в РЕФАЛ-системе может производиться либо через поле зрения, либо посредством прямых вызовов. В примере последовательной обработки, приведенном выше: 

  F {eX = <F3 <F2 <F1 eX>>> }

мы использовали взаимодействие через поле зрения. Каждая из трех функций, F1 и т.д., ничего не знает о других. Она оставляет свое значение в поле зрения, а следующая функция принимает его. Альтернативой этому является определение F через систему прямых вызовов. F сама просто вызывает  F1 : 

  F { eX = <F1 eX> }
Определение F1 теперь должно быть модифицировано. В нерекурсивных предложениях, где прежнее определение F1 заканчивало работу с выражением в качестве результата, новое определение должно оканчиваться <F2_.> . Определение  F2 должно быть модифицировано таким же образом. 

Взаимодействие через поле зрения имеет то преимущество, что функциональные определения независимы от их применения, так что они могут быть использованы также и в других контекстах. Итак, по этому методу мы можем надстраивать результат функции справа в поле зрения, например, по схеме, которая уже использовалась (см. функции Chpm , Blanks , и т.д.): 

  F {... =  Е   <F ...> }
где  Е есть некоторое выражение. Эта схема может варьироваться: 

  F {... = <F ...> Е }
или 

  F {... = Е1(<F ...>)Е2 }
и т.д. При прямом вызове функций-преемников это невозможно. С другой стороны, прямые вызовы удобны, когда функция имеет различных преемников в различных предложениях. 
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3.6. РЕКУРСИЯ И ИТЕРАЦИЯ
В программировании термин рекурсия имеет специальное значение  и часто противопоставляется итерации. Рекурсия и итерация являются двумя основными способами определения циклических процессов. Сравним их, взяв в качестве примера функцию факториал и используя  в качестве языка программирования Паскаль. Итеративным определением является: 

  function fact(n:integer):integer;

  var f:integer;

  begin

      f := 1;

      while n > 0 do

      begin f := n * f;

            n := n - 1

      end;

      fact := f

  end
Здесь заголовок сообщает нам, что fact является функцией целочисленной переменной; n является формальным параметром. Еще одна целочисленная переменная, f , используется при вычислении. Вначале она принимает значение 1. Затем включается проверка, превосходит ли n значение 0. До тех пор, пока это не выполняется, вычисляются новые значения  f и n, а управление возвращается на проверку условия. Это простой цикл с двумя переменными, изменяющими свое значение в ходе вычислений. 

Сравним это с рекурсивным определением той же самой функции: 

  function fact(n:integer):integer;

  begin

      if n = 0 then fact := 1

               else fact := n * fact(n-1)

  end
Когда выполняется эта программа, аргумент n сперва сравнивается с 0. Если он не является 0 (и подразумевается, что он неотрицателен), то n должно быть умножено на значение той же самой функции fact для меньшего аргумента n-1 . Это означает, что вычисление вычисления первоначального функционального вызова должно быть приостановлено и fact(n-1) должно быть вычислено посредством той же программы. Текущее значение n и fact (хотя последнее и не будет использоваться на самом деле) должны быть сохранены в памяти для продолжения вычислений fact(n) после того, как будет вычислено fact(n-1). Эта процедура откладывания будет повторена n раз, пока текущее значение  n не станет равным 0. Затем отложенные вызовы возобновляются и выполняются в обратном порядке так, что наконец мы приходим к ответу. Говорят, что отложенные вызовы функции в процессе рекурсивного вычисления  образуют стэк (они размещаются один над другим, а используются в обратной последовательности). Таким образом, перед тем, как числа действительно начинают перемножаться, следует запомнить  2n чисел. К тому же следует организовать правильное возобновление отложенных вызовов функции. Очевидно, что рекурсивное вычисление более сложно и требует больше времени и компьютерной памяти, чем итеративное. 

РЕФАЛ-функция является рекурсивной, если она вызывает себя самое непосредственно или в результате последовательности вызовов других функций. Но рекурсия в этом смысле не обязательно означает рекурсивность в терминах Паскаля. Это отличие проистекает из отличий в семантике функционального вызова. В Паскале, когда функция   сама себя вызывает, она откладывает выполнение программы, чтобы вернуться к нему позднее. В РЕФАЛе же правая часть предложения замещает вызов функции. Если функция вызывает сама себя с другим аргументом: 

  F {... = <F ...> }
это, в терминах Паскаля, является итерацией, но не рекурсией: вызов функции воспроизводит сам себя, изменяется только аргумент. Когда управляющая структура имеет вид: 

  F1 { ... = <F1 ...<F2 ...>...> }
либо

  F1 ... = <F2 ...> <F1 ...> 
это снова является присущим 'Паскаль-итерации', но не 'Паскаль-рекурсии'. Вызов  F2 вычисляется первым, и снова имеется единственный функциональный вызов F1 . Не происходит никакого накопления вызовов в поле зрения. 

Настоящая 'Паскаль-рекурсия' возникает за счет структур следующего вида: 

  F1 {... = <F2 ...<F1 ...>...> }
либо

  F1 {... = <F1 ...> <F2 ...> }
В РЕФАЛе не существует прерываемых, или отложенных, вызовов функций, так как работа РЕФАЛ-машины состоит просто из последовательности замещений. Но функциональный вызов, как единое целое, может ожидать своей очереди в поле зрения. Вот что происходит с вызовами F2 : они накапливаются в поле зрения, подобно отложенным вызовам Паскаль-функции fact . 

Ранее уже представлялся случай продемонстрировать рекурсивное определение факториала в терминах РЕФАЛа: 

  Fact {

     0 = 1;

     sN = <* sN <Fact <- sN 1>>>; }

Когда вычисляется <Fact 10> , первые 20 шагов порождают структуру: 

  <* 10 <* 9 ... <* 1 <Fact 0>> ... >> 

затем работает первое предложение из определения Fact, и десять последующих шагов умножения приводят к результату. Это весьма похоже на случай Паскаль-функции, но отсроченные вызовы обозначены * , а не Fact . 

Можно переопределить Fact в виде итерации, полностью аналогично Паскаль-определению. Функция, которая будет выполнять работу, должна будет включать все переменные, используемые в цикле, а именно переменную цикла s.n , которая первоначально является такой же, как аргумент, и накапливаемый результат s.f , который первоначально равен 1. Первым шагом поэтому будет преобразование формата: 

  Fact { s.n = <Loop s.n 1>; };
Здесь нет ничего, кроме присваивания начальных значений переменным цикла. Сам цикл определяется следующим образом: 

  Loop {

  *1.Termination condition satisfied

     0 s.f = s.f;

  *2.Otherwise

     s.n s.f = <Loop <- s.n 1> <* s.n s.f>>; }

Функциональные определения такого типа, каким задается Loop, известны под названием остаточная рекурсия. В функциях этого вида расширение функционального вызова включает не более одного рекурсивного вызова функции, и, коль скоро он имел место, он должен быть последней операцией в расширении. Из-за этого остаточно-рекурсивные функции допускают реализацию, которая является итеративной, т.е. исключает накопление отсроченных вызовов функций. Трансляторы для Паскаля и для других универсальных языков не используют эту возможность и транслируют остаточно-рекурсивные функциональные определения таким же образом, как и общие рекурсивные определения. Это также справедливо для ранних реализаций Лиспа. В самой последней реализации Лиспа и ее версиях (например, Scheme) позаботились о реализации остаточной рекурсии в форме итерации. В РЕФАЛе нет нужды уделять специальное внимание остаточной рекурсии: подобные определения исполняются итеративно в силу самой семантики языка. 

Итеративные (остаточно-рекурсивные) определения используют память экономно, в то время как 'по-настоящему рекурсивные' определения могут породить громадные промежуточные структуры в поле зрения. Но с другой стороны рекурсивные определения, как правило, короче и более прозрачны. 

Рассмотрим характер рекурсии на примере очень простой функции обработки строк, которая трансформирует каждое  A в B : 

  Fab {

     A e1 = B <Fab e1>;

     s2 e1 = s2 <Fab e1>;

      = ; }

Будучи написанным и исполняемым в РЕФАЛе, это определение является итеративным. В самом деле, расширение вызова функции включает не более одного функционального вызова; символы накапливаются в поле зрения как части окончательного результата, а накопления функциональных вызовов не происходит. И все же само определение рекурсивно по форме, а не итеративно. Если записать полностью аналогичное определение в Лиспе: 

  (define (fab x)

     (cond ((null x) nil)

   
 ((equal (car x)(quote a))

            (cons (quote b) (fab (cdr x))))

           (T (cons (car x)(fab (cdr x))))

     ))
то оно определенно является  рекурсивным, но не остаточно-рекурсивным: отложенные вызовы функции-конструктора cons накапливаются в памяти до тех пор, пока значение аргумента функции fab не становится равным nil (пустым). Различие проистекает из разных способов трактовки основных операций над строками и выражениями, т.е. сопоставления с образцом и подстановки. В РЕФАЛе эти операции являются частью встроенного кибернетического механизма, который трактует их как физические объекты. Обрабатываемые символы (либо громоздкие выражения в иных случаях) накапливаются в соответствующих местах поля зрения по мере поступления, и нет необходимости откладывать какие-либо вызовы функций. При таком способе ясность и краткость рекурсивного определения сочетаются с эффективностью итеративного определения. Если необходимо использовать специальный конструктор Cons для конкатенации (сцепления) термов в левой части выражения, как в случае Лиспа, наше выражение могло бы быть 'по-лисповски рекурсивным': 

  Fab {

     A e1 = <Cons B <Fab e1>>;

     s2 e1 = <Cons s2 <Fab e1>>;

      = ; }
что приводит к накоплению отложенных вызовов функции. 

Легко переписать первое определение Fab в классической остаточно-рекурсивной (итеративной) форме: 

  Fab {e1 = <Fab1 ()e1>; }

  Fab1 {

     (e1) A e2 = <Fab1 (e1 B) e2>;

     (e1) s3 e2 = <Fab1 (e1 s3) e2>;

     (e1)  = e1; }
Но нельзя то же самое проделать в Лиспе (до тех пор, пока его структуры данных не будут расширены за счет включения специальных функций для обработки строк). Как видно из первых двух примеров задания Fab1 , последний обрабатываемый символ должен быть добавлен справа к текущему результату трансформации e1 . В Лиспе же cons добавляет терм к списку только слева: либо необходимо использовать функцию append (которая совершенно неэффективна),  либо конструировать строку в обратном порядке, а затем реверсировать ее, приводя к первоначальному виду (что удваивает время выполнения). 

Упражнение 3.8 Функция факториал может быть вычислена перемножением чисел в порядке возрастания. Определить РЕФАЛ-функцию, которая использует этот алгоритм. 

Упражнение 3.9 Определить функцию Reverse, которая переписывает строку в обратном порядке (реверсирует), как рекурсивным, так и итеративным способами. Проанализировать, как они ведут себя в смысле времени выполнения. Какое определение предпочтительнее? 
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3.7. РАБОТА С ВЛОЖЕННЫМИ СКОБКАМИ
В РЕФАЛе отношение к скобкам весьма серьезно. Ни при каких обстоятельствах нельзя трактовать их как символы (разумеется, это не распространяется на символы '(' и ')' , которые ничем не отличаются от остальных символов). Выражение представляет собой дерево, в котором символы являются листьями, а заключенные в скобки термы - поддеревьями. Если мы захотим, например, заменить '+' на '-' на всех скобочных уровнях, мы сможем проделать это только при точном определении процесса расстановки вложенных скобок. Простейшее решение таково: 

  * Change every '+' to '-', depth-first order.
  Chpm {

     '+'e1 = '-'<Chpm e1>;

     sX e1 = sX <Chpm e1>;

     (e1)e2 = (<Chpm e1>) <Chpm e2>;

      = ;  }
Этот способ обработки деревьев известен как метод  "внутри-слева". Всякий раз, когда встречается поддерево, т.е., мы натыкаемся на левую скобку, сперва производится переход вниз (внутрь), как предписывает первый вызов Chpm в предложении 3, и только после того как полностью обработано это поддерево, производится второй вызов функции. 

Вот другой способ  подробного определения Chpm : 

  * Change every '+' to '-' using open e-variables

  Chpm {

     e1 '+' e2 = <Chpm-d e1> '-' <Chpm e2>;

     e1 = <Chpm-d e1>;  }

   

  * Go down with Chpm

  Chpm-d {

     e1 (e2) e3 = e1 (<Chpm e2>) <Chpm-d e3>;
     e1 = e1;  }
Теперь порядок, в котором обрабатывается аргумент, иной. 

Когда длинное выражение просто выдается на печать построчно, его может быть трудно прочесть. Желательно написать процедуру ( "красивой печати''), которая распечатывала бы выражение в более читабельной форме. Точнее говоря, желательно, чтобы все скобки были напечатаны в отдельных строках с отступом, пропорциональным структурному уровню терма. Поэтому правые скобки следовало бы печатать в той же колонке, что и сопряженные им левые скобки. 

Следующая далее программа решает эту проблему. Идея ее состоит в том, чтобы хранить строку пробелов как отступ и удлинять ее при входе в новый скобочный уровень. 

  * Pretty print-out of expressions

  $ENTRY Pprout { eX = <Pprt (' ') eX>;  }

       /* Initial offset 1 to see transfers */

   

  * <Pprt (e.Blanks-offset) e.Expression>

  Pprt {

     (eB) e1(e2)e3 = <Pr-ne (eB) e1>

                     <Prout eB'('>

                     <Pprt (eB' ') e2>

                     <Prout eB')'>

                     <Pprt (eB) e3>;

     (eB) e1 = <Pr-ne (eB) e1>;  }

   
  * Print if non-empty
  Pr-ne {

     (eB) = ;

     (eB) e1 = <Prout eB e1>;  }
Если на вход Pprout поступает следующее выражение   : 

  '000'('111111')'00000'(('222')'111111')'0000'
то оно будет распечатано таким образом: 

  000

  (

   111111

  )

  00000

  (

   (

    222

   )

   111111

  )

  0000


Упражнение 3.10 Функция Pprout , определенная выше, использует целую строку для каждой скобки. Распечатка может быть несколько сжата, если левая скобка не вызывает появления новой строки: 

  000

  (111111

  )

  00000

  ((222

   )

   111111

  )

  0000
Переопределить Pprout так, чтобы распечатывать выражения указанным образом. 

Функция Chpm, определенная выше, может применяться независимо к отдельным ветвям дерева. Такие функции особенно легко определять с помощью  рекурсии. Однако часто деревья обрабатываются таким образом, что информация передается от одной ветви к другой. Например, мы могли бы захотеть обойти дерево при поиске "внутри-слева" и сохранить только те листья, которые появляются только первый раз. Для этой цели нам необходим указатель, который продвигается по дереву, т.е., проходит все структурные уровни выражения. 

Некоторый опыт работы с указателями в РЕФАЛе уже приобретен. Когда обрабатывается строка, положение указателя может быть представлено парой скобок; используется 

  ( 'ABCDEF' ) 'GHIJKLM' 
вместо 

  'ABCDEF' ^'GHIJKLM'
Если бы требовалось применять Chpm   только к строкам, можно было бы определить ее как использующую указатель вместо накопления результата в поле зрения: 

  * Change every '+' to '-' in a string

  Chpm { e1 = <Chpm1 ()e1>; }

       /* set pointer at the beginning */

   

  Chpm1 {

    (e1) '+'e2 = <Chpm1 (e1'-') e2>;      

       /* move pointer and replace +*/

    (e1) sX e2 = <Chpm1 (e1 sX) e2>;

       /* move pointer */

    (e1) = e1;

       /* end of work */

        }
В такой форме наше определение можно модифицировать, чтобы организовать использование в трансформации обеих частей строки. Предположим, например, что '+' не просто замещается на '-' , но замещается на всю предшествующую строку, таким образом дублируя ее (вообще-то глупая вещь, но достаточно хорошая в качестве иллюстрации). Тогда первое предложение для Chpm1 должно быть переписано как: 

  (e1) '+'e2 = <Chpm1 (e1 e1) e2>;      

Мы могли бы не делать этого, если бы результат накапливался в поле зрения. 

Но что делать, если мы обрабатываем выражение и хотим использовать указатель внутри скобок? Рассмотрим, например, такое  размеченное выражение, т.е. выражение с указателем: 

  'AB'('C'('DEF' ^'GH')'KLM'('V')'XY') 

Часть выражения, которая предшествует указателю, сама не является выражением и не может быть заключена в скобки. То же справедливо и для части, следующей за указателем. Назовем эти части мультискобками, левой и правой соответственно. Можно принять соглашение о представлении мультискобок с помощью выражений. Имеются два естественных представления: с последовательными либо вложенными форматными скобками. Обсудим подробно последовательное представление, которое более наглядно и легче для употребления. 

В левой мультискобке некоторое количество непарных скобок разделяет выражение на  n сегментов. В правой мультискобке существует в точности то же количество n сегментов, разделенных правыми скобками. Для того, чтобы представить мультискобку выражением, каждый сегмент заключается в пару скобок. Для левой мультискобки: 

 Е1(Е2(... (Еn ==>(Е1)(Е2)(...)(Еn)

Для правой мультискобки: 

  Е1)Е2)...)Еn ==>(Е1)(Е2)(...)(Еn)

Размеченное выражение, упомянутое выше, принимает вид: 

  ('AB')('C')('DEF') ^('GH')('KLM'('V')'XY')() 
Теперь можно заменить указатель еще одной парой скобок, и это будет окончательным представлением размеченных выражений: 

  01    11   11     1 0 1    11     2   2    111

  (('AB')('C')('DEF') ) ('GH')('KLM'('V')'XY')()
Пара скобок, представляющих указатель, помечена уровнем 0; все другие скобки помечаются, начиная с 1 и игнорируя указательные скобки. Скобки, имеющие уровень  1, являются форматными для мультискобки; все остальные являются первоначальными скобками исходных выражений. Для прочтения мультискобочного представления исходного размеченного выражения, производятся следующие действия: 

                 01          1                         

  1.Игнорировать (( слева, и ) справа.

   

           101                                          

  2.Читать ))(  как указатель.

                                      

           11                                             

  3.Читать )( слева/справа от указателя 

  как непарную левую/правую скобку 

  в левой/правой мультискобке.

Теперь остается только сделать последний шаг для удобства применения мультискобочного формата. Примем e.ML и e.MR в качестве стандартных переменных для заключающих левой и правой мультискобок, и введем следующие обозначения: 

  [  stands for (e.ML (

  ]  stands for )e.MR

  [. stands for ((

  .] stands for )

  ^  stands for ))(
Эта таблица должна сопровождаться толкованием, что внутри квадратных скобок каждая 'непарная' круглая скобка, т.е., та, для которой ее пара расположена по другую сторону указателя, заменена инвертированной парой )( . 

При такой системе обозначений размеченные мультискобочные выражения представляются наиболее естественным образом. Размеченное выражение, рассмотренное выше, приобретает вид: 

  [.'AB'('C'('DEF' ^'GH')'KLM'('V')'XY').]
Единственным дополнением к простому введению указателя в нужной позиции является заключение всего выражения в квадратные скобки с точками. 

Квадратные скобки без точек используются при записи предложений в мультискобочном формате. Предложение, согласно которому функция F перемещает указатель на одну позицию вправо, имеет вид: 

  [ e1 ^ sX e2 ] = <F [ e1 sX ^ e2 ]>;
Предложение для входа в левую скобку имеет вид: 

  [ e1 ^ (e2)e3 ] = <F [ e1 ( ^ e2)e3 ]>;
Вот каким образом это соответствует действительному предложению: 

        [   e1  ^ (e2)e3   ]  =  

     (e.ML( e1 ))( (e2)e3 )e.MR = 

 

                  [   e1 (   ^ e2 )  e3   ]

               (e.ML( e1 )( ))( e2 )( e3 )e.MR

Чтобы транслировать предложение в мультискобочном формате в обычное предложение, используется приведенная выше таблица и производится замещение непарных скобок на инвертированные пары )( . Повторяющиеся квадратные скобки употребляются для специального случая, когда мультискобочные переменные e.ML и e.MR являются пустыми; это применяется для вызова и закрытия функций, использующих мультискобочный формат. Предложение, которое запускает мультискобочную обработку некоторого выражения e1, помещая указатель перед ним, имеет вид: 

  e1 = <F [. ^ e1 .]>;
Стоит упомянуть о следующем правиле: когда e.ML и e.MR составляют выражение, количество термов в них обеих должно быть одинаковым. Однако, в процессе формирования нового выражения (как в следующем далее случае функции Pair ) e.ML и e.MR могут и не удовлетворять такому отношению. 

Эта система обозначений реализована не как расширение базисного РЕФАЛа. Она используется как макро-нотация. Программы, ее использующие, должны транслироваться, вручную либо автоматически, в регулярный РЕФАЛ так, чтобы, когда программист реально использует РЕФАЛ-программу, он смог видеть транслированные предложения такими, какими они действительно используются в РЕФАЛ-машине. Обоснование такого подхода кроется главным образом в том, что следует принимать во внимание отладку. В некоторых случаях нам также может захотеться работать непосредственно с представлениями мультискобок. 

Полностью функцию Chpm можно определить, при использовании мультискобочной техники, следующим образом: 

  Chpm { e1 = <Chpm1 [. ^ e1 .]>; }

        /* change to MB format;

           set pointer at the beginning */

  Chpm1 {

     [ e1 ^ '+' e2 ] = <Chpm1 [ e1'-' ^ e2 ]>;

     [ e1 ^ sX e2 ] = <Chpm1 [ e1 sX ^ e2 ]>;

     [ e1 ^ (e2)e3 ] = <Chpm1 [ e1( ^ e2)e3 ]>;

     [ e1(e2 ^ )e3 ] = <Chpm1 [ e1(e2) ^ e3 ]>;

     [. e1 ^ .] = e1;  }
Этот текст должен быть странслирован в регулярный РЕФАЛ. РЕФАЛ-система включает функцию Mbprep (мультискобочный препроцессор), написанную на РЕФАЛе. Она обнаруживает те предложения в программе, которые используют макро-нотацию, и транслирует их. Когда Mbprep.rsl находится в Вашей текущей директории, запустите 

  refgo mbprep  source-file out-file
Предложения, использующие мультискобочную макро-нотацию, гораздо легче читать, чем действительные предложения, которые они замещают. Хорошей практикой является переписывание таких предложений в терминах макро-нотации и сохранение их в окончательной программе в форме комментариев. Просто сделайте копию каждого такого предложения и добавьте звездочку в начале каждой строки. Затем вызовите Mbprep . 

Продемонстрируем результат на примере функции   Pair . Базовые функции чтения РЕФАЛ-5 порождают РЕФАЛ-выражения, состоящие только из набираемых символов. Если мы хотим конвертировать символы '(' и ')'в таких выражениях в "настоящие'' скобки РЕФАЛа, можно использовать функцию, определенную следующим образом: 

  *** Function Pair pairs symbol-parentheses

  $ENTRY Pair{

  *  eX = <Pair1 [. ^ eX .]>

     eX = <Pair1 (( ))( eX )> };

   

  Pair1 {

  *  [ e1 ^ '('e2 ] = <Pair1 [ e1( ^ e2 ]>;

     (e.ML( e1 ))( '('e2 )e.MR = 

                 <Pair1 (e.ML( e1)( ))( e2 )e.MR>;

  *  [ e1(e2 ^ ')'e3 ] = 

  *          <Pair1 [ e1(e2) ^ e3 ]>;

     (e.ML( e1)(e2 ))( ')'e3 )e.MR = 

             <Pair1 (e.ML( e1(e2) ))( e3 )e.MR>;

  *  [. e1 ^ ')'e3 ] = error message;

     (( e1 ))( ')'e3 )e.MR = 
       <Prout "*** ERROR: Unpaired ')' found:">
       <Prout '*** 'e1')'>;

  *  [ e1 ^ s2 e3 ] = <Pair1 [ e1 s2 ^ e3 ]>;

     (e.ML( e1 ))( s2 e3 )e.MR = 

             <Pair1 (e.ML( e1 s2 ))( e3 )e.MR>;

  *  [. e1 ^ .]  = e1;

     (( e1 ))( ) = e1;

  *  [ e1 ^ .] = error message;

     (e.ML( e1 ))( ) = 

       <Prout "*** ERROR: Unbalanced '(' found:"> 

       <Pr-lmb e.ML>;  }

   

  *  PRint Left MultiBracket
  Pr-lmb {
     (e1)e2 = <Prout '*** 'e1'('> <Pr-lmb e2>; 

         = ;  }
Когда программа встречает правую скобку, которая не имеет пары, предшествующее выражение уже не имеет мультискобок, так что оно просто выдается на печать, чтобы локализовать ошибку. Когда обработка доходит до конца выражения и имеется непарная левая скобка, просмотренная часть выражения все еще в мультискобочном формате, поэтому вводится Pr-lmb для того, чтобы выдать ее на печать. 

Интересной особенностью последовательного мультискобочного формата является то, что при обработке дерева  весь путь от указателя до корня дерева  представлен в виде последовательности термов и потому легко доступен. Прибегнем к представлению деревьев в форме РЕФАЛ-выражений, используя следующие правила: 

· каждый узел представлен символом; 

· для представления поддерева, состоящего из единственного конечного узла (листа) N после узла указывается период: N'.' ; 

· для представления нелистового поддерева, которое начинается с N, после N помещается в скобках список поддеревьев, которые начинаются с потомков N: N(T1T2...Tn). 

Так, дерево на Рис. 3.1 записывается в форме: 

  T(A(B.C.)D(E.F(G.H.I.)J.)K.) 

[image: image2430.png]BBBBB




Рисунок 3.1 Дерево объектов 

Если только что пройден  H , размеченное дерево в мультискобочной макро-нотации будет иметь вид: 

  [.T(A(B.C.)D(E.F(G.H ^ .I.)J.)K.).] 
что соответствует: 

  ( (T)(A(B.C.)D)(E.F)(G.H) ) (.I.)(J.)(K.)()
(Заметим, что если бы этот текст был частью программы, все данные-точки стояли бы в кавычках, отличаясь таким образом  от точек, используемых при квадратных скобках, которые, конечно,  в кавычки не заключаются.) 

Здесь можно отследить пути от текущего пункта во всех четырех направлениях: вперед, назад, вверх или вниз. Если восстанавливается путь от указателя ( 0- уровень скобок) назад, видно, что последним пройденным объектом был H ; также можно далее увидеть на предшествующей ветви лист G. , являющийся братом H . Для того, чтобы подняться вверх по дереву, продвигаемся на один мультискобочный терм влево и видим, что предком H является F . Уровнем выше мы видим D как более отдаленного предка, а затем T . В РЕФАЛ-выражении все эти объекты находятся в одинаковой позиции: последний объект внутри терма первого уровня. Остальные объекты, такие как A , находятся вне пути. Их форма сохранена: взятие в мультискобки оставляет их в стороне. 

Из-за этого свойства мультискобочного формата можно работать с путем от корня дерева до текущего пункта, используя открытые переменные. Предположим, например, для таких деревьев, как описано выше, мы хотим определить функцию, которая определяла бы, находится ли объект sX на пути к указанному узлу. Пусть форматом функции является: 

  <In-path sX e.Tree> 
Для выполнения этой работы вводится следующее определение  : 

  In-path {

     sX (e1(e.Sibl sX)e2) e3 = True;

     eZ = False; }

Здесь e.Sibl является списком уже просмотренных братьев узла sX . 

ЗАМЕЧАНИЕ: Указанный метод является общим методом записи функций, которые используют мультискобки. Сперва описывается ситуация в естественной форме, с использованием примера или схемы, и определяется необходимая трансформация в этих терминах. Далее можно следовать по одному из двух путей;  какой-либо из них, возможно, окажется более полезным, чем другой. Можно прямо выразить трансформацию в мультискобочном формате и затем использовать mbprep . Либо сперва транслировать трансформационную схему в мультискобочный формат, а затем записать соответствующие РЕФАЛ-предложения. 

Упражнение 3.11 Иногда необходимо прекратить мультискобочную обработку и выдать выражение в том виде, который оно имеет в текущий момент. Тогда мы должны провести обратную трансформацию мультискобочного представления в регулярное РЕФАЛ-выражение, которое стоит за ним. Записать функцию Mback, осуществляющую это. 

Упражнение 3.12 
(a) Пусть дана функция <Subtree sX>, которая конвертирует узел sX в поддерево, начинающееся с корня sX. Предполагается, что функция Subtree будет использоваться рекурсивно, т.е. нелистовые узлы, возникающие в результате Subtree , еще потребуют повторного применения этой функции. Определить функцию Tree , которая будет строить полное дерево по данному корневому узлу. 

(b) Если Subtree требует большого времени для вычисления, может быть полезным просмотр всего существующего дерева перед применением этой функции. Если текущий узел уже перед этим возник, и его поддерево было определено, тогда оно может быть скопировано, чтобы не получать его повторно. Записать модификацию Tree, которая реализует этот алгоритм. 

4. РАСШИРЕННЫЙ РЕФАЛ 
В этой главе вводится некоторое расширение базисного РЕФАЛа, которое делает программирование более легким, а программы - более наглядными. Средствами расширения являются: 

· where-конструкции, или условия; 

· with-конструкции, или блоки; 

· функции закапывания-выкапывания. 

	     4.1. Условия

	     4.2. Блоки

	     4.3. Функции закапывания-выкапывания


 

4.1. УСЛОВИЯ 
Рассмотрим функцию Pre-alph , которая устанавливает отношение предшествования между символами в смысле обычного алфавитного порядка. В Главе 3 она была определена следующим образом: 

  Pre-alph {

  *1.This relation is reflexive

     s.1 s.1 = T;

  *2.If the letters are different, see whether the

  *  first is before the second in the alphabet

     s.1 s.2 = <Before s.1 s.2 In <Alphabet>>; }

   

  Before {

     s.1 s.2 In e.A s.1 e.B s.2 e.C = T;

     e.Z = F; }

   

  Alphabet { = 'abcdefghijklmnopqrstuvwxyz'; }

Это определение записано средствами базисного РЕФАЛа. В полном РЕФАЛе функцию Pre-alph можно определить, не вводя вспомогательную функцию  Before: 
  Pre-alph {
     s.1 s.1 = T;

     s.1 s.2, <Alphabet>: e.A s.1 e.B s.2 e.C 

            = T;

     e.1 = F;  }
Здесь было использована where-конструкция, которая накладывает дополнительное условие на применимость предложения. Этим условием служит: 

  <Alphabet>: e.A s.1 e.B s.2 e.C 
Она следует за левой частью предложения, отделяясь от него специальным where-with знаком РЕФАЛа. В языке РЕФАЛ-5 этот знак может быть представлен либо амперсендом & , либо запятой , .  Он используется для выделения как  where-конструкций, так и with-конструкций (блоков). Как вскоре будет видно, with-конструкцию легко отличить от where-конструкции с помощью фигурных скобок. Однако некоторые программисты, возможно, предпочтут использование запятой в качестве where-знака  и амперсенда в качестве with-знака (либо наоборот). В этой книге в обоих случаях используется запятая. 

Условие является сопоставляемой парой, где образцом (правым операндом) может служить любое выражение-образец, а аргументом (левым операндом) может являться любое РЕФАЛ-выражение; единственным ограничением для аргумента является то, что он должен включать только те переменные, которые имеют определенные значения на момент проверки условия ( связанные переменные). Для условия, которое непосредственно следует за левой частью предложения, это требование означает, что в его аргументе могут использоваться только те переменные, которые появляются в левой части предложения. Выражение-образец в правой части условия может включать как связанные переменные, так и  свободные переменные, которые еще не были определены и получают значения в процессе сопоставления. 

В предложении могут встретиться несколько последовательных where-конструкций. Условия, введенные таким образом, будут вычисляться (проверяться) в заданной последовательности. 

Пусть задано условие Е : P. Оно вычисляется следующим образом. Во-первых, РЕФАЛ-машина порождает новое поле зрения, помещает Е в это поле и заменяет переменные из Е их значениями. Затем машина работает, как обычно, над этим полем зрения до тех пор, пока его содержимое пассивно. В процессе вычислений могут порождаться дополнительные поля зрения. Когда процесс завершается, результат сопоставляется с образцом Р . При этом сопоставлении те переменные в Р , которые являются уже связанными, заменяются на свои значения, в то время как свободные переменные принимают значения в процессе сопоставления. Если сопоставление является успешным, вычисляется следующее условие; если больше нет условий, имеет место замена левой части предложения на правую его часть. Если сопоставление терпит неудачу, объявляется тупиковая ситуация в предшествующем сопоставлении, (которое могло относиться как к условию, так и к левой части сопоставления с образцом). В этом случае открытые переменные в образце будут удлиняться до тех пор, пока это возможно. Если больше не остается переменных, подлежащих удлинению, тупиковая ситуация снова переносится на предшествующее сопоставление; если это происходит при сопоставлении в левой части, предложение неприменимо, как и в базисном РЕФАЛе, и испытывается следующее предложение. После того как проверка условия завершается успехом либо неудачей, временное поле зрения, созданное для Е, уничтожается, и РЕФАЛ-машина возвращается  к полю зрения, из которого вызывалось Е. 

Таким образом, каждый образец в последовательности условий может присваивать значения новым переменным, которые становятся связанными в последующих условиях. В конце концов все эти переменные получат значения и смогут быть использованы в правой части предложения. 

В случае функции Pre-alph  при проверке условия вычисляется значение функции  <Alphabet> . В последующем процессе сопоставления s.1 и s.2 заменяются их значениями, т.е. символами, подлежащими сравнению. Сопоставление завершится успешно тогда и только тогда, когда s.1 предшествует s.2 в алфавите. 

Интерпретация условий, по существу, занимает столько же, сколько и трансляция условий в базисный РЕФАЛ. Для каждого условия создается специальная вспомогательная функция, которая выполняет сопоставление, требуемое по условию. Имена этих функций образуются из имени вызывающей функции добавлением $1, $2, и т.д. Предположим, имеется вызов < F Х > , такой, что на следующем шаге РЕФАЛ-машины применяется одно из предложений F , которое включает условие: 

   F {...

      L, E : P  =  R;

      ...

     }

Тогда система вставит вызов вспомогательной функции F$n между окончанием аргумента Х и закрывающей вычислительной скобкой: 

  <F Х<F$n Е>> 

Согласно общему правилу, теперь будут вычислены активные подвыражения из Е (если таковые имеются) ; затем управление перейдет к F$n. Однако, эта функция является специальной; выполняется только сопоставительная часть шага, а именно, вычисленное Е сопоставляется с Р. Затем управление возвращается к F. Если сопоставление было успешным, имеет место подстановка выражения R , в противном случае производится попытка применить следующее предложение. В любом случае вызов F$n, который был ранее вставлен, удаляется. 

Об этом механизме полезно знать, когда используется трассировщик. Отследим вычисление вызова 

  <Pre-alph 'ba'> 

После первого шага в поле зрения появится: 

  <Pre-alph 'ba'<Pre-alph$1 <Alphabet>>> 

Теперь <Alphabet> проработает с результатом: 

  <Pre-alph 'ba'<Pre-alph$1 'ab...z'>> 
Если в этот момент есть обращение к трассировщику для печати активного выражения, мы увидим 

  <Pre-alph$1 'ab...z'> 

как если бы  Pre-alph$1 являлась настоящей функцией. Однако, замещению результатом подлежит  вызов Pre-alph , а не Pre-alph$1 , так что на следующем шаге мы имеем: 

  F 
 
Упражнение 4.1.  Определить функцию, которая ищет первое вхождение  операции сложения-вычитания на верхнем уровне, т.е., знак '+' или '-' , и заключает предшествующее подвыражение в скобки. 

Упражнение 4.2. В некоторых сообщениях о системе РЕФАЛ-5 упоминается только целочисленная арифметика, а предикат Compare не встраивается. Предикаты для сравнения целых чисел могут быть определены в РЕФАЛе посредством вычитания. Определить Less и Lesseq ([image: image2431.png]


 и [image: image2432.png]


) для целых чисел (см. Reference Section C , форматы). 
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4.2. БЛОКИ
With-конструкции позволяют использовать  блоки (напомним, что блоком является список предложений в фигурных скобках) прямо в рамках функционального определения без введения вспомогательной функции для этой цели. 

В качестве примера  with-конструкции, напомним функцию упорядочения пар из Главы 3 : 

  Order {

    (e.1)e.2 = <Order1 <Pre (e.1)(e.2)> (e.1)e.2>;}

   

  Order1 {

     T (e.1)e.2 = e.1 e.2;

     F (e.1)e.2 = e.2 e.1;

          };
Вспомогательная функция становится ненужной, если используется полный РЕФАЛ: 

  Order { 

     (e.1)e.2, <Pre (e.1)(e.2)>:

             { T = (e.1)(e.2);

               F = (e.2)(e.1);

             }; }
With-конструкция начинается таким же образом, как и where-конструкция: с where-with-знака, затем следует общее РЕФАЛ-выражение, использующее только связанные переменные (аргумент), затем двоеточие - знак операции сопоставления. Однако вместо образца в  with-конструкции используется блок. Фигурные скобки, объединяющие группу предложений в блок, имеют двоякое значение. 

Во-первых, они дают возможность сопоставлять аргумент с несколькими образцами. В нашем примере <Pre (e.1)(e.2)> вычисляется однажды, после чего РЕФАЛ-машина пытается сопоставить его с последовательными левыми частями в блоке, замещение выполняется как обычно. 

Второй функцией фигурных скобок в  with-конструкции является завершение процесса сопоставления в предшествующей левой части и в условиях. Когда управление переходит к левой фигурной скобке, нет пути назад к удлинению e-переменных. Какие бы значения ни были присвоены переменным вне блока, они должны такими и остаться. В случае, когда ни одно из предложений неприменимо, последует аварийное завершение, как если бы это было функциональное определение. 

На самом деле блок является функциональным определением, но эта функция не имеет присвоенного имени и вызывается по аргументу, (по выражению, следующему за where-with-знаком) в качестве ее аргумента. Можно видеть, что блок в определении функции Order  в точности тот же, что и во вспомогательной функции Order1 . With-констукция позволяет определить безымянную функцию именно в  том месте, где она нужна. Определение функции Order в базисном РЕФАЛе можно рассматривать как семантику with-конструкции во втором определении. 

Рассмотрим следующее определение: 

  F {

     e.1'+'(e.2)e.3, <P e.2>: T = (e.2);

     e.1 = <Prout 'No such term'>;

    };
Эта функция находит первый заключенный в скобки терм после '+', такой, что выражение внутри удовлетворяет предикату P . Если P определен как: 

  P { s.1'/'s.2 = T;

     e.X = F;  }
то вычисление функции: 

  <F  A-B+(C*D)+(C/D)> 

приводит к результату (C/D) . Если заключить условие и правую часть в фигурные скобки, так, что они образуют блок-предложение: 

  F { e.1'+'(e.2)e.3>, <P e.2>: { T = (e.2) };

      e.1 = <Prout 'No such term'>;  }
тогда алгоритм следует читать следующим образом: найти первый заключенный в скобки терм, следующий за '+', а затем проверить, удовлетворяет ли заключенное в скобки выражение предикату P . Если теперь вычисляется тот же вызов с измененным определением, результатом будет аварийный останов `Распознавание невозможно'. На самом деле первым термом после '+' является (C*D) , и P не удовлетворяется. Не будет попытки удлинять e.1:  можно только войти в фигурные скобки, окружающие блок, но никогда нельзя выйти из них. 

Вспомним функцию Sub-a-z , которая выделяет подстроку, начинающуюся на  'a' и оканчивающуюся на 'z' . В Главе 2 , чтобы эффективно задать ее, потребовалось ввести вспомогательную функцию. Теперь эта функция может быть включена как блок: 

  Sub-a-z { 

     e.1'a'e.2, e.2 : 

           { e.3'z'e.4 = (e.1)'a'e.3'z'(e.4);

              e.3 = <Prout 'No substring a-z'>;

           };

     e.1 = <Prout "No 'a' found">;  

          }
После того как обнаружено первое 'a', производится вход в блок, и если после этого нет ни одного 'z',  e.1 не будет удлиняться; вместо этого будет сформулирован отрицательный результат. 

Блоки, как и условия, реализуются через вызовы вспомогательных $-функций, которые вставляются между аргументом главной (вызывающей) функции и правой функциональной скобкой. Вспомогательные функции для блоков даже более близки к обычным функциям, чем аналогичные функции для условий. Подобно обычным функциям, они вычисляются посредством попытки сопоставить аргумент с последовательными предложениями в блоке; после успешного сопоставления соответствующая правая часть используется для замещения. Однако вызов, который замещается результатом, -  вовсе не вызов $-функции, а вызов главной функции, определение которой включало эту with-конструкцию. 

Отследим вызов функции Order, рассмотренной выше: 

  1.   <Order ('abc')'de'> 

  2.   <Order ('abc')'de'<Order$1 <Pre ('abc')('de')>>>
После вычисления Pre, которое производится за четыре шага, имеем: 

  6.   <Order ('abc')'de'<Order$1 T>>

  7.   ('abc')('de')
 
Упражнение 4.3 Переопределить следующую функцию, чтобы сделать ее определение более эффективным : 

  s123 {

     e.A 1 e.B 2 e.C 3 e.D = T;

     e.A = F;  }
 
Упражнение 4.4 Инвертированная пара в последовательности чисел есть такая пара смежных чисел, что предшествующее число больше последующего. 
(a) Написать программу, которая отыскивает первую инвертированную пару в данной числовой последовательности, для которой сумма членов пары превосходит 100. 
(b) Записать программу, которая определяется, является ли сумма членов первой инвертированной пары превосходящей число 100. 
Использовать функцию Less из Упражнения 4.2. 
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4.3. ФУНКЦИИ ЗАКАПЫВАНИЯ-ВЫКАПЫВАНИЯ
РЕФАЛ является строго функциональным языком. Но в качестве уступки более традиционным способам программирования, в нем еще остается ряд встроенных функций, которые позволяют пользователю употреблять присваивания. Это не рекомендуется делать и, на самом деле, в этом нет нужды - использовать присваивания для манипуляции объектами. Но иногда желательно поддерживать некоторые глобальные параметры или таблицы, не передавая их как часть аргумента от одного функционального вызова к другому. Тогда можно "закопать'' такие параметры под присвоенными именами, активизируя выражения следующего вида: 

  (*)       <Br N '=' Е >
Когда такой параметр потребуется,  он "выкапывается'' посредством 

  (**)      <Dg N>
Здесь N означает строку символов, которая не включает символ '=', а  and Е   - любое выражение. 

Когда вычисляется (*) , оно исчезает из поля зрения, но на его месте остается выражение Е в реальной связной структуре, представляющей поле зрения. Размещение его связывается со строкой N и сохраняется в таблице. Поэтому вычисление Br занимает постоянный малый квант времени, не зависящий от величины Е . Когда вычисляется (**) , оно снова замещается закопанным выражением , без просмотра последнего, только путем восстановления связей с его концами. Имеется также функция копирования Cp, которая имеет такой же формат и значение, как и Dg , но с ее помощью закапываемое выражение копируется , а не извлекается. При многократном использовании Br и Dg порождают стэк закопанных значений для каждого имени. Функция Br закапывает каждое следующее значение для данного имени,  не затрагивая предыдущих значений. Функция Dg извлекает последнее закопанное значение. Таким образом, эти функции работают как стэки значений для каждого используемого имени. Однако, если стэк для данного имени пуст, результатом Dg является пустое значение, т.е. он не является неопределенным, как это должно было бы быть для обычного стэка. Это отклонение от строгой семантики стэков оказалось практически полезным. 

Предположим, создается программа, которая имеет дело с некоторыми объектами и время от времени порождает новые объекты того же вида. Им присваиваются последовательные номера, начиная с 1. Функция, которая порождает новые объекты, должна иметь доступ к первому свободному индексу. Он может быть сохранен, будучи закопан под некоторым именем, скажем, 'fr-ind' . Тогда при запуске программы, например, как фрагмента правой части Go , выполняется: 

  <Br 'fr-ind=' 1>  

Как только понадобится породить новый индекс, используется: 

  <Next 'fr-ind'> 

в качестве индекса. Функция Next получает число, закопанное под ее аргументом-именем, и увеличивает его на 1 : 

  Next { 

     e.Name, <Dg e.Name>: e.Value  =

             e.Value  

             <Br e.Name'=' <+ e.Value 1>>; }
В Разделе 2.1 была написана программа, транслирующая строки итальянских слов в строки слов английских. Функция Table была применена для хранения трансляционной таблицы (словаря): 

  * Italian-English dictionary table

  Table { = (('cane') 'dog')

            (('gatto') 'cat')

            (('cavallo') 'horse')

            (('rana') 'frog')

            (('porco') 'pig')   }
Вместо хранения этой таблицы в качестве правой части предложения, можно было бы хранить ее как выражение, закапываемое под одним и тем же именем, скажем, 'dict' . 

Выражения, закапываемые при помощи Br, хранятся в форме двухсвязных списков, как и все выражения в поле зрения. В отличие от них, правые части предложений сохраняются в форме кода в языке RASL. Последняя форма гораздо более компактна, чем первая. Однако, закопанное выражение готово к применению, в то время как правая часть предложения подобна той, которой используется для Table, будет прочитана РЕФАЛ-машиной посимвольно в процессе создания соответствующего двухсвязного списка в поле зрения. Поэтому, когда существенны пространственные ограничения, предпочтительнее сохранять таблицу в правой части предложения; но если более важно время выполнения, таблицу следовало бы закапывать. 

Модифицируем наш итало-английский транслятор так, чтобы таблица сохранялась за счет закапывания. Первым делом следует модифицировать функцию Go таким образом, чтобы производить закапывание в начале работы: 

  * This program translates from Italian into

  * English and keeps the dictionary buried.

  $ENTRY Go { =  <Br 'dict='

            (('cane') 'dog')

            (('gatto') 'cat')

            (('cavallo') 'horse')

            (('rana') 'frog')

            (('porco') 'pig') 

                   >

                   <Job <Card>>    }

Теперь следует соответствующим образом изменить использование таблицы. Самый простой способ сделать это - переопределить только одну функцию, Table , так, чтобы она копировала словарную таблицу: 

  Table { = <Cp 'dict'>; }
Однако, этот способ ничем не лучше хранения таблицы в предложении, так как перед использованием таблицы РЕФАЛ-машина должна будет сделать вторую ее копию -- с неизбежными потерями по времени и памяти. Для того, чтобы использовать закопанную таблицу эффективно, следует определить процесс так, чтобы именно та копия, которая была закопана, и использовалась в дальнейшем, а затем снова закапывалась  без изменений. 

Таким образом, вызов  <Table> , который встречается в Trans-line , заменяется на <Dg 'dict'> : 

  * Translate one line

  Trans-line {

     ' 'e.X = <Trans-line e.X>; 

     e.Word' 'e.Rest = 

            <Trans (e.Word) <Dg 'dict'>>' '

            <Trans-line e.Rest>;

      =  ;

     e.Word = <Trans (e.Word) <Dg'dict'>>' ';

             }
Полная словарная таблица будет теперь аргументом Trans . Модифицируем Trans так, чтобы она опять закапывала таблицу после использования: 

  * Translate Italian word into English by table

  Trans { 

      (e.It) e.1 ((e.It)e.Eng) e.2 = 

           e.Eng <Br 'dict=' e.1 ((e.It)e.Eng) e.2>; 

      (e.It) e.1 = 

           ***<Br 'dict=' e.1>; 

                 /* the word not in table */

        }
Одним из преимуществ сохранения закопанных таблиц является то, что они могут быть легко обновлены во время выполнения программы. 

Упражнение 4.5 Модифицировать итало-английский транслятор таким образом, чтобы словарь постоянно сохранялся на диске как файл DICT . В начале работы программа предлагает пользователю сделать (возможные) дополнения к словарной таблице. Пользователь вводит дополнения, программа обновляет файл и затем работает, как описано выше. 

5. РАЗРАБОТКА ПРОГРАММ 
В этой главе приводится ряд примеров разработки программ на РЕФАЛе. 

 

	     5.1. Миссионеры и каннибалы

	     5.2. Алгоритмы сортировки

	     5.3. Пути на графе

	     5.4. Трансляция арифметических выражений


 

5.1. МИССИОНЕРЫ И КАННИБАЛЫ
 

РЕФАЛ является таким языком, который ориентирован на конструирование определенных объектов , представленных РЕФАЛ-выражениями, и на манипулирование ими. Структура управления РЕФАЛ-программы весьма проста и незамысловата: сопоставление в образцом и подстановка. Именно структура объектов, которыми манипулирует программа, несет бремя хранения всей полезной информации. Удачное программирование на РЕФАЛе - это прежде всего удачный выбор основных структур данных. Представление проблемы, которая должна быть решена, в терминах РЕФАЛ-выражений является первой и важнейшей частью программирования на РЕФАЛе. Это представление должно, во-первых, быть наглядным для человека, во-вторых, допускать выражение основных операций над данными в терминах трансформации объектов в соответствии с некоторыми простыми образцами. Если эти два требования удовлетворяются, у вас достаточно хорошие шансы написать РЕФАЛ-программу, которая будет компактной, читаемой, и в то же время легко отлаживаемой. 

Рассмотрим хорошо известную задачу "Миссионеры и каннибалы''. Три миссионера и три каннибала приходят на берег реки и видят лодку. Они хотят переплыть реку. Лодка, однако, не может вместить более двух человек. Дальнейшим ограничением является следующее. Ни в один момент времени число каннибалов на любом берегу реки (включая причалившую лодку) не должно превосходить число миссионеров (так как в этом случае миссионеров одолеют и съедят). Каким образом можно переплыть реку (если это вообще возможно ) ? 

Общий метод решения задачи таков: 

1. Определим множество возможных ситуаций, или состояний, подразумеваемых в задаче ( пространство состояний). Одно из состояний должно быть определено как заключительное. И должен существовать критерий, согласно которому состояние является допустимым решением задачи (достижение цели). 

2. Определим множество допустимых перемещений, которые можно совершать в направлении решения проблемы. Перемещение является операцией, которая трансформирует одно (текущее) состояние в другое (следующее) состояние. Как правило, не всякое перемещение допустимо в каждом состоянии, но для каждого состояния будет определено подмножество допустимых перемещений. 

3. Эти два множества определяют дерево достижимых состояний, корнем которого является начальное состояние. Теперь следует произвести поиск по этому графу, чтобы отыскать путь, который ведет к решению (если он вообще существует). 

Как будут представлены ситуации в нашей задаче? Подвыражения в РЕФАЛе представляют подсистемы в полной системе. Наша система очевидным образом включает две подсистемы людей: находящихся на левом и на правом берегу реки. Таким образом, можно использовать образец: 

  (e.Left-bank)(e.Right-bank) 

Простейшие объекты могут быть представлены РЕФАЛ-символами. Будем использовать для обозначения миссионера 'M' , а для каннибала -'C'. Ситуация, когда на левом берегу три миссионера и один каннибал, а на правом берегу два каннибала, может быть тогда представлена следующим образом: 

  ('MMMC')('CC')
Так как порядок, в котором люди перечисляются, не играет роли, три миссионера и каннибал могут быть также представлены как 'CMMM' , 'MCMM' , и т.д. Нужно ли оставлять такую свободу в представлении или лучше фиксировать определенный порядок? Последний вариант, очевидно, предпочтительнее. Следует продумать заранее использование РЕФАЛ-представлений в образцах. При произвольном порядке символов для определения, находятся ли миссионеры на данном берегу, будет использоваться образец e1'M'e2 . Этот образец включает открытую e-переменную, которая означает просмотр выражения. Если принять соглашение о перечислении миссионеров перед каннибалами, то же самое может быть определено по более простому образцу 'M'e1 . Чтобы определить, имеется ли в группе хотя бы один каннибал, применяется e1'C' , а для определения, присутствуют ли в ней оба вида людей, применяется 'M'e1'C'. Здесь используется тот факт, что люди делятся только на два вида. 

Теперь следует позаботиться о лодке. Один из способов - включить ее в качестве символа 'B' в описание соответствующего берега, скажем, так: 

  ('MMMC')('BCC')
Однако, это будет не слушком удобно. Чтобы абстрагироваться от размещения лодки, будут применяться два образца: 

  ('B'e1)(e2) = (e1)(e2);

  (e1)('B'e2) = (e1)(e2);
Лодка не будет приравниваться к людям; ее расположение является независимым измерением. Более хорошая идея -  добавлять один символ ('L' или 'R') - для того, чтобы отмечать, находится ли лодка на левом или на правом берегу. Допустим, что вся компания приходит на левый берег реки. Тогда представлением начальной ситуации (состояния) служит: 

  L(e.Left-bank)(e.Right-bank) 

 
ЗАМЕЧАНИЕ:  Для представления миссионеров и каннибалов были использованы символы (обратите внимание на кавычки), а для положения лодки - идентификаторы    L и R . Это не имеет большого значения. Обычно программа выглядит лучше, если элементы, которые могут образовать предложение, представлены символами, в то время как символы, используемые отдельно, представлены идентификаторами. 

Обратимся теперь ко множеству возможных перемещений. Перемещением является переплывание реки на лодке. Так как лодка может вместить не более двух человек и не может переплывать сама, то имеется пять возможных перемещений, которые будут представлены последовательными номерами в следующей таблице: 

	  Перемещение  
	В лодку садятся: 

	1 
	два миссионера 

	2 
	два каннибала

	3 
	миссионер и каннибал 

	4 
	миссионер 

	5 
	каннибал 


Не все перемещения физически возможны в каждом состоянии. Например, если лодка находится на левом берегу и только один миссионер на этом берегу, тогда перемещение 1 невозможно. Но даже если перемещение возможно, следует проверить, является ли оно допустимым, т.е. не приводит ли к убийству. Так как перемещение является трансформацией текущего состояния, то оно определяется как: 

  * Move

  * <Move s.Move e.State> == s.New-State

  Move { sM eS = <Admiss <Try sM eS>>; }

Функция Try будет трансформировать состояние. Если перемещение невозможно в данном состояниия, то новое, фиктивное, состояние будет представляться символом Imposs. Admiss будет проверять, что результирующее состояние удовлетворяет необходимым требованиям. Если это так, функция оставит состояние неизменным. Если же требования не удовлетворяются, она заменит состояние на Imposs . Вот как  выглядит простое и прямолинейное определение Try, которое использует средства сопоставления с образцом  языка РЕФАЛ и изобилует комментариями: 

  * Try a move 

  Try {

  * Boat on left bank

  * MM crossing

     1 L('MM'e1)(e2) = R(e1)('MM'e2);

  * CC crossing

     2 L(e1'CC')(e2) = R(e1)(e2'CC');

  * MC crossing

     3 L(e1'MC'e2)(e3) = R(e1 e2)('M'e3'C');

  * M crossing

     4 L('M'e1)(e2) = R(e1)('M'e2);

  * C crossing

     5 L(e1'C')(e2) = R(e1)(e2'C');

  * Boat on right bank
  * MM crossing
     1 R(e1)('MM'e2) = L('MM'e1)(e2);

  * CC crossing

     2 R(e1)(e2'CC') = L(e1'CC')(e2);

  * MC crossing

     3 R(e1)('M'e2'C') = L('M'e1'C')(e2);

  * M crossing

     4 R(e1)('M'e2) = L('M'e1)(e2);

  * C crossing

     5 R(e1)(e2'C') = L(e1'C')(e2);

  * Otherwise move impossible

     s.Mv eS = Imposs;

        }

Функция приемлемости проверяет, что условие "непоедания'' выполняется на каждом берегу: 

  * Admissibility of the move

  Admiss {

     s.Side(eL)(eR), 

            <No-eat eL>: T, <No-eat eR>: T =

   
         s.Side(eL)(eR);   

     eS = Imposs;

          }

   

  * No eating missionaries

  No-eat {

  *1. Both missionaries and cannibals are present

     'M'e1'C' = <Compare e1>;

  * Otherwise OK

     e1 = T; }

   

  * Both M and C on the bank.Compare the numbers.

  Compare {

     'C'e1 = F;

     'M'e1'C' = <Compare e1>;

     e1 = T; }

Дерево достижимых состояний содержит  узлы-состояния и ребра-перемещения. Перемещение и состояние, в которое оно ведет, могут быть легко объединены в единый элемент, который будет называться  связью: 

  (s.Move'='e.State) 

где знак равенства вставлен просто для удобочитаемости. Чтобы подогнать начальное состояние под этот формат, будем рассматривать его как следующее из фиктивного предшествующего перемещения со специальным кодом . Дерево состояний начинается следующим образом: 

  (0 = Sinit)(1 = S1)(1 = S11)...

                     (2 = S12)...

                     ...

                     (5 = S15)...

             (2 = S2)(1 = S21)...

                     (2 = S22)...

             ...
Примем в качестве метода поиска по дереву метод "внутри-слева" и простой фиксированный порядок опробования перемещений: 1, 2, и т.д. до 5. Тогда на самом деле нет надобности работать со всей структурой дерева. Можно хранить только одну цепочку связей, которая образует путь из корня в текущий узел. 

Назовем поисковую функцию Search . Она вызывается в начале программы с начальной цепочкой в качестве аргумента: 

  $ENTRY Go { =

           <Search (0'='L('MMMCCC')())>; };

Теперь желательно рассмотреть все случаи, которые могут встретиться в ходе поиска. 

Задача считается решенной, когда состояние в последней связи является целевым. Имеем предложение: 

  e1 (s.M'='R()('MMMCCC')) =  

        <Path e1 (s.M'='R()('MMMCCC'))>;

В этом случае остается только подходящим образом напечатать решение, что является обязанностью функции  Path . 

Это предложение будет испытываться первым. Пока оно не срабатывает, продолжается поиск и удлинение нашего пути за счет добавления новой связи, возникающей в результате перемещения  1 : 

  e1 (sM'='eS) = 

      <Search e1 (sM'='eS) (1'='<Move 1 eS>)>;
Теперь, если этот путь записать, видно, что последним состоянием в пути может оказаться  Imposs . Поэтому, перед удлинением пути следует проверять, является ли последнее состояние допустимым или состоянием Imposs , и в последнем случае предпринять соответствующее действие. Как всегда в РЕФАЛе, предложение (или предложения) для специального случая, когда eS является Imposs, должно предшествовать предложению (ям) для общего случая. 

Если результатом последнего перемещения является Imposs , испытывается следующее перемещение, т.е., последняя связь замещается следующим образом: 

  e1 (s.Mp'='eS)(s.M'='Imposs), 

                     <+ s.M 1>: s.Mn = 

          <Search e1 (s.Mp'='eS)

                     (s.Mn'='<Move s.Mn eS>)>;
Это подразумевает, обднако, что s.M меньше, чем 5. Если оно совпадает с 5, то это означает, что в нашем распоряжении больше нет перемещений, и следует совершить возврат, т.е., удалить последнюю связь  и предпринять следующее (возможное) перемещение в предыдущей связи. Для того, чтобы совершить следующее перемещение в предыдущей связи в соответствии с общим правилом, состояние в этой связи заменяется на Imposs : 

  e1 (s.Mp'='eS) (5'='Imposs) =  

             <Search e1 (s.Mp'='Imposs)>;
По написанному РЕФАЛ-предложению, т.е. правилу замещения, можно произвести анализ, чтобы увидеть, каковы возможные исключения из него. Мы уже использовали этот метод выше и должны применить его опять. Если предшествующая связь является начальной связью, т.е. s.Mp является равным 0, то нет возможности для возврата и следует объявить, что задача не имеет решения: 

  (0'='eS) (5'='Imposs) = 

       <Prout 'The problem has no solution'>;
Имеется еще одна ситуация, подлежащая рассмотрению. Когда достигается состояние, которое уже было пройдено прежде, т.е. может быть обнаружено в одной из связей построенного пути, нежелательно просматривать его продолжения, поскольку они уже были просмотрены в качестве продолжений предыдущего вхождения этого состояния. Таким образом, повторяющееся состояние замещается на Imposs : 

  e1 (s.Mp'='eS) e2 (s.M'='eS) =

     <Search e1 (s.Mp'='eS) e2 (s.M'='Imposs)>;
Теперь следует собрать все шесть предложений в правильном порядке. Совместно с другими функциональными определениями (предоставляем читателю изобразить, как работает функция Path ), образуем следующую программу: 



  * Missionaries and Cannibals

  $ENTRY Go { =

       <Search (0'='L('MMMCCC')())>; };

   

  Search {

  *1. The goal found

    e1 (s.M'='R()('MMMCCC')) =  

              <Path e1 (s.M'='R()('MMMCCC'))>;

  *2. Impossible state. No backup. No solution.

    (0'='eS) (5'='Imposs) = 

           <Prout 'The problem has no solution'>;

  *3. Impossible state. No next move. Back up.

    e1 (s.Mp'='eS) (5'='Imposs) =  

                  <Search e1 (s.Mp'='Imposs)>;
  *4. Impossible state. Do next move.
    e1 (s.Mp'='eS)(s.M'='Imposs), 

                       <+ s.M 1>: s.Mn =

            <Search e1 (s.Mp'='eS)

                       (s.Mn'='<Move s.Mn eS>)>;

  *5. Repeated state. Equate to impossible.

    e1 (s.Mp'='eS) e2 (s.M'='eS) =

        <Search e1 (s.Mp'='eS) e2 (s.M'='Imposs)>;

  *6. Down the tree.

    e1 (s.M'='eS) = 

         <Search e1 (s.M'='eS) (1'='<Move 1 eS>)>;

        }
   

  * Move
  Move { eS = <Admiss <Try eS>>; }

   

  * Try a move 

  Try {

  * Boat on left bank

  * MM crossing

     1 L('MM'e1)(e2) = R(e1)('MM'e2);

  * CC crossing

     2 L(e1'CC')(e2) = R(e1)(e2'CC');

  * MC crossing
     3 L(e1'MC'e2)(e3) = R(e1 e2)('M'e3'C');
  * M crossing

     4 L('M'e1)(e2) = R(e1)('M'e2);

  * C crossing

     5 L(e1'C')(e2) = R(e1)(e2'C');

  * Boat on right bank

  * MM crossing

     1 R(e1)('MM'e2) = L('MM'e1)(e2);

  * CC crossing

     2 R(e1)(e2'CC') = L(e1'CC')(e2);

  * MC crossing

     3 R(e1)('M'e2'C') = L('M'e1'C')(e2);

  * M crossing

     4 R(e1)('M'e2) = L('M'e1)(e2);

  * C crossing
     5 R(e1)(e2'C') = L(e1'C')(e2);
  * Otherwise move impossible

     s.M eS = Imposs;

        }

   

  * Admissibility of the move

  Admiss {

    s.Side(eL)(eR), <Noeat eL>:T, <Noeat eR>:T =

   
          s.Side(eL)(eR);   
    eS = Imposs;
         }

   

  * No eating missionaries

  Noeat {

  *1. Both missionaries and cannibals are present

    'M'e1'C'= <Compare e1>;

  * Otherwise OK

     e1 = T; }

   

  * Both M and C on the bank.Compare the numbers.

  Compare {

     'C'e1 = F;

     'M'e1'C'= <Compare e1>;

     e1 = T; }
   

  * Print the path leading to the goal
  Path {

     (0'='eS) e2 = 

      <Prout 'The initial state:            'eS>

      <Path e2>;

     (s.M'='s.Side eS) e2, 

          <Look-up s.M In <Table>>: e.Who =

          <Prout e.Who ' crossing to  's.Side 

                ' bank:  state ' s.Side eS>

          <Path e2>;

      = ;      

        }

   

  Look-up { sM In e1 sM(e.Who) e2 = e.Who }

  Table { = 

       1('MM') 2('CC') 3('MC') 4('M ') 5('C ') }


Назовем файл этой программы mmmccc.ref . Транслируем его посредством refc и запускаем: 

  refgo mmmccc -nt
(указанные флажки приводят к выдаче на печать номера шага РЕФАЛ-машины и затраченного на шаг времени). Вывод имеет вид: 

  The initial state:              L (MMMCCC)()
  CC crossing to  R  bank:  state R (MMMC)(CC)

  C  crossing to  L  bank:  state L (MMMCC)(C)

  CC crossing to  R  bank:  state R (MMM)(CCC)

  C  crossing to  L  bank:  state L (MMMC)(CC)

  MM crossing to  R  bank:  state R (MC)(MMCC)

  MC crossing to  L  bank:  state L (MMCC)(MC)

  MM crossing to  R  bank:  state R (CC)(MMMC)

  C  crossing to  L  bank:  state L (CCC)(MMM)

  CC crossing to  R  bank:  state R (C)(MMMCC)
  M  crossing to  L  bank:  state L (MC)(MMCC)
  MC crossing to  R  bank:  state R ()(MMMCCC)
 
Упражнение 5.1 * Усилия, которые нужно затратить на поиск решения (как и само решение) зависят от порядка, в котором испытываются возможные перемещения. До этого был использован один и тот же порядок перемещений, независимо от того, на каком берегу находится лодка. Однако, эти порядки могут отличаться. Модифицировать программу, изменяя порядок перемещений таким образом, чтобы она выполнялась быстрее или медленнее, чем данная программа. 



Сноска: 

1. К упражнениям в этой главе ответы не приводятся. 

На начало
5.2. АЛГОРИТМЫ СОРТИРОВКИ
Пусть задан предикат Order, который вводит отношение (полного) порядка на некотором множестве РЕФАЛ-термов; так, <Order t1 t2> принимает значение T , если пара t1 t2 упорядочена должным образом, и значение F в противном случае. Отношение порядка рефлексивно, антисимметрично и транзитивно. 

Имея такое отношение, можно задаться целью упорядочить данный список термов таким образом, чтобы в любом случае, когда t1 предшествует t2 в списке, <Order t1 t2> являлся истинным. В программировании такая процедура упорядочивания обычно называется сортировкой. Термы, подлежащие упорядочиванию, могут, например, быть заключенными в скобки строками, для которых в качестве Order выступает лексикографическое отношение, либо числами с  Order, которое является отношением "меньше или равно". 

Наиболее очевидным способом упорядочивания последовательности термов является перeстановка соседних термов до тех пор, пока они не удовлетворят отношению порядка: 

  * Definition of sorting

  Sort { 

     e1 tX tY e2, <Order tX tY>: F = 

                 <Sort e1 tY tX e2>;

     e1 = e1; }
Эта функция является хорошим пояснением к проблеме, однако в качестве ее решения чрезвычайно неэффективна. В самом деле, предположим, выполнен шаг РЕФАЛ-машины, при котором поменялись местами tX и tY . Теперь все соседние пары в e1 tY , за исключением, быть может, последней (образованной за счет последнего терма в e1 и tY ), должны удовлетворять отношению порядка. Тем не менее, на следующем шаге РЕФАЛ-машина станет проверять все эти пары перед тем, как она дойдет до следующей неупорядоченной пары. 

Улучшение напрашивается само собой: заключить уже готовую часть в круглые скобки и сравнивать последний терм готовой (упорядоченной) части с первым термом еще неупорядочивавшейся части: 

  Sort {

      =  ;

     sX e2 = <Sort1 (sX) e2>; }

   

  Sort1 {

     (e1 tX) tY e2, <Order tX tY>:

                 { T = <Sort1 (e1 tX tY) e2>;

                   F = <Sort1 (e1) tY tX e2>;

                 };

     (e1) = e1; }
Этот алгоритм значительно лучше, но его можно еще улучшить. После перестановки sX и  sY  готовая часть  e1  укорачивается на один терм, и это будет продолжаться до тех пор, пока sY  не окажется неупорядоченным по отношению к последнему терму e1 . Однако, когда  sY  займет свое место, вся первоначальная часть  e1  будет упорядочена; поэтому можно улучшить алгоритм за счет восстановления исходного положения круглых скобок. Конечно, это не может быть проделано, если не зафиксировать каким-либо образом их положение в начале процесса. Так мы приходим к алгоритму, который известен как сортировка вставками: сохранение правильного порядка в начальной части списка и вставка каждого следующего терма в соответствующее место путем перемещения его справа налево: 



  * Insertion sort

  Sort {e1 = <Sort1 ()e1>; };

   

  Sort1 {

     (e1) tY e2 =  <Sort1 (<Insert e1 tY>) e2>;

     (e1) = e1;  }

   

  * <Insert e1 tY> assumes that e1 is ordered

  * and inserts tY into it

  Insert {

     e1 tX tY, <Order tX tY>:

             {T = e1 tX tY;

              F = <Insert e1 tY> tX; 
             };

     e1 = e1;       

         };                       



При использовании этого алгоритма среднее количество шагов, необходимых для того, чтобы отсортировать n термов, равно приблизительно  n2 / 2. Имеются алгоритмы, такие как сортировка слиянием, которые проделывают то же за количество шагов, пропорциональное n log n . Идея сортировки слиянием состоит в делении и выборе. Для того, чтобы отсортировать список, его делят на две приблизительно равные части. Затем эти части сортируются каждая по отдельности и сливаются в один отсортированный список. Во время слияния двух упорядоченных списков ни один из  них не нужно просматривать повторно. Просто сравниваются первые элементы обоих списков и выбирается наименьший (точнее, не превосходящий другого). Таким образом, общее количество операций при слиянии будет пропорционально n. Для того, чтобы отсортировать половины первоначального списка, их делят на четверти, и т.д.  Так как общее количество термов на всех уровнях деления всегда равно n, то время, требуемое для всех слияний, на каждом уровне пропорционально n. Число уровней деления, необходимое для того, чтобы прийти к одноэлементному списку, равно log n. Отсюда общее время сортировки составляет n log n. 

В реализации этой идеи лучше идти от противного: сперва сформировать двухтермовые упорядоченные списки, затем слить их в четырехтермовые списки, и т.д.: 



  * Merge-sort

  Sort { e1 = <Check <Merge <Pairs e1>>>; };

   

  * Form ordered pairs from a list of terms

  Pairs {

     t1 t2 e3, <Order t1 t2>:

              {T = (t1 t2) <Pairs e3>;

               F = (t2 t1) <Pairs e3>; };

     t1 = (t1); 

         /* the odd term makes a separate list */

        = ;   }
   

  Merge {
     (e1)(e2)e.Rest = 

           (<Merge2 (e1)e2>) <Merge e.Rest>;

     (e1) = (e1);

       =  ;  }

   

  * merge two lists

  Merge2 {

     (t1 eX) t2 eY, <Order t1 t2>:

                 {T = t1 <Merge2 (eX)t2 eY>;

                  F = t2 <Merge2 (t1 eX)eY>; };

     (e1)e2 = e1 e2;  /* One of e1,e2 is empty */
         }

   

  * Check whether there is one list or more
  Check {

     (e1) = e1;

     e1 = <Check <Merge e1>>; }



Имеются и другие алгоритмы сортировки. Рассмотрим быструю сортировку. Выбирается первый терм в списке t1 и производится попытка разместить его на окончательное место. С этой целью оставшийся список делится на те термы, которые должны предшествовать  t1 (назовем эту часть e.Left ), и на те, которые должны за ним следовать(назовем часть e.Right) . Тогда место t1 находится между этими двымя списками. Теперь остается применить эту процедуру рекурсивно к двум подспискам и произвести сцепление: 

  <Sort e.Left> t1 <Sort e.Right> 

Ниже следует программа:



  * Quick-sort

  Sort {

      = ;

     t1 e2, <Partit ()t1()e2>: (eL)t1(eR) 

           = <Sort eL> t1 <Sort eR>;  

   

  * Partition list e.List by element sM.

  * <Partit (e.Left)sM(e.Right)e.Remaining-list>

  *       == (e.Left1)sM(e.Right1)

  Partit {

     (eL)sM(eR) = (eL)sM(eR)

     (eL)sM(eR) sX e2, <Order sX sM>:

               {T = <Partit (eL sX)sM(eR) e2>;

                F = <Partit (eL)sM(eR sX) e2>;

               };
         }


Для разбиения на части требуется время, пропорциональное длине списка. Суммарное время для разбиений на одном рекурсивном уровне приблизительно равно n. Так как e.Left и e.Right являются, в среднем, одинаковыми по длине, потребуется приблизительно log n уровней рекурсии. Отсюда полное время сортировки пропорционально n log n.  
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5.3. ПУТИ НА ГРАФЕ
Ориентированный граф называется  простым, если в нем существует не более чем одно ребро с данными начальной и конечной вершинами. Путь   в таком графе определяется как последовательность вершин, в которой каждая следующая вершина достижима по ребру из предыдущей. Путь является ациклическим , если ни одна из его вершин не повторяется. Мы хотим определить функцию, которая для данного графа G и некоторой его вершины V будет перечислять все ациклические пути в G, начинающиеся с V. 

Как всегда, первым, что следует выполнить, является представление объектов. Представим граф в формате 

  s.Vertex(e.List-of-next) ...
где e.List-of-next содержит все те вершины, которые могут быть достигнуты из s.Vertex по ребру (может быть, пустому). Например, граф на Рис. 5.1 представлен следующим образом: 

  A()B(A C)C(D E)D(C)E(A B D) 


[image: image2433.png]



Рисунок 5.1 Ориентированный граф 

Самым кратким решением проблемы является: 

  Paths {

     eP(e1 sV e2)(e3 sV(e.Next)e4) =

          <Paths eP sV (e.Next)(e3 e4)>

          <Paths eP (e2)(e3 sV(e.Next)e4)>;

     eP(e1)(e2) = (eP);

         }
где начальный вызов должен иметь вид: 

  <Paths (V)(G)> 
Для графа на Рис. 5.1 и начальной вершины  E   наша функция выдает результат:

  (E A)(E B A)(E B C D)(E B C)(E B)

  (E D C)(E D)(E)()
Поясним, как мы приходим к следующему решению. Как это часто случается, прямое рекурсивное определение допустимо не только для сформулированной задачи, но и для ее обобщения. В нашем случае производится два обобщения: во-первых, вместо единственной начальной вершины V рассматривается список вершин Vlist, и требуется найти множество путей, которые могут начинаться с любой вершины, принадлежащей Vlist. Во-вторых, допускается произвольное начало P для вычисляемых путей. Таким образом, вызов 

  <Paths P(Vlist)(G)> 
должен приводить к получению множества путей, каждый из которых  начинается с P, затем проходит через некоторую вершину из Vlist и продолжается по графу  G. 

Идея алгоритма состоит в удалении из графа записей о тех вершинах, которые уже включены в какой-либо путь. При этом способе гарантируется, что в конструируемых путях не будет повторных вхождений вершин. В левой части предложения 1 находится образец, отыскивающий первую вершину sV , для которой еще возможно продолжение, так как имеется соответствующая запись в графе. Тогда искомое множество будет состоять из двух подмножеств, для которых записаны два параллельных рекурсивных вызова Paths : в первом  sV добавляется к eP , e.Next становится множеством Vlist , и запись для sV исключается; во втором производится поиск других вершин во множестве Vlist без изменения графа G. Если возможных продолжений не осталось , выдается путь P. 

Тем не менее, с точки зрения эффективности этот алгоритм  имеет изъяны, поскольку для каждого рекурсивного шага процедуры Paths создается дополнительная копия графа (или того, что от него осталось). Этот недостаток исправлен в следующей программе: 



  $ENTRY Go { =

           <Prout 'Type in the graph'>

           <Br 'graph='<Input>>

           <Prout 'Initial vertices, please'>

           <Prout <Paths (<Input>)>>; }

  $EXTRN Input;

   

  Paths {

     ePs1eQ(s1 e2) = <Paths ePs1eQ(e2)>;

     eP(s1 e2) = <Paths ePs1 (<Next s1>)>

                 <Paths eP(e2)>;
     eP() = (eP); }
   

  Next {

     sV, <Dg 'graph'>: e1 sV(eN) e2 = eN

         <Br 'graph=' e1 sV(eN) e2>;  }



Граф извлекается из аргумента Paths и закапывается под именем'graph' . Каждый раз, когда нужно построить продолжение для некоторой вершины, применяется функция Next , которая копирует только подходящий фрагмент описания графа. Поэтому на каждом рекурсивном шаге процедуры Paths нужно проверить, что вершина-кандидат не встречается в данном пути (предложение 1). 

Упражнение 5.2 Как вы могли бы уже заметить, в обеих версиях Paths пустой путь является элементом выходного множества. Хотя это естественное следствие нашего рекурсивного определения, оно может оказаться нежелательным. Модифицировать программу (программы) таким образом, чтобы исключить пустой путь. 
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5.4.ТРАНСЛЯЦИЯ АРИФМЕТИЧЕСКИХ ВЫРАЖЕНИЙ
Чтобы привести один из примеров программы-транслятора на РЕФАЛе, рассмотрим трансляцию арифметических выражений в язык ассемблера для одноадресного компьютера. Элементарными операндами в арифметических выражениях будут служить переменные (представленные идентификаторами) и целые числа. Допустимы пять арифметических операций: + , - , * , / , ^ (последний символ - для возведения в степень) с обычными правилами старшинства; могут также использоваться скобки. 

Одноадресная вычислительная машина имеет накопитель и память. Компьютерный код состоит из операторов LOAD , STORE , ADD , SUB , MUL , DIV , POWER и MINUS , разделяемых точками с запятой. Оператор LOAD x , где x является адресом ячейки памяти, помещает значение, хранящееся в x, в накопитель; STORE x размещает содержимое накопителя в ячейке памяти с адресом x. Бинарные операторы выполняются над содержимым накопителя и некоторой ячейки памяти, а результат помещается в накопитель, например, SUB x вычитает содержимое x из накопителя и помещает разность обратно в накопитель. Оператор MINUS изменяет знак содержимого накопителя. 

Мы будем транслировать арифметические выражения в язык ассемблера для описанной машины. Это значит, что вместо действительных машинных адресов будут использоваться символические адреса. Идентификаторы переменных будут использоваться  в качестве их символических адресов. Вместо размещения констант по некоторому адресу и последующего использования этого адреса будут использоваться сами константы. Результат трансляции арифметического выражения представляет собой программу, которая вычисляет его значение и помещает его в накопитель. Например, выражение: 

  (x1 + 25)*factor
будет странслировано в: 

  LOAD x1;

  ADD 25;

  MUL factor;
Когда вычисляется арифметическое выражение, часто требуются дополнительные размещения в памяти для сохранения промежуточных результатов вычисления. Символическими адресами для таких размещений будут служить $1, $2, $3 ... и т.д. Результат трансляции выражения: 

  (a + 318)*(b - c)
будет выглядеть как: 

  LOAD b;

  SUB c;

  STORE $1;

  LOAD a;

  ADD 318;

  MUL $1;
Присвоим нашей программе-транслятору имя TRAREX . Далее приводится полный текст программы, сопровождаемый комментариями к ее составлению. 



  * Program TRAREX, 

  * Translation of arithmetic expressions

  $ENTRY Go { =  <Open 'r' 1 <Arg 1>>

                 <Open 'w' 2 <Arg 2>>

                 <Write <Translate <Input 1>>>; }

   

  $EXTRN Input;
   

  Translate {
      = ;

     e1 = <Code-gen (1) <Parse e1> <DG 'compl'>>

            }

  * Last symbol from a given list in expression

  * <Last (e.Symb-List) e.Expr ()>  ==  e1 sX(e2)

  *    where sX is the symbol looked for, 

  *    and e1 sX e2 is e.Expr, 

  * or                             ==  (e.Expr)

  *    if there are no such at top level

  Last {

     (eA sX eB) e1 sX(e2) = e1 sX(e2);

     (eA) e1 tX(e2) = <Last (eA) e1(tX e2)>;

     (eA) (e2) = (e2);  }
   

  * <Parse e.Arithm-expr>  ==  e.Tree
  * e.Tree  == s.Operation (e.Tree-1) e.Tree-2

  *         == s.Operand

  *         ==  empty
  Parse {

    e.Expr, <Last ('+-') e.Expr()>: e1 s.Op(e2) =

                     s.Op(<Parse e1>) <Parse e2>;

    e.Expr, <Last ('*/') e.Expr()>: e1 s.Op(e2)

          = s.Op(<Parse e1>) <Parse e2>;

     e1'^'e2 = '^'(<Parse e1>) <Parse e2>;

     s.Symb, <Type s.Symb>: 'F's.Symb = s.Symb;

     s.Symb, <Type s.Symb>: 'N's.Symb = s.Symb;

     (e.Expr) = <Parse e.Expr>;

      = ;
     e.Exp = 
        <Prout 'Syntax error.Cannot parse 'e.Exp>

        <BR 'compl=' Fail>;

         };

  * Code generation.

  * <Code-gen (sN) e.Parsing-tree>  

  *                     ==  assembler code

  * sN is the number of the first location 

  * free for intermediate results.

  Code-gen {

     e1 Fail  = ;

     (sN) '-' ()e2 =    
               <Code-gen (sN) e2>
               'MINUS ;'; 

     (sN) s.Op(e1)s2 =    

               <Code-gen (sN) e1>

               <Code-op s.Op> <Outform s2>';';

     (sN) '+'(s1)e2 =  

               <Code-gen (sN) e2>

               <Code-op '+'> <Outform s1>';';

     (sN) '*'(s1)e2 =    
               <Code-gen (sN) e2>
               <Code-op '*'> <Outform s1>';';

     (sN) s.Op(e1)e2 =    

               <Code-gen (sN) e2>

               'STORE $'<Symb sN>';'

               <Code-gen (<Add (sN)1>) e1>

               <Code-op s.Op> '$'<Symb sN>';';

     (sN) s.Symb =    

               'LOAD '<Outform s.Symb> ';';

     (sN) eX = (Synt-err)';';

           };
   

  * Convert operands into character strings
  Outform { 

        sS, <Type sS>:

           {'F'sS = <Explode sS>;

            'N'sS = <Symb sS>; }; 

           }

  * Assembler codes of operations

  Code-op {

     '+' = 'ADD ';

     '-' = 'SUB ';

     '*' = 'MUL ';

     '/' = 'DIV ';

     '^' = 'POWER ';

           };

  * Write assembler code in a column      

  * (on screen and on disk)
  Write {
     (Synt-err)';' e2 = <Prout 'Syntax error'>;

     e1';' e2 = <Prout <Put 2 e1>> <Write e2>;

     = ;  }


Эта программа читает выражение из одного файла и помещает результат трансляции в другой файл. Она также выводит результат трансляции на терминал. Программе требуется одна внешняя функция, Input , которая определена в модуле reflib , поставляемом с пакетом РЕФАЛ-системы; предполагается, что reflib.rsl размещен в текущей директории. Для того, чтобы вызвать  trarex , следует ввести: 

  refgo trarex+reflib  input-file output-file
Стартовая функция Go использует встроенную функцию Arg , чтобы сделать параметры, вводимые вместе с вызовом программы, доступными для РЕФАЛ-машины. <Arg 1> предназначен для входного файла, а <Arg 2> - для выходного файла. Функция Open назначает эти файлы для чтения и записи по каналам 1 и 2 соответственно. 

Трансляция с одного языка программирования на другой включает следующие три этапа: 

1. Лексический анализ. На этом этапе символы входного текста преобразуется в минимальные лексические единицы исходного языка. 

2. Синтаксический анализ, или грамматический разбор. Здесь текст на исходном языке преобразуется в древовидные структуры, которые выражают смысл текста в форме, удобной для третьего этапа. 

3. Генерация кода. По дереву синтаксического анализа порождается код на выходном языке. 

В нашем случае лексическими единицами являются идентификаторы, целые числа, знаки операций и круглые скобки. Функция Input полностью осуществляет необходимый лексический анализ. Она не только сворачивает строки символов, представляющие идентификаторы и числа, в неделимые символы-атомы, но и преобразует символы-скобки в круглые РЕФАЛ-скобки, которые надлежащим образом объединяются в пары. Такое преобразование уже является началом формирования синтаксического дерева; оно делает более легким следующий этап синтаксического анализа с помощью функции Parse. 

ЗАМЕЧАНИЕ: Символ - на клавиатуре используется и как дефис, и как знак минус. Первая его функция используется в идентификаторах. Поэтому x-1 будет восприниматься как идентификатор. При использовании для вычитания знак - окружается пробелами. 

Входом для Parse  служит результат функции Input . Ее выходом является синтаксическое дерево, которое должно использоваться функцией генерации кода Code-gen (см. определение функции Translate ). Следует выбрать точный формат этого дерева так, чтобы сделать генерацию кода более легкой. 

Главным критерием для проектирования представления древовидного объекта в РЕФАЛе является то, что все варианты объекта, которые желательно различать в программах, должны быть различимы за счет применения простых образцов. Использование открытых e-переменных в образцах следовало бы ограничить, за исключением случаев, когда это совершенно необходимо; таких, например, как случай, когда ведется поиск элемента списка. Круглых скобок, не являющихся необходимыми, следует избегать. Часто в форматы объектов включается ряд символов для того, чтобы провести различие между вариантами и повысить читабельность. В нашем случае дерево имеет простую структуру. В процессе генерации кода нам нужно различать элементарные операнды и поддеревья. Используется формат, где элементарные операнды всегда являются символами, в то время как поддеревья никогда ими не являются. Таким образом, нет нужды  в дополнительных средствах различения. 

Случай элементарного операнда (листа дерева) задается следующей формулой: 

  e.Tree == s.Operand
а случай бинарной операции  - формулой: 

  e.Tree == s.Operation (e.Tree-1) e.Tree-2
Следует также разрешить одну унарную операцию в арифметических выражениях: изменение знака, которое представлено тем же символом'-', что и бинарная операция вычитания. Когда проводится синтаксический анализ выражения, можно трактовать унарный минус таким же образом, что и бинарный; единственная разница между ними в том, что в случае унарного минуса первый опреанд является пустым. Поэтому добавляется еще один вариант для типа данных e.Tree : 

  e.Tree  == - () e.Tree
и он рассматривается как отдельный случай на этапе генерации кода. 

Проектируя структуры данных в РЕФАЛе, следует принимать в расчет как интересы  функций, производящих эти структуры, так и интересы функций, их использующих. Часто случается, что структура, первоначально изобретенная в интересах одной из этих партий, требует модификаций для того, чтобы лучше удовлетворить потребности другой партии. Иногда  вам придется произвести целый ряд таких подгонок перед тем как прийти к окончательным структурам данных, по мере того как вы вдаетесь в детали алгоритма. Это может потребовать некоторых усилий, но выигрышем для вас является лучшее представление и, почти наверняка, лучшее понимание алгоритма. Усилия эти окупятся во время тестирования и отладки. 

При синтаксическом анализе используется способность РЕФАЛ-машины совершать скачок от левой или правой скобки к парной ей скобке и просматривать выражения как слева направо, так и справа налево. Для левоассоциативных операций, а именно, для + , - , * , и / , самая верхняя операция в дереве синтаксического разбора является последней на уровне главных скобок, например: 

  a - b - c = (a - b) - c
В этом выражении невозможно использовать открытые e-переменные для локализации нужного знака минус, потому что порядок слева-направо встроен в процедуру удлинения. Но можно производить просмотр терм за термом справа налево, пока не обнаружится первый минус. Это производится при помощи функции Last , которая обнаруживает последнее вхождение символа из данного перечня ("найти'' в РЕФАЛе означает поставить скобки в соответствующих местах). (Форма входа и выхода функции Last подробно описана в комментариях к программе.) 

Операция возведения в степень ^ является правоассоциативной, поэтому при ее поиске в грамматическом разборе сверху-вниз можно использовать открытые переменные. 

Все это ясно можно видеть в определении функции Parse . Каждое предложение в нем соответствует ситаксической категории исходного языка. Сперва выражение разделяется на части аддитивными операциями верхнего уровня + и - ; затем мультипликатиными операциями * и / . В третьем предложении уделено внимание операции ^ .  Важен порядок этих предложений; он отражает отношение старшинства между операциями. 

Но что делать с унарной операцией изменения знака? Она связывает сильнее, чем аддитивные или мультиприкативные операции, но слабее, чем операция возведения в степень. Одно из решений - добавить соответствующее предложение между вторым и третьим предложениями. Но тогда мы должны быть уверены, что первое предлождение не будет работать с пустым значением  переменной e1 . Этого можно добиться, заменяя  e1 на tX e1 . Однако мы применяем в программе другое решение. Просто разрешено первому (так же , как и второму) аргументу бинарных операций быть пустым, таким образом расширяется определение дерева грамматического разбора. Когда дело доходит до генерации кода, то разрешено только в одном случае листу дерева быть пустым  - в случае унарного - . 

Однако, такая простота не дается даром. Выражение типа ()-x будет считаться законным и эквивалентным -x . (О лучшем решении см. в упражнении далее.) 

Остальные пять предложений Parse относятся к идентификаторам, числам, скобкам, пустым выражениям и ошибочным ситуациям. 

Контроль ошибок является важной частью трансляции. В нашей программе лексические ошибки (включая непарные скобки) отлавливаются стандартной функцией Input . В процессе грамматического разбора в поле зрения может появиться много параллельных вызовов функции Parse . Если хотя бы при одном из таких вызовов встречается синтаксическая ошибка, не имеет смысла генерировать код. Программа должна выдать сообщение об ошибке и либо прекратитьпроцесс, либо продолжить грамматический разбор с целью обнаружения других возможных ошибок, но в любом случае прерывая генерацию кода. Вторая возможность предпочтительнее, и в нашей программе выбрана эта опция. Чтобы передать сообщение процедуре Code-gen , Parse закапывает символ Fail под именем 'compl' (сокращение от 'completion' - "завершение"). При вызове  <Code-gen>  'compl' выкапывается  и добавляется к правой части аргумента. Если ничего не было закопано (ошибок нет), добавление будет пустым. Первое предложение функции Code-gen проверяет, присутствует ли   Fail, и если это так, заканчивает вычисление. 

Функция Code-gen порождает ассемблерный код по дереву грамматического разбора арифметического выражения. Она имеет еще один аргумент - число, отмечающее первое свободное размещение для промежуточных результатов вычислений. Вначале оно равно 1 . 

Когда наша учебная машина выполняет операцию, первый операнд находится в накопителе, а второй по определенному адресу. Однако хороший генератор кода должен был бы использовать коммутативность сложения и умножения и переставлять порядок операндов в случае, когда это может улучшить код. Например, при порядке операндов, заданном в выражении 

  a * (b - c)
результат трансляции имеет вид: 

  LOAD b;

  SUB c;

  STORE $1;

  LOAD a;

  MUL $1;
Вот, несомненно, лучший вариант трансляции: 

  LOAD b;

  SUB c;

  MUL a;
Это результат трансляции, который будет получен при выполнении нашей программы. В определении Code-gen имеются специальные предложения, отслеживающие ситуации, в которых инвертированный порядок более предпочтителен. 

Некоторые ошибки не могут быть обнаружены вплоть до этапа генерации кода, например, пустой операнд (кроме случая пустого операнда для - ). Последнее предложение Code-gen обнаружит такую ошибку, а функция вывода Write выдаст на печать сообщение и остановится. Что касается других предложений Code-gen , легче уяснить, как они работают, из текста на РЕФАЛе , чем из записываемых пояснений. 

Упражнение 5.3 Модифицировать TRAREX таким образом, чтобы она работала в интерактивном режиме, запрашивая у пользователя ввод выражения, транслируя его и снова запрашивая, пока пользователь не наберет END вместо выражения. 

Упражнение 5.4 Как упомянуто выше, TRAREX воспринимает ()-x как -x . Модифицировать Parse так, чтобы пустое подвыражение всегда рассматривалось как ошибка. 

6. МЕТАСИСТЕМНЫЙ ПЕРЕХОД 
	     6.1. Метафункция  Mu  

	     6.2. Метакод

	     6.3. Вычислитель

	     6.4. Замораживатель


При написании программы мы имеем дело с некоторым объектным полем -- множеством объектов, к которым мы обращаемся, когда используем функции. Это множество включает области определения и области значения всех функций, т.е. множества их допустимых аргументов и значений. Будем считать, что это множество объектов основного уровня, или уровня 0, в иерархии объектов. Уровнем 1 в этой иерархии является РЕФАЛ-машина с загруженными в нее функциональными определениями. Взаимодействием между этими двумя уровнями является процесс вычислений, при котором объекты уровня 0 составляют материал, "плоть'' процесса, в то время как РЕФАЛ-машина управляет созданием и преобразованием этого материала. Будем называть систему S1 уровня 1, которая  осуществляет управление совокупностью систем S0 уровня 0, метасистемой по отношению к уровню 0. 

Эта двухуровневая иерархия расширяется, когда создается следующий уровень управления, который имеет дело с РЕФАЛ-машиной и с функциональными определениями как с управляемыми объектами. Назовем такой шаг метасистемным переходом. 

 

6.1. МЕТАФУНКЦИЯ  Мu
Читатель мог бы уже заметить, что в варианте нашего языке, определенном до настоящего момента, нет способа применения таких функций, для которых имя не задается явно, а является значением некоторой переменной либо результатом вычислений. Согласно синтаксису РЕФАЛа, после открывающей вычислительной скобки обязательно должно следовать символическое имя функции (идентификатор). Это требование, которое, разумеется, введено с целью эффективной реализации, не позволяет использовать такие выражения как: 

  <s.F e.X> ,
которое можно было бы записать для того, чтобы вызвать функцию, чье имя определяется динамически как значение  переменной s.F . Однако РЕФАЛ-5 позволяет достичь того же эффекта посредством использования выражения: 

  <Mu s.F e.X> 
Здесь Mu является встроенной функцией, или, скорее,  метафункцией, осуществляющей вызов функции с таким именем, которое задается символом, непосредственно следующим за  Mu . Остальная часть выражения становится аргументом этой функции. Таким образом, Mu работает, как будто определена следующим предложением: 

  Mu { s.F e.X = <s.F e.X> } ,
если оно синтаксически допустимо. 

Применяя Mu, можно определять различного рода интерпретаторы , которые используют выражения в качестве программ, специфицирующих, какие из функций низшего уровня (функции-исполнители) должны быть вызваны. Вот простой пример интерпретатора, который последовательно применяет заданный список операторов к заданному аргументу : 

  Use-seq 

    (s.F e.1) On e.X = <Use-seq (e.1) On <Mu s.F e.X>>;

    () On e.X = e.X; 
Модульная структура программ в РЕФАЛе-5 привносит некоторое усложнение в простую идею функции Mu . Предположим, функция Mu уже применена для того, чтобы определить некоторую функцию Callmu в одном модуле, а затем Callmu используется как внешняя функция в другом модуле. Может случиться так, что некоторое имя функции используется в обоих модулях для определения различных локальных функций. Какую их этих функций следует тогда вызывать посредством Mu? Рассуждая подробнее, рассмотрим следующие два модуля -- Mod1 : 

  * This module is the main module Mod1.

  * It uses the function Callmu defined in Mod2. 

  * It also defines function F

  * which has a different definition in Mod2.

  $ENTRY Go { =  <Prout 'Mu: ' <Mu F 'ABC'>> 

         <Prout 'Callmu: ' <Callmu F 'ABC'>> }

  $e.XTRN Callmu;

  F { e.1 = 'Mod1' }
и Mod2 : 

  * This auxiliary module is Mod2. It defines 
  * a simple interpreting function Callmu,

  * which uses Mu. It also defines function F

  * which is defined differently in Mod1.

  $ENTRY Callmu { s.F e.X = <Mu s.F e.X>; }

  F { e.1 = 'Mod2' }
Можно определить две версии метафункции Mu : Mu-Статическую ( MuS ) и Mu-Динамическую ( MuD ). Согласно статическому определению функциональное значение символического имени определяется модулем, где записана функция, использующая MuS ; в нашем случае этим модулем является Mod2 . Общее правило таково: когда бы ни появился вызов MuS, он может активизировать только функцию, видимую из этой точки (т.е., либо локально определенную, либо входящую в список $e.XTERN), и вызываемая функция будет функцией, определенной в этой точке. При динамическом определении функциональное значение символического имени определяется во время выполнения, т.е. в главном модуле: в нашем случае это Mod1. Пусть выполняется: 

  refgo Mod1+Mod2
Если  Mu определена статически (как MuS ), программа выдаст на принтер: 

  Mu: Mod1

  Callmu: Mod2
Если же  Mu определена динамически (MuD ), будет напечатано: 

  Mu: Mod1

  Callmu: Mod1
Следует привести некоторые соображения как за, так и против указанных способов определения Mu. Динамическое определение выглядит более естественным и соответствует общему принципу: если функция не видима из главного модуля, она не может быть активизирована. С другой стороны, с системной точки зрения хорошо иметь возможность вызвать любую функцию программы, если это нужно. MuD не допускает этого, в то время как  MuS   позволяет это проделать. В самом деле, пусть используются модули с именами Mod1 , Mod2 , Mod3 , и т.д. В Mod1 определяется: 

  $ENTRY Mu-Mod1 { e.1 = <Mu e.1> } 
в Mod2 : 

  $ENTRY Mu-Mod2 { e.1 = <Mu e.1> } 
и т.д. Тогда, в какой бы момент мы ни пожелали вызвать функции , определенные в некотором модуле Modi , мы вызываем Mu-Modi (не забывайте включать эту функцию в список $e.XTERN). Динамическая функция MuD может быть имитирована применением статической функции Mu . Следует только определить: 

  $ENTRY MuD { e.1 = <Mu e.1> } 
в главном модуле и затем использовать MuD в любом модуле (снова объявив ее как внешнюю за пределами главного модуля). 

С учетом этого, встроенная функция Mu в нашей РЕФАЛ-системе определяется статически. 

Упражнение 6.1 Предположим, определены пятьдесят функций с именами Fun1 , Fun2 ... и т.д. до Fun50 . Определить функцию Fun-n так, чтобы <Fun-n s.N e.X> вызывала s.N -ю функцию из этой последовательности с аргументом e.X . Пример: 

  <Fun-n 12 'ABC'>       превращается в     <Fun12 'ABC'>
На начало
6.2. МЕТАКОД
Преобразование программ - это одна из важнейших областей применения РЕФАЛа; как программы, подлежащие преобразованиям (уровень 1, объектные программы), так и программы-преобразователи (уровень 2) обычно будут записываться на РЕФАЛе -- это делает возможной самоприменимость программ-преобразователей. 

Для того, чтобы записывать РЕФАЛ-программы, которые оперируют с РЕФАЛ-программами, мы должны представлять объектные программы с помощью некоторых объектных выражений, так как свободные переменные и функциональные скобки, которые используются в объектных программах, не могут подвергаться  преобразованию в РЕФАЛе. В самом деле, предположим, что имеется некоторая программа и нужно преобразовать всякий вызов функции F1 из этой программы в вызов F2 . Предложение, подобное: 

  Subst21 { e.1 <F1 e.X> e.2  = 

             e.1 <F2 e.X> <Subst21 e.2>; }
не сработает. Согласно синтаксису РЕФАЛа, активные подвыражения не могут использоваться в левой части. Но даже если бы мы расширили РЕФАЛ, допустив такое использование, активное подвыражение <F2 e.1> в правой части воспринималось бы как процесс, а не как объект; вычисление этого вызова начиналось бы перед следующим далее вычислением вызова Subst21 , даже если бы это являлось нежелательным. Аналогично, мы не можем использовать свободную переменную в качестве объекта преобразования, поскольку она будет воспринята РЕФАЛ-машиной как сигнал к выполнению подстановки. 

Отображение всех РЕФАЛ-объектов на множество объектных выражений будет рассматриваться как некоторый  метакод. Такое отображение, разумеется,  должно быть инъективным; т.е. все образы ("метакоды'') различных РЕФАЛ-объектов должны быть различными, так что существует единственное обратное преобразование. Преобразование-метакодирование приводит к понижению метасистемного уровня объекта -- это переход от управляющего устройства к обрабатываемому объекту. Поэтому, когда метакодирование применяется к выражению Е , говорим, что оно   погружается в метакод; когда применется обратное преобразование, говорим, что  Е подымается из метакода. Когда реально создаются РЕФАЛ-программы, работающие с РЕФАЛ-программами, следует выбрать некоторое конкретное метакодирование. Но когда ведутся рассуждения о погружаемых и подымаемых выражениях, часто хочется использовать систему обозначений, позволяющую оставлять такие преобразования неопределенными. Поэтому погружение в метакод будет обозначаться символом "стрелка вниз" [image: image2434.png]


; для подъема из метакода выбирается символ "стрелка вверх" [image: image2435.png]


. Когда область действия этих операций распространяется до конца текущего подвыражения, перед ним просто ставится [image: image2436.png]


либо [image: image2437.png]


. При необходимости ограничить область их действия используются скобки. Например, конкатенация (сцепление) погруженного выражения   Е1   с незакодированным Е2   изображается как {[image: image2438.png]


Е1}Е2 , в то время как ([image: image2439.png]


Е1)Е2 означает то же, что и ({[image: image2440.png]


Е1})Е2. Очевидно,  [image: image2441.png]




 INCLUDEPICTURE  "http://www.refal.net/images/arr-down.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image2442.png]


Е = Е; и если [image: image2443.png]


Е существует, то [image: image2444.png]




 INCLUDEPICTURE  "http://www.refal.net/images/arr-up.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image2445.png]


Е = Е. 

Целью метакодирования является отображение свободных переменных и вычислительных скобок в объектные выражения. Прекрасно было бы, если б при метакодировании можно было оставить объектные выражения неизменными . К сожалению, это невозможно из-за требования однозначности обратного преобразования. В самом деле, предположим, что имеется такой метакод. Тогда [image: image2446.png]




 INCLUDEPICTURE  "http://www.refal.net/images/arr-down.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image2447.png]


e.1   должно быть равным [image: image2448.png]


e.1 , так как [image: image2449.png]


e.1 является объектным выражением. Отсюда вытекает, что два различных объекта, e.1 и [image: image2450.png]


e.1 , имеют одинаковые метакоды. 

Тем не менее, можно минимизировать различия между объектным выражением и его метакодом. Метакод, используемый в РЕФАЛ-системе, выделяет один символ, а именно звездочку '*' , который изменяется при метакодировании. Все другие символы и объектные скобки (круглые) представляют сами себя. Наш метакод определен следующей таблицей: 

	Выражение Е
	его метакод [image: image2451.png]


Е

	s.I 
	'*S'.I 

	t.I 
	'*T'.I 

	e.I 
	'*E'.I 

	< F Е> 
	'*'(( F) [image: image2452.png]


Е) 

	(Е)
	([image: image2453.png]


Е) 

	Е1 Е2
	{[image: image2454.png]


Е1} [image: image2455.png]


Е2

	'*' 
	'*V'

	S (но не '*') 
	S 


Таким образом  [image: image2456.png]


e.X является '*E'.X , [image: image2457.png]


s.1 является '*S'.1 , [image: image2458.png]


'a*b' представляет собой 'a*Vb' , [image: image2459.png]


<F e.Arg> является '*'((F)'*E'.Arg) и т.д. 

Когда метакодирование применяется в некоторому объектному выражению, его результат может быть вычислен посредством вызова РЕФАЛ-функции Dn , которая заменяет всякий символ '*' на '*V' : 

Dn {

   '*'e.1  =  '*V' <Dn e.1>;

   s.2 e.1 = s.2 <Dn e.1>;

   (e.2)e.1 = (<Dn e.2>) <Dn e.1>;

    = ; }
Функция Dn также реализована в РЕФАЛ-системе как встроенная функция, которая производит погружение своего аргумента в метакод за один шаг. 

Для произвольного объектного выражения Е0, 

  <Dn Е0>  ==  [image: image2460.png]


Е0 
Время, необходимое для погружения или подъема объектного выражения пропорционально его длине. Часто является желательным отложить реальное метакодирование некоторого выражения до того момента, когда действительно потребуется применить его погруженную форму, поскольку вполне может случиться, что все выражение, или его часть, будут позднее подыматься к своему оригиналу. Поэтому следует избегать неоправданных двусторонних преобразований выражения, если существует способ пометить выражение, подлежащее метакодированию, но на самом деле не изменяющееся. Мы будем использовать выражение 

  '*!'(Е0)  

для представления отложенного метакода выражения Е0. Это не нарушает однозначности обратного преобразования, так как комбинация '*!' не могла бы возникнуть никаким иным путем. Таким образом, обратное преобразование будет просто трансформировать '*!'(Е0) обратно в Е0. Следующее правило помогает управлять отложенным метакодированием: для всякого (не только объектного) выражения, 

  '*!'(Е)          является эквивалентным       <Dn Е> 

В самом деле, даже если Е включает свободные переменные и активные подвыражения, подразумеваемая последовательность действий в обеих частях этой эквивалентности одна и та же: первые свободные переменные должны быть замещены объектными выражениями, затем процесс вычисления должен начаться и закончиться, а затем результат должен быть погружен в метакод. 

Обратной функцией к  Dn является Up . Если ее аргументом является результат метакодирования объектного выражения Е0, то Up возвращает значение Е0: 

  <Up <Dn Е0>>  ==  Е0 
Но область определения Up можно расширить так, чтобы она включала метакоды любого основного (ground-) выражения Еgr (т.е. такого, которое может содержать активные подвыражения, но не содержит свободных переменных). Выберем ground-выражение, например, <F 'abc'> , и погрузим его в объектное выражение '*'((F)'abc') . Теперь, если применить к нему Up , оно будет подыматься назад к исходному активному выражению: 

  <Up '*'((F)'abc')>  ==  <F 'abc'> 

которое немедленно запускает процесс вычисления. Вообще, для любого ground-выражения Еgr, 

 <Up [image: image2461.png]


Еgr>  ==  Еgr 
Функцию Up можно определить в РЕФАЛе следующим образом: 

  Up {

     '*V'e.1 = '*'<Up e.1>;

     '*'((s.F) e.1)e.2 = <Mu s.F <Up e.1>> <Up e.2>;

     '*!'(e.2)e.1 = e.2 <Up e.1>;

     s.2 e.1 = s.2 <Up e.1>;

     (e.2)e.1 = (<Up e.2>)<Up e.1>;

      =  ; }
Из определения Up легко видеть, что вычисление вызова <Up [image: image2462.png]


Еgr> является имитацией вычисления  Еgr . Эта функция конвертирует "замороженные'' вызовы функций из Еgr в их активную форму и проделывает это в точности в том же порядке изнутри-наружу, как это проделала бы РЕФАЛ-машина. 

Упражнение 6.2 Если функция Up встречает первый метакод свободной переменной, например, '*E'.X , она оставит его без изменения, а это было бы ошибкой. Если ее аргумент не является метакодом ground-выражения, эта функция должна быть не определена. В самом деле, подъем выражения '*E'.X  должен приводить к свободной переменной e.X, которая будет помещена в поле зрения; однако, это не допускается определением РЕФАЛ-машины. Модифицировать приведенное выше определение Up таким образом, чтобы в случае, когда ее аргумент не принадлежит области определения,   выдавалось сообщение об ошибке и происходил аварийный останов. 

На самом деле, рассмотренное выше определение функции Up представляет чисто академический интерес, так как РЕФАЛ-система   содержит встроенную функцию Up, которая эквивалентна нашему РЕФАЛ-определению для аргумента [image: image2463.png]


Еgr, но работает быстрее. Она помещает Еgr в поле зрения РЕФАЛ-машины всего за один шаг. Вдобавок  ее область определения расширена за счет включения метакодов произвольных РЕФАЛ-выражений, а не только ground-выражений. Это будет обсуждено в Разд. 6.4. 

Применяя функцию Up , мы имеем те же альтернативы, в терминах модульной структуры, что и для функции Mu . Наша встроенная функция Up является статической. Пользователь должен принимать во внимание, что функции, предназначенные для активизации с помощью Up, являются видимыми из модуля, в котором встречается вызов Up. Если функция, использующая Up, определена во вспомогательном модуле, нужно заменить ее на UpD и определить UpD в главном модуле: 

  $ENTRY UpD { e.X = <Up e.X> }
совершенно аналогичным образом, как в трактовке функции Mu . 

ЗАМЕЧАНИЕ: Следует иметь в виду различие между [image: image2464.png]


и   [image: image2465.png]


, с одной стороны, и между Dn и Up , с другой стороны. Первые просто являются метасимволами, используемыми для обозначения   некоторых РЕФАЛ-объектов; сами они не являются ни РЕФАЛ-объектами, ни частью РЕФАЛ-системы. Вторые же являются законными именами функций. 

Упражнение 6.3 Развернуть в РЕФАЛ-выражения (если это возможно): 

(a) [image: image2466.png]


<Add (35)16>

(b) [image: image2467.png]


<Up ([image: image2468.png]


<F (e.1)e.2>)'*!'(e.3)>

(c) [image: image2469.png]


'*'((Comp) 'A*VB')

(d) [image: image2470.png]


'*!'('A*B')
Упражнение 6.4 Вычислить: 

(a)  <Dn <Add (35)16>>

(b)  <Up '*!'('A*B')>
На начало
 

6.3. ВЫЧИСЛИТЕЛЬ
В РЕФАЛ-системе используется специальная функция Go для того, чтобы поместить начальное выражение в поле зрения РЕФАЛ-машины. Когда выражение вычислено, РЕФАЛ-машина останавливается и передает управление операционной системе компьютера. Это простейший способ взаимодействия между пользователем и РЕФАЛ-машиной. Иногда предпочтительнее был бы другой способ. Хотелось бы, чтобы РЕФАЛ-выражение подавалось на вход машины, получался результат его вычисления, и управление возвращалось бы пользователю без выхода из РЕФАЛ-системы, так что следующее выражение могло бы снова подвергнуться вычислению, и так сколько угодно раз. 

Если пользователь искушен в написании выражений и захочет, чтобы вычисление производилось в метакоде, тогда решение этой проблемы является весьма простым. Go определяется как вызов интерпретирующей функции Job, которая предлагает пользователю ввести выражение, применяет к нему Up, и когда вычисления закончены, распечатывает результат и запрашивает следующее выражение. 

Однако для пользователя может оказаться затруднительным записывать нужные выражения в метакоде; предпочтительнее разрешить ему записывать выражения в том же виде, в каком они появляются в программе. Поэтому, вместо функции Input , которая вводит объектные выражения, применяется другая функция -- назовем ее  Inp-met -- которая считывает выражение и погружает его в метакод. Главное ее отличие от Input состоит в том, что символы '<' и '>' воспринимаются как вычислительные скобки. 

Теперь следовало бы подумать о том, как привязать это определение Go к существующим модулям РЕФАЛа. Если бы Up была динамической, не оставалось бы ничего другого как заменить Go в главном модуле на Go, которая вызывает интерпретирующую функцию Job, описанную выше. Это значило бы, что программа может использоваться только в режиме вычислителя. 

Однако наша функция Up является статической. Упомянутая выше Go оформляется как отдельный модуль, который называется E (от английского 'Evaluator' - Вычислитель), и модифицируется путем замены Up на UpD и объявления UpD как внешней функции. Для того, чтобы использовать любой модуль, скажем, Prog , совместно с вычислителем, следует добавить к Prog стандартное определение: 

  $ENTRY UpD { e.X = <Up e.X> }
Начало программы E выглядит следующим образом: 

  * Evaluator E

  $ENTRY Go { =  <Job>; }

  Job { = <Prout 'Type e.Xpression to evaluate. '

                 'To end: empty line.'>

      <Prout 'To end session: empty e.Xpression'>

      <Prout >  <Check-end <Inp-met>>; }

   

  Check-end {

        = <Prout 'End of session'>;

     '*'Error = <Job>;

     e.X = <Out <UpD e.X>>; }

   

  Out {e.X = <Prout 'The result is:'>
            <Prout e.X> <Prout>
            <Job>; }

  $e.XTRN UpD;
Теперь, если Prog является главным модулем (т.е. включает определение Go ), мы можем использовать его в  Go-режиме как прежде: 

  refgo prog ...
(где многоточие указано вместо вспомогательных модулей). Но каким бы ни был модуль Prog, главным или вспомогательным, мы  всегда можем использовать его в режиме вычислителя: 

  refgo e+prog ...
Теперь модуль-Вычислитель e является, по существу, главным модулем, но имеется доступ к любой функции из Prog через UpD . Стандартное определение UpD может быть добавлено к любому РЕФАЛ-модулю заранее: это не причинит ущерба. На самом деле будет использоваться только UpD из первого модуля, следующего за вычислителем e. Трассировщик reftr может запускаться таким же образом. 

Модуль-Вычислитель e.ref поставляется вместе с РЕФАЛ-системой. 

ЗАМЕЧАНИЕ: При использовании вычислителя отсутствует интерпретация. Дополнительное время, по сравнению с режимом Go, тратится только на ввод выражения, подлежащего вычислению. Если ввод произведен, Up создает активное выражение в поле зрения, которое выполняется точно так же, как и всегда. 

На начало
 

6.4. ЗАМОРАЖИВАТЕЛЬ
При преобразовании программы метакодированные вызовы функций уровня 1 (которые обычно включают некоторые свободные переменные) становятся аргументами функций уровня 2: 

  <F2 ... [image: image2471.png]


<F1 ... e.1 ...> ... >  

то есть 

  <F2 ... '*'((F1) ... '*E'.1 ...) ... >  
Это схематическое преставление ситуации. В аргументе F2 может присутствовать некоторая комбинация вызовов функций наряду с пассивными выражениями; назовем эти комбинации конфигурациями РЕФАЛ-машины, загружаемыми вместе с определениями функций уровня 1. 

Основу любой системы преобразования программ в таких языках, как РЕФАЛ, составляет замена   вызова функции значением, которое она порождает, за один шаг алгоритма. Во время преобразования программы в РЕФАЛе вызов сравнивается с левыми частями определяющих функцию предложений, которые, подобно функциональным конфигурациям, используются в метакодированной форме. Затем моделируется шаг РЕФАЛ-машины. Этот процесс известен как прогонка. В процессе прогонки множества допустимых значений свободных переменных разбиваются на подмножества, соответствующие разным предложениям функционального определения. Это делает возможным однозначное выполнение шага для любого подмножества. Предположим, например, что имеется следующее определение функции Fa : 

  Fa {

     'a's.X e.1 = 'b's.X <Fa e.1>;

     s.2 e.1 = s.2 <Fa e.1>;

     = ; }
и произведем прогонку вызова <Fa e.1> . Результатом одного шага прогонки является граф, в котором направленные ребра обозначают некоторые подмножества полного множества допустимых значений переменных, в то время как узлы представляют конфигурации, порождаемые при этом шаге. В нашем случае граф будет иметь три ребра (ветви). Первая ветвь определяет шаг для случая, когда значение e.1 начинается с 'a', за которым следует некоторый символ s.X . Это ведет к конфигурации: 

  'b's.X <Fa e.1>
где e.1 теперь означает то, что осталось от первоначального выражения e.1 после удаления из него первых двух символов. Вторая ветвь соответствует подмножеству значений, в которых первым символом является не 'a' -- или же это символ 'a', но остальная часть выражения либо пуста, либо начинается с круглой скобки. Третье подмножество состоит из одного элемента: пустого выражения. 

Очевидно, что прогонка, как и всякая форма интерпретации, занимает гораздо больше времени, чем непосредственное вычисление. Поэтому, когда в конфигурации не имеется свободных переменных, было бы гораздо быстрее непосредственно вычислять ее, чем использовать общий механизм прогонки. Более того, всякий раз, когда шаг может быть выполнен однозначно, независимо от значений свободных переменных, также было бы очень желательно выполнять его при помощи непосредственного вычисления. Предположим, например, что при рассмотренном выше определении мы имеем конфигурацию: 

  <Fa 'a's.1'bc'e.2> 
Независимо от того, каковы значения s.1 и e.2 , в результате получится конфигурация: 

  'b's.1 <Fa 'bc'e.2> 
Аналогичным образом, следующие два шага будут однозначными и приводят к: 

  'b's.1'bc' <Fa e.2> 

Только теперь следующий шаг зависит от значений переменных , и прогонка является неизбежной. Таким образом, в некоторых случаях прогонка может сводиться к прямому частичному вычислению вызовов функций. 

РЕФАЛ-система обеспечивает средства для эффективного частичного вычисления до тех пор, пока непосредственное выполнение шагов РЕФАЛа не зависит от значений свободных переменных . Это достигается следующим образом. 

В поле зрения допускается использование объектов дополнительного типа. Эти объекты будут рассматриваться как неизвестные. Информационным наполнением неизвестного является его тип (S , T или E ), его уровень (неотрицальное целое число) и его индекс (макроцифра). Система знает, что неизвестное s-типа означает некоторый символ, а неизвестное t-типа -- некоторый терм; это принимается во внимание при сопоставлении. До тех пор, пока значения неизвестных объектов не требуются для выполнения РЕФАЛ-шага, они переходят из одного выражения в другое и могут быть скопированы. Система не замечает их существования, или вернее, их отличия от нормальных объектных выражений. Неизвестные можно обнаружить с помощью трассировщика, который распечатывает их в виде: 

  #type.level  inde.X 
Неизвестные объекты создаются функцией Up и преобразуются с помощью Up и Dn . Если неизвестный объект, имеющий тип t, уровень n, и индекс i, обозначить как: 

  unknown(t,n,i)
то расширение этих функциональных определений может быть описано следующими формулами: 

  <Up '*'s.T s.I>  =   unknown(s.T,0,s.I);

  <Up  unknown(t,n,i)> =  unknown(t,n+1,i);

  <Dn  unknown(s.T,0,s.I)> = '*'s.T s.I;

  <Dn  unknown(t,n+1,i)> =  unknown(t,n,i);
Имеется встроенная функция Ev-met ('вычислять поверх метакода'). Она воздействует на поле зрения таким образом, словно она определена предложением: 

  Ev-met { e.X = <Freezer <Up e.X>>;}
Вдобавок она выполняет некоторые системные операции. Freezer ("Замораживатель") является фиктивной функцией, которая нужна для заключения в скобки выражений, которые возникают при подъеме, и для вычисления аргумента функции Ev-met . Она также "замораживает'' ее аргумент, т.е. погружает его в метакод. Freezer не может быть вызвана пользователем и появляется только как размещаемая функцией Ev-met . После того, как аргумент Ev-met поднят, начинается процесс прямого вычисления. Есть три варианта возможного его завершения: 

· Вычисление заканчивается успешно с некоторым результатом Е, который является пассивным выражением (но еще может содержать неизвестные объекты). Тогда вызов замораживателя заменяется на: 

·   0 [image: image2472.png]


 Е
· На некоторой стадии процесса вычисления следующий шаг становится невозможным из-за неизвестного объекта. Тогда производится  замораживание. Отыскивается первый заключенный в скобки вызов Freezer. Если таких вызовов несколько, выбирается самый внутренний; если вызовов нет, значит возникла ошибочная ситуация. Тогда аргумент  Е функции Freezer погружается в метакод и вызов замораживателя заменяется на: 

·   1 [image: image2473.png]


 Е
· На некоторой стадии активизируется вызов функции ввода-вывода. Но он не должен запускаться и выполняться, так как это может произойти во время выполнения программы, а не в момент функционального преобразования. Поэтому производится замораживание, как и в предыдущем случае. Результатом снова является: 

·   1 [image: image2474.png]


 Е
· На некоторой стадии вычисления встречается аварийный останов (отождествление невозможно), при этом некоторое выражение заключено замораживателем в скобки. Тогда вызов замораживателя заменяется на: 

·   2 [image: image2475.png]


 Е
Заметим, что даже если неизвестные объекты по сути выступают в качестве свободных переменных для обозначения некоторых вещей, следует вводить специальное обозначение для них, чтобы описывать операции над ними с помощью РЕФАЛ-предложений. В самом деле, нечто подобное 

  <Up '*E'.X>  =  e.X 
противоречило бы синтаксису РЕФАЛа (свободная переменная в правой части, которая в левой части отсутствует), в то время как: 

  <Dn e.X>  =  '*E'.X
определяло бы  Dn как совершенно иную функцию. 

Функцию Up следует применять только в случае, когда известно, что ее аргумент не содержит свободных переменных. Если таковые имеются, Up создаст неизвестные объекты, и, поскольку они не заключены замораживателем в скобки, возникнет ошибка, как только неизвестная переменная помешает вычислению. Заметим, что первым действием большинства встроенных функций является преобразование собственных аргументов из списочных структур в массивы. Поэтому они вызывают замораживание даже перед началом своей специальной работы. 

С неизвестными нельзя оперировать так же, как и с другими законными ("известными'') объектами РЕФАЛа. Единственное из назначение -- ускорить процесс вычислений. Что бы вы ни намеревались с ними проделать, следует сперва сконвертировать все выражения, содержащие неизвестные объекты, в метакод. Тогда неизвестные становятся метакодированным представлением свободных переменных.

Приведем краткий очерк применения замораживателя при преобразовании программы. Предположим, что необходимо исследовать (метакодированный) вызов функции Fa : 

  '*'((Fa) Е) 

где  Е - некоторое выражение-образец. Перед прогонкой используется функция Try-pe ('try partial evaluation' - "попытка частичного вычисления"), которая определена следующим образом: 

  Try-pe { e.E = <Checkfr <Ev-met e.E>> }

  * Check the contents of freezer

  Checkfr {

     0 e.E = <Passive e.E>;

     1 e.E = <Drive e.E>;

     2 e.E = <Undefined e.E>;

          }
Когда производится вызов: 

  <Try-pe '*'((Fa) Е)> 

вызов Fa подымается из метакода и помещается в замораживатель. Предположим, Е является выражением '*E'.1 (произвольный аргумент). Тогда, не производя ни одного шага, система погрузит его обратно в метакод и перейдет к функции Drive для прогонки. Но если 

  Е  =  'a*S'.1 'bc*E'.2 
как в приведенном выше примере, тогда непосредственно выполнятся три шага РЕФАЛ-машины, после чего будет предпринята прогонка. Если  Е является выражением 'a*S'.1'bc' , вычисление будет продолжаться до получения пассивного результата 'b*S'.1'bc' . Тогда функция Passive определит, что делать дальше.

Упражнение 6.5 Модифицировать вычислитель, описанный в Разд. 6.3 таким образом, чтобы в случае, когда встречается аварийный останов, выдавалось сообщение, распечатывалось с
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1.1. 

  'Joe''s Pizza is "cute"'

  "Joe's Pizza is ""cute"""
На начало
1.2. 

  '-'16 0
На начало
 

1.3. 

(a) e1 sX sX ; (b) e1 tX e2 tX e3 ; (c) t1 e2 or e1 t2 . 

На начало
 

1.4. 

(a) tX превращается в b ; (b) неудача; (c) e6 превращается в A(B) , e4 превращается в C D ; (d) неудача. 

На начало
 

1.5. 

  Add { 

     (eX) '0' = eX;

     (eX) eY's'= <Add (eX) eY>'s'; }

На начало
 

1.6. 

  Addb {
     (eX'0')(eY s1) = <Addb (eX)(eY)> s1;

     (eX'1')(eY'0') = <Addb (eX)(eY)>'1';

     (eX'1')(eY'1') = 

            <Addb (<Addb (eX)('1')>)(eY)>'0';

     (eX)(eY) = eX eY; }
На начало
 

2.1. 

  $ENTRY Go { = <Job> }
  Job { = <Prout 'Please enter a line'>

          <Job1 <Card>>; }

  Job1 {

     0  = <Prout 'Good-bye!'>;

     eX = <Prout 'The translation is:'>

          <Prout <Trans-line eX>>

          <Job>; }

На начало
 

2.2. 

  (a) Sum-1            and         '#SUM_1 '
  (b) Sum'-'1          and         '#SUM -#1 '

  (c) as above

  (d) (9'+'25)'()'     and         '(#9 +#25 )#(#)'

На начало
 

2.3. 

  * Conv-xx, conversion of a file typed for Input
  * into a file for Xxin.

  * Call: refgo conv-xx+reflib  file-name
   

  $ENTRY Go { = 

         <Xxout (<Arg 1>) <Input <Arg 1>>>; }

  $EXTERN Input,Xxout;
На начало
 

2.4. 

  Merge { s1 s2 = 

        <Implode <Explode s1> <Explode s2>>; }

На начало
 

2.5. 

  (a)
      7  6 8  5  4    9    3 2  10      11    1

      eA ( t2 )  (  Sunday ) ( s.Day  s.Night )
Переменная  eA (No.7) является закрытой. 

  (b)

    1    3   2  4  5 7    9   8     10   6  11

    ( e.Word )  e1 ( ( e.Word ) e.Transl )  e2
No.3 является закрытым, No.4 открытым вхождением, No.9 повторным, No.11 закрытым. 

  (c) 

     1 8   9  10  7  6  2  11  12  13  4  5  3  

     ( e1 '+' e2 '+' e3 )  e1  '+' e2  (  e3 )
No.5 является закрытым, No.6 повторным, No.8 открытым, No.10 закрытым, No.11 и No.13 повторными. 

На начало
 

2.6. 

  (a) ('di' [image: image2477.png]


 eA)('f' [image: image2478.png]


 t1)('ident' [image: image2479.png]


 eB)
  (b) ( [image: image2480.png]


 e1)('d' [image: image2481.png]


 sX)('iffi' [image: image2482.png]


 e2) ('ent' [image: image2483.png]


 e3)

  (c) Failure

  (d) ( [image: image2484.png]


 e1)( [image: image2485.png]


 e2)(A B C [image: image2486.png]


 e3)

  (e) (A(A B) [image: image2487.png]


 e1)((C) [image: image2488.png]


 eX)(D [image: image2489.png]


 e2)

На начало
 

3.1. 

Второй знак уничтожения появится в ответе: 

  #Crocodile
Для выдачи сообщения в предложение следует вставить: 

  ()'#'e2 = <Prout 'Extra delete signs!'> 

               <Prout '#'e2>;

между предложениями 2 и 3. 

На начало
 

3.2. 

  Cut {
     (e1)(e2) = <Cut1 (()e1) (()e2)>; }

   

  Cut1 {

     ((e.R1) tX e1) ((e.R2) tX e2) =

            <Prout (e.R1 tX)(e.R2 tX)>

            <Cut1 (()e1) (()e2)>;

     ((e.R1) tX e1) ((e.R2) tY e2) =

            <Cut1 ((e.R1 tX) e1) ((e.R2 tY) e2)>;

     eZ = ; } 
На начало
3.3. 

  Equal {
     (sX e1) (sX e2) = <Equal (e1) (e2)>;

     ((e.T1)e1) ((e.T2)e2) = 

         <Equal1 <Equal (e.T1)(e.T2)> (e1)(e2)>;

     () () = T;

     (e1) (e2) = F; }

   

  Equal1 {

     T eA = <Equal eA>;

     F eA = F; }
На начало
3.4. 

  F { 

     sX e1 = <F1 sX()e1>;

      = <Prout 'No repeated symbols'>; }

   

  F1 {

     sX(e2)sX e1 = sX e2 sX;

     sX(e2)sY e1 = <F1 sX(e2 sY) e1>;

     sX(e2) = <F e2>; }
На начало
3.5. 

При неявной рекурсии: 

  Isect {

     (sX e1)(e2 sX e3) = sX <Isect (e1)(e2 e3)>;

     (sX e1)(e2) = <Isect (e1)(e2)>;

     ()(e2) = ; }
Без применения неявной рекурсии: 

  Isect {

     (sX e1) eI (sX e2) = sX <Isect (e1)(eI e2)>;

     (sX e1) eI (sY e2) =  

            <Isect (sX e1) eI sY (e2)>;

     (sX e1) eI () = <Isect (e1) (eI)>;

     () eI (e2) = ; }
 
ЗАМЕЧАНИЕ: Был использован "закрытый'' формат функции Isect , который обеспечивает память еще для одного выражения, вначале пустого. Если бы форматом функции был Isect (e1)e2> , необходимо было бы ввести некоторую вспомогательную функцию. 

На начало
3.6. 

2c + t , где t = 1, если одна строка является началом другой. А при таком определении: 

  * Precedence-conservative
  * <Prec eC(e1)(e2)> == T(e1)(e2)

  *                   == F(e1)(e2)

  * where eC is the common part of e1 and e2.

  Prec {

     eC ()(e2) = T(eC)(eC e2);

     eC (e1)() = F(eC e1)(eC);

     eC (t1eX)(t1eY) = <Prec eC t1 (eX)(eY)>;

     eC (t1eX)(t2eY) = 

         <Addc eC <Pre-term t1 t2>(t1eX)(t2eY)>;}

   

  Addc { eC sT(eX)(eY) = sT(eC eX)(eC eY); }
время составляет c + t. 

На начало
 

3.7. 

  String {
     e1 s2 = <String e1> s2;

      = T;

     e1(e2) = F e1(e2); }

   

  Pal { eX = <Pal1 ()eX()>; }

  Pal1 {

     (eL) s1 e2 s1 (eR) =

             <Pal1 (eL s1) e2 (s1 eR)>;

     (eL)(eR) = T eL eR;

     (eL) eI (eR) = F eL eI eR; }
На начало
3.8. 

  Fact {sN = <Loop F(1) I(1) N(sN)>; }
   

  Loop {

     F(sF) I(sN) N(sN) = <* sN sF>;

     F(sF) I(sI) N(sN) = 

           <Loop F(<* sI sF>) I(<+ sI 1>) N(sN)>;

        }
На начало
3.9. 

  * Recursive definition
  Reverse {

     s1 e2 = <Reverse e2> s1;

      = ; }

   

  *Iterative definition

  Reversei { eX = <Revit ()(eX)>; }

   

  Revit {

     (eR)(s1 e2) = <Revit (s1 eR)(e2)>;

     (eR)() = eR; }
На начало
3.10. 

См. функцию Pprout в reflib . 

На начало
3.11. 

  * Multibracket Backtracking

  Mback {

    [e1(e2 ^e3)e4] = <Mback [e1 ^(e2 e3)e4]>;

    [.e1  ^e2.] = e1 e2; };

Функция достигает результата ,перемещая указатель обратно к началу выражения. Тот же результат может быть получен при перемещении указателя вперед. 

На начало
3.12. 

(a) 

  * Call: <Tree [.  ^sX.]>
  * where sX is the root node.

   

  Tree {

  *1. A leaf. Jump over.

    [e1 ^sX'.'e2] = <Tree [e1 sX'.' ^e2]>;

  *2. A node with subtree. Enter it.
    [e1 ^sX(eT) e2] = <Tree [e1 sX( ^eT)e2]>;
  *3. A 'hanging' node. Generate subtree.

    [e1 ^sX e2] = <Tree [e1 ^<Subtree sX> e2]>;

  *4. Up the tree.

    [e1(e2 ^)e3] = <Tree [e1(e2) ^e3]>;

  *5. End of work

    [.e1 ^.] =  e1; }
(b) Все те узлы, обработка которых завершена, находятся в левой мультискобке, причем в формате sX(eS) , где eS является обработанным поддеревом для sX . Те узлы, обработка которых уже начата, но не завершена, также находятся в левой мультискобке, но в формате 

  sX)( ,
поскольку левая круглая скобка, следующая за sX, представляется инвертированной парой скобок. Поэтому указанное выше предложение 3 модифицируется как: 

  *3. A 'hanging' node. See whether repeated.

    [e1 ^sX e2] =  <Tree1 

        (<Rep sX[. ^e.ML(e1 ).]> )(sX e2)e.MR>;

Две новые функции определяют следующим образом: 

  * See whether the subtree was already built

  Rep {

  *1. Repeated node found.

    sX [e1 ^sX(eS) e2] = 

                Yes(eS) <Mback [e1 ^sX(eS) e2]>;

  *2. A different symbol.

    sX [e1 ^sY e2] = <Rep sX [e1 sY ^e2]>;

  *3. Enter a parenthesis

    sX [e1 ^(e2)e3] = <Rep sX [e1( ^e2)e3]>;

  *4. Exit a parethesis

    sX [e1(e2 ^)e3] = <Rep sX [e1(e2) ^e3]>;

  *5. End of work.

    sX [.e1 ^.] = No e1; }
   

  Tree1 {
  *1. Repeated node. Cope subtree.

    (Yes(eS)e1)(sX e2)e.MR = 

             <Tree (e1)(sX(eS) e2)e.MR>;

  *2. New node. Compute subtree.

    (No e1)(sX e2)e.MR = 

             <Tree (e1)(<Subtree sX> e2)e.MR>;

        }
На начало
4.1. 

  Addop {
     e1 s.Op e2, '+-': eX s.Op eY =

              (e1) s.Op e2;

    e1 = <Prout 'No additive operations'>; }

На начало
4.2. 

  Less {

    (e1) e2, <- e1 e2>: '-'eZ = T;

    (e1) e2 = F;

    eA = <Less <Format eA>>; }

   

  Lesseq {

    (e1) e2, <- e2 e1>: '-'eZ = F;

    (e1) e2 = T;

    eA = <Lesseq <Format eA>>; }

   

  Format {

    '-'s1 e2 = ('-'s1) e2;
    '+'s1 e2 = (s1) e2;
    s1 '-'e2 = (s1) '-'e2;

    s1 '+'e2 = (s1) e2;

    s1 e2 = (s1) e2; }
На начало
4.3. 

  S123 {

     eA 1 e1, e1: 

             {eB 2 e2, e2:

                      {eC 3 eD = T;

                       eC = F };

              eB = F };

     eA = F }
На начало
4.4. 

  Fa {
     e1 sX sY e2, 

         <Less sY sX>: T, 

         <Less 100 <+ sX sY>>: T = sX sY;

     e1 = <Prout 'No such pair'>; 

     }

  Fb {

     e1 sX sY e2, <Less sY sX>: T,

          <Less 100 <+ sX sY>>:

          {T = <Prout 'It is greater'>;

           F = <Prout 'It is not greater'>; 

          };
     e1 = <Prout 'No such pair'>; 
      }

На начало
4.5. 

  * Dictionary is stored as DICT
  $ENTRY Go { = 

            <Br 'dict='<Xxin 'DICT'>>

   
 <Prout 'Type in additions'>

            <Addition <Input>> ;

             }

   

  Addition {

      =   <Prout 'No additions. Go ahead.'> 

          <Job>;

     eX = <Prout 'OK. Go ahead.'> 

          <Xxout ('DICT') eX<Cp 'dict'>>

          <Br 'dict='eX<Dg 'dict'>>
          <Job>;
            }

  $EXTRN Input,Xxout,Xxin;

    ...  etc. as before 
На начало
6.1. 

  Fun-n {
    sN eA = <Mu <Implode 'Fun'<Symb sN>> eA>; }
На начало
6.2. 

Вставьте между третьим и четвертым предложениями: 

  '*'e1 = <Prout 'Error: no upgrade of 'e1>;
На начало
6.3. 

  (a) '*'((Add) (35)16)

  (b) '*'((Up) ('*V'((F) ('*VE'1)'*VE'2)) '*V!'('*E'3))

  (c) <Comp 'A*B'>
(d)   Невозможно. Это эквивалентно <Dn 'A*B'> , а ни одно выражение не становится активным, будучи погруженным в метакод. Сравнить с Упражнением 6.4(b). 

На начало
6.4. 

  (a)  51

  (b)  'A*B'
На начало
6.5. 

Следует модифицировать две функции: 

  Check-end {

        = <Prout 'End of session'>;

     '*'Error = <Job>;

     eX = <Out <Ev-met eX>>; }

   

  Out {

     0 eX = <Prout 'The result is:'>

            <Prout <Up eX>> <Prout> <Job>;

     1 eX = <Prout 'Result depends on unknowns'>

            <Prout> <Job>;

     2 eX = <Prout 'Recognition impossible'>

            <Prout 'View field in metacode:'>
            <Pprout eX> <Error eX>;
       }

  $EXTRN Pprout,Error;
	[image: image2490.png]
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	ИНСТАЛЛЯЦИЯ И ИСПОЛЬЗОВАНИЕ 

	ДЛЯ IBM XT/AT


 

Здесь приведены инструкции по инсталляции и использованию системы РЕФАЛ-5 на персональных компьютерах IBM AT или XT под управлением MS-DOS. Имеется также адаптация этой системы для  Apple Macintosh. Ее описание поставляется вместе с дискетой для  Macintosh. 

1. Инсталляция 

Системная дискета содержит следующие файлы: 

  README             

  REFC     EXE      

  REFGO    EXE      

  REFTR    EXE      

  RDHELP   TXT       

  TEST     REF       

  TEST     RSL       

  E        REF

  MBPREP   REF      

  REFLIB   REF        

1. Скопируйте три EXE файла в любую поддиректорию, которая входит в PATH . 
2. Скопируйте все остальные файлы, кроме README, в любую поддиректорию, допустим, REFAL . 
3. Войдите в REFAL и выполните: 

  refc E

  refc MBPREP

  refc REFLIB

Это приведет к появлению дополнительных файлов E.RSL , MBPREP.RSL и REFLIB.RSL в REFAL . 

4. Введите строку: 

  SET RD_HELP=REFAL\RDHELP.TXT
в ваш AUTOEXEC.BAT файл. Это даст вам возможность читать  help-файл из РЕФАЛ-трассировщика. 

5. Теперь все установлено. Для проверки, что все работает как нужно, запустите: 

  refgo test
Это приведет к запуску интерактивной программы, выполняющей трансляцию арифметических выражений. 

2. Использование 

В дальнейшем XXX , YYY  и т.д. будут означать некоторые имена файлов (без расширений). 

Используя любой редактор текстов, создайте РЕФАЛ-программу в XXX.REF . Чтобы скомпилировать ее, выполните: 

  refc XXX 

Если в программе нет ошибок, никакие сообщения не выдаются. Файл XXX.RSL, который содержит результат трансляции РЕФАЛ-программы в интерпретируемый язык RASL, будет размещен в текущей директории. Если имеется сообщение об ошибках, смотрите файл XXX.LIS , содержащий листинг РЕФАЛ-программы с диагностикой ошибок. 

Для запуска РЕФАЛ-программы выполните: 

  refgo XXX
Если потребуются функции, определяемые в других модулях: YYY , ZZZ  и т.д., скомпилируйте YYY , ZZZ  и т.д. и запустите: 

  refgo XXX+YYY+ZZZ  etc.
В частности, не забывайте включать модуль  reflib , когда используете некоторые из стандартных функций, определенных в этом руководстве. 

ЗАМЕЧАНИЕ: Убедитесь, что между знаками плюс и именами файлов нет пробелов. 

При использовании refgo  можно задать опции: 

  refgo -nt XXX+YYY etc.  

либо 

  refgo XXX+YYY etc. -nt
Тогда по окончании работы на печать будут выдаваться количество шагов и время выполнения. -n соответствует выдаче только количества шагов, -t    - только времени выполнения. 

Чтобы запустить программу через трассировщик,   вместо refgo используется REFTR: 

  reftr XXX+YYY+ZZZ  etc.
(описание трассировщика см. в  Разделе справочника D ). 

В случае запуска программы в аргументами выполните: 

  refgo XXX+YYY etc. Arg1 Arg2 etc.

  reftr XXX+YYY etc. Arg1 Arg2 etc.
Аргумент не может начинаться с - . Для организации доступа к аргументам  из РЕФАЛ-программы используйте <Arg s.N> (см. Раздел справочника C). 

При вычислении любых вызовов функций, определенных в некотором файле  XXX, с применением вычислителя E (о нем можно справиться в разделе 6.3), проследите, чтобы этот файл содержал строку: 

  $ENTRY Upd { e.X = <Up e.X>; }
Затем введите: 

  refgo e+XXX+...
либо 

  reftr e+XXX+...
На начало
 

	B


	

	СПРАВОЧНИК ПО СИНТАКСИСУ 

	


1. Лексические единицы 

Лексические единицы РЕФАЛа подразделяются на специальные знаки, символы и переменные. Между лексическими единицами может проставляться любое количество как пробелов, так и знаков переноса. Пробел становится лексической единицей, когда он появляется в строке, заключенной в кавычки. 

1.1 Специальными знаками являются: 

· одинарная и двойная кавычки ' и " ; 

· структурные, или круглые, скобки ( и ) ; 

· функциональные, или вычислительные, скобки < и > ; 

· индикаторы типа переменной s , t , e (малыми буквами - это важно); 

· следующие ниже разделители, которые означают соответственно: 

· знак равенства   =   ''заменить на''

· точка с запятой  ;   ''иначе''    

· двоеточие        :   ''является''

· запятая          ,   ''где''

· точка            .   ''далее следует индекс''

· фигурные скобки { }  ''начало'' и ''конец'' 

Имеются также специальные системные ключевые слова: $ENTRY и $EXTERNAL (последнее можно использовать также в форме $EXTERN или $EXTRN ). Системные ключевые слова следует записывать большими буквами. 

1.2 Символами являются: 

· символические имена, обычно называемые идентификаторами; 

· макроцифры; 

· действительные числа; 

· знаки, набираемые на клавиатуре. 



1.2.1 Идентификатор является строкой алфавитно-цифровых знаков, начинающейся с заглавной буквы. Его длина не должна превышать 15 знаков. Тире и подчеркивания также допустимы в идентификаторах; они являются эквивалентными. Большие и малые буквы внутри идентификаторов также эквивалентны. 

1.2.2 Макроцифрами являются целые неотрицательные числа. Они представляются строками десятичных цифр. Значением наибольшей макроцифры служит 232 - 1. 

1.2.3 Действительные числа, не снабженные знаком, должны начинаться и заканчиваться цифрой и включать десятичную точку, либо букву E , либо и то и другое. Точный синтаксис действительных чисел может быть задан следующей BNF (бэкусовской нормальной формой); здесь и далее альтернативы располагаются в разных строчках: 

real-number ::= unsigned-real 
                - unsigned-real 
                + unsigned-real 
unsigned-real ::= digits . digits 
                  digits . digits E digits 
                  digits E digits 
digits ::= decimal-digit 
           decimal-digit digits 


1.2.4 Знаковые символы заключаются в одинарные или двойные кавычки. Цепочка (строка) знаковых символов заключается  в кавычки целиком; так, 'ab c' есть последовательность четырех знаковых символов (третьим символом является пробел). Недопустим перенос цепочки знаковых символов со строки на строку. Кавычка внутри цепочки, которая ограничена кавычками того же вида, представляется сдвоенной кавычкой. Следующие две строки-цепочки: 

  "Jimmy's Pizza" 

  'Jimmy''s Pizza'
представляют один и тот же РЕФАЛ-объект. Для того, чтобы избежать ложных кавычек, следует разделять заключенные в кавычки цепочки пробелами в том случае, когда они следуют непосредственно одна за другой. Размер цепочки ограничен 255 знаками, поэтому следует разбивать длинные цепочки на части. 

1.3 Переменная представляет собой индикатор типа, за которым следует точка, а за ней, в свою очередь, следует индекс. Индикаторами типа являются: 

· s (символьная переменная) 

· t (переменный терм) 

· e (переменное выражение). 

Они должны всегда представляться малыми буквами. Индекс может быть идентификатором, либо числом. В случае односимвольного идентификатора   либо числа, представленного единственной цифрой, точка может быть опущена. Если точка не опущена, идентификатор может начинаться с малой буквы. Каждое из представлений e.X , e.X    и  e.x означает один и тот же РЕФАЛ-объект. t12 и eTree не являются правильными переменными; необходима точка: t.12 , e.Tree . 

1.4 Знаки пробела, табулирования и возврата каретки (известные под общим названием "невидимые символы") игнорируются РЕФАЛ-компилятором, если они появляются между лексическими элементами. Они всегда играют роль разделителей, предотвращая поглощение лексических единиц каким-либо фрагментoм, как, например, в случае последовательности идентификаторов или чисел. В то же время лексические элементы могут следовать друг за другом, не перемежаясь разделителями, до тех пор, пока это не мешает лексическому анализу. Например, употребление синтаксической конструкции s1s2s3 совершенно законно и эквивалентно s1 s2 s3 , так как за идентификатором типа ожидается появление в точности одного символа в случае, когда за ним не следует непосредственно точка. Однако, запись s.1s.2s.3 является синтаксической ошибкой. 

2. Выражения 

Синтаксис РЕФАЛ-выражений в  BNF-представлении имеет вид: 

expression ::= empty 

               term expression 
term ::= symbol 

         variable  

         (expression)
         <f-name expression>
f-name ::= identifier 

empty ::= 
Выражение-образец, или просто образец, представляет собой выражение, которое не включает никаких вычислительных скобок. Основным выражением является такое выражение, которое не содержит ни одной переменной. 

3. Предложения и программы

РЕФАЛ-программа есть перечень функциональных определений (f-definition's -- см. ниже) и внешних объявлений функций (external-decl). Для отделения одного внешнего объявления от другого должны использоваться точки с запятыми; ими могут также разделяться функциональные определения. 

program ::= f-definition 


    f-definition  program 


    f-definition ;  program 

            external-decl ;  program 

            program  external-decl ;
f-definition ::= f-name {  block }


 $ENTRY  f-name {  block }
external-decl ::= $EXTERNAL  f-name-list 
                  $EXTERN  f-name-list 
                  $EXTRN  f-name-list 
f-name-list ::= f-name 
                f-name , f-name-list 
block ::= sentence 

          sentence ;
          sentence ;  block 
sentence ::= left-side  conditions  =   right-side 

     left-side  conditions  ,  block-ending 
left-side ::= pattern 
conditions ::= empty 
               , arg : pattern conditions 
arg ::= expression 

right-side ::= expression 

block-ending ::= arg : { block }
4. Комментарии

Комментарии могут вставляться  в текст программы, как это было определено выше. Они ингнорируются РЕФАЛ-компилятором. Имеются два вида комментариев: 

· Строковые комментарии. Строка, которая начинается со звездочки, воспринимается как комментарий. 

· Комментарии-вставки. Подстрока, ограниченная комбинациями /* и */, стоящая между лексическими элементами, является комментарием. 

Строковые комментарии обычно относятся к следующему предложению(ям); комментарии-вставки относятся к предшествующему тексту. 

На начало
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	ВСТРОЕННЫЕ ФУНКЦИИ 

	


РЕФАЛ-5 содержит библиотеку стандартных встроенных функций. Она включает операции ввода/вывода и арифметические операции, различные системные функции, которые не могут быть заданы в РЕФАЛе, и некоторые простые процедуры, встроенные в систему для повышения ее эффективности. В случае нужды функциональное имя, используемое для встроенной функции, может быть присвоено функции, определяемой посредством РЕФАЛа. Тогда встроенная функция становится недоступной. 

1. Функции ВВОДа/ВЫВОДа  

<Card>
возвращает (замещается на) следующую строку из входного файла. Обычно она поступает с терминала, но ввод может быть переназначен любым допустимым в  MS-DOS способом. Возвращаемое выражение представляет собой последовательность набираемых символов (быть может, пустую). Байт признака конца файла в нее не включается. Если ввод производится из файла, при достижении конца файла возвращается макроцифра 0 ( строк больше нет). Это используется в программах как индикатор конца, так как в противном случае макроцифра не может возникать при вводе. При считывании с терминала тот же эффект вызывает ввод комбинации Control-Z . 



<Print e.Expr>
распечатывает выражение e.Expr на текущее выводное устройство и возвращает (заменяется на) e.Expr . 



<Prout e.Expr>
распечатывает выражение e.Expr на текущее выводное устройство и возвращает пустое выражение. 

Функциям, которые работают с файлами, требуется в качестве аргумента файловый дескриптор. Дескриптор файла является макроцифрой в диапазоне 1-19; в некоторых операциях допустим дескриптор 0 , он считается ссылкой на терминал. 



<Open s.Mode s.D e.File-name>
открывает файл e.File-name и связывает его с файловым дескриптором s.D . s.Mode является одним из символов: 'w','W' (открыть для записи), либо 'r','R' (открыть для чтения). e.File-name может быть пустым; Open в этом случае попытается открыть файл REFALdescr.DAT , где descr является десятичным представлением десткриптора s.D . Если текущим режимом является чтение, а такого файла не существует, выдается ошибка. Если режимом является запись, такой файл будет создан. 



<Get s.D>
где s.D является файловым дескриптором либо нулем , действует подобно <Card> , за исключением того, что она получает входные данные из файла, указанного в s.D . Если ни один из файлов с таким файловым дескриптором еще не открыт, Get попытается открыть файл REFALdescr.DAT , где descr является десятичным представлением s.D . В случае неудачи возникает ошибочная ситуация  и выполнение программы завершается. Если значением s.D является 0 , Get будет читать с терминала. 



<Put s.D e.Expr>
где s.D является файловым дескриптором либо нулем , записывает e.Expr в файл с дескриптором s.D и возвращает Expr (подобно операции Print ). Если ни один из файлов с таким файловым дескриптором еще не открыт для записи, Put откроет файл REFALdescr.DAT , где descr является десятичным представлением s.D . Если значением  s.D является 0 , Put осуществит вывод на терминал. (Заметим, что этот вывод не является переадресуемым.) 



<Putout s.D e.Expr>
возвращает пустое значение (подобно Prout ). Во всем остальном Putout идентична функции Put . 



2. Арифметические функции 

 
Представление чисел. Целые числа представляются как последовательности  макроцифр с использованием основания 232 . Перед отрицательными целыми числами ставится символ '-' . Положительные числа могут снабжаться впереди знаком '+' . Арифметические функции возвращают целые числа в стандартной форме: '-' и последовательность макроцифр для отрицательного числа; отсутствие знака '+' для  0 или для положительного числа. 

Действительные числа (произвольного знака) представлены как единичные символы и занимают 32-битное слово. (О синтаксисе действительных чисел см.  Раздел справочника B.) 

Основным форматом бинарной арифметической операции является следующий: 

  <ar-function (e.N1) e.N2>
Однако круглые скобки могут опускаться. В этом нет проблемы для действительных чисел, так всякое такое число представлено ровно одним символом. Когда же первый аргумент представляет собой целое число, по умолчанию от него будет браться одна макроцифра, возможно с предшествующим знаком, в то время как остальная часть поступит во второй аргумент. 

Если оба аргумента арифметической функции являются целыми числами, результат представляет собой также целое число; в противном случае он является действительным числом. 

Реализованы следующие арифметические функции (как ar-function в формате): 

Add , или + 

возвращает сумму операндов. 



 
Sub , или - 

вычитает e.N2 из e.N1 и возвращает разность. 



 
Mul , или * 

возвращает произведение операндов. 



 
Div or / 

если по крайней мере один из аргументов является действительным, функция возвращает действительное частное. Если оба являются целыми, Div возвращает целое частное от деления e.N1 на e.N2 ; остаток игнорируется. В реализации этой и двух других функций деления возникает ошибка, если значением e.N2 является 0. 



 
Divmod 

рассчитана на целые аргументы и возвращает 

  (e.Quotient) e.Remainder 

Остатку присваивается знак e.N1 . 



 
Mod 

рассчитана на целые аргументы и возвращает остаток от деления e.N1 на e.N2 . 



 
Compare 

сравнивает два числа и возвращает '-', когда e.N1 меньше, чем e.N2 ; '+' , когда больше ; '0' , когда числа равны. 



 
<Trunc e.N> 

где e.N является целым числом, возвращает усеченное целое число. 



 
<Real e.N> 

где e.N является целым числом, возвращает равное ему действительное число. 



 
<Realfun (e.Function) s.N> или 
<Realfun (e.Function) s.N1 s.N2> 

возвращает значение функции e.Function одного или двух аргументов. e.Function должно быть строкой символов, которая является названием функции, имеющейся в языке C. Например, <Realfun ('log') s.N> возвращает логарифм s.N . (Информацию о перечне имеющихся функций см. на  системной дискете.) 



3. Операции со стэком 

 
<Br e.Name'=' e.Expr> 

закапывает (см. Главу 4) выражение e.Expr под именем e.Name . Имя не должно содержать знак '=' на верхнем уровне структуры. 



 
<Dg e.Name> 

выкапывает выражение, закопанное под именем e.Name , то есть возвращает последнее выражение, закопанное под этим именем и удаляет его из стэка. Если не существует выражения, закопанного под именем e.Name , Dg возвращает пустое выражение. 



 
<Cp e.Name> 

работает как Dg, но не удаляет выражение из стэка. 



 
<Rp e.Name'=' e.Expr> 

замещает выражение, закопанное под именем e.Name, на e.Expr . 



 
<Dgall> выкапывает стэк полностью. Стэк является строкой термов вида 

  (e.Name'=' e.Value)
Всякий раз, когда вызывается Br, такой терм добавляется к левой части. Dg удаляет самый левый терм, в то время как Cp копирует его, а Rp заменяет его. 



4. Обработка символов и строк 

 
<Type e.Expr> 

возвращает s.Type e.Expr , где e.Expr является неизменным, а s.Type зависит от типа первого элемента выражения e.Expr . 

  s.Type   e.Expr начинается с: 

  'L'      буквы 

  'D'      цифры  

  'F'      идентификатора или имени функции 

  'N'      макроцифры 

  'R'      действительного числа 

  'O'      любого другого символа 

  'B'      левой скобки 

  '*'      e.Expr  является пустым 



 
<Numb e.Digit-string> 

возвращает макроцифру, представленную строкой e.Digit-string . 



 
<Symb s.Macrodigit> 

является обратной к функции Numb . Она возвращает строку десятичных цифр, представляющую s.Macrodigit . 



 
<Implode e.Expr> 

берет начальные алфавитно-цифровые символы выражения e.Expr и создает из них идентификатор (символическое имя). Начальная строка в e.Expr должна начинаться с буквы и заканчиваться неалфавитным символом, скобкой или признаком конца выражения. Строка не должна превышать 15 знаков. Подчеркивание и тире также допустимы. Implode возвращает идентификатор, за которым следует необработанная функцией часть выражения e.Expr . Если первый символ не является буквой, Implode возвращает макроцифру 0 , за которой следует аргумент. 



 
<Explode s.Identifier> 

возвращает строку символов, которая составляла s.Idenitifier . 



 
<Chr e.Expr> 

замещает всякую макроцифру в e.Expr знаком клавиатуры с таким же ASCII кодом по модулю 256. 



 
<Ord e.Expr> 

является обратной к Char . Она возвращает выражение, в котором все символы замещены на макроцифры, совпадающие с символьными  ASCII кодами. 



 
<First s.N e.Expr> 

где s.N является макроцифрой, разбивает e.Expr на две части -- e.1 и e.2 , и возвращает (e.1)e.2 . Если исходное выражение e.Expr имеет по крайней мере s.N термов (на верхнем уровне структуры), то первые s.N термов поступают в e.1 , а остальные e.2 . В противном случае e.1 совпадает с e.Expr, а e.2 является пустым. 



 
<Last s.N e.Expr> 

подобна First, но  s.N термов поступают в e.2 . 



 
<Lenw e.Expr> 

возвращает длину выражения e.Expr в термах, за которой следует e.Expr . 



 
<Lower e.Expr> 

возвращает исходное выражение e.Expr, в   котором все заглавные буквы замещены малыми буквами. 



 
<Upper e.Expr> 

подобна функции Lower . Все малые буквы замещаются большими. 



5. Системные функции 

 
<Step> 

возвращает последовательный номер текущего шага в виде макроцифры. 



 
<Time> 

возвращает строку, в которой указано текущее время работы системы. 



 

<Arg s.N> 

где s.N является макроцифрой, возвращает аргумент командной строки, который имеет порядковый номeр s.N . Аргументы в командной строке не должны начинаться с '-' (чтобы не перепутать их с флажками). 



 

<Mu s.F-name e.Expr> , или 
<Mu (e.String) e.Expr> 

отыскивает функцию, имеющую имя s.F-name или 

  <Implode e.String> 
(когда оно задано в форме символьной строки) и применяет ее к выражению e.Expr , то есть замещается на <s.F-name e.Expr> . Если ни одна такая функция  не является  видимой   из вызова функции Mu , возникает ошибка. 



 

<Up e.Expr>

производит подъем выражения e.Expr (восстанавливает его по метакоду).  Об ограничениях на e.Expr см. в Главе 6. 



 

<Dn e.Expr> производит погружение e.Expr (метакодирует его). 

На начало
 

	D 


	

	РЕФАЛ-ТРАССИРОВЩИК 

	


Трассировщик производит выдачу основных выражений из поля зрения в коде, который является расширением  кода 'подмены выражений' (см Разд.2.3): 

  имеется в поле зрения    выдается как


  s.Identifier             #e.Char-string   blank 

    s.Number               #e.Char-string   blank 

        (                           (
        )                           )
        <                           <
        >                           >
        '('                        #(
        ')'                        #)
        '<'                        #<
        '>'                        #>
        '#'                        ##
  неизвестное(t,n,i)               #t.ni
 


Идентификаторы выдаются большими буквами. 

Для вызова РЕФАЛ-трассировщика используется reftr (см. Раздел справочника A). Перечень команд трассировщика приведен ниже. В начале работы и после исполнения каждой команды (за исключением quit ), трассировщик выдает подсказку: 

TRACE>
названия команд и их параметры могут набираться как на верхнем, так и на нижнем регистре  (за исключением спецификации образца  P, когда регистр является важным). Командные параметры могут разделяться пробелами, табуляторами или запятыми (в приводимом ниже перечне использованы пробелы). Команды разделяются возвратами каретки или точками с запятой. Для того, чтобы продолжить команду в следующей строке, в конце текущей строки следует набрать косую черту '\'. 

В нижеприведенном перечне сокращения названий команд и ключевых слов выделены с помощью круглых скобок; необязательные параметры заключены в квадратные скобки. 

Команды трассировщика 

 
set_break(set,break) <F P> 


где F означает функцию, определенную в текущий момент (в каком-либо из используемых модулей), а P  - образец для ее аргумента. Команда устанавливает точку прерывания. Трассировщик остановится, когда активной функцией является  F,  а ее аргумент сопоставим с  P .


 
print(pr,p) value 

распечатывает значение value , определенное   в текущий момент. Параметром  value может быть: 

	view(v)
	выдается текущее поле зрения.

	некоторая РЕФАЛ-переменная
	выдается значение переменной, определенное в текущей точке прерывания. 

	act
	выдается текущее активное выражение. 

	result(res)
	выдается результат выполнения команд compute или step. 

	call
	выдается активное выражение, которое было вызвано для текущего замещения - примениемое только после step или compute. 




 
quit(q) 

Останов РЕФАЛ-машины и  выход из трассировщика. 



 
exit(e.x) 

То же, что и quit, но сопровождается выдачей некоторой информации: число шагов, содержимое поля зрения и т.д. 



 
go 

Возобновление выполнения программы до следующей точки прерывания либо до конца. 



 
compute(comp,com) [result(res)] 

Вычисление текущего активного выражения с последующим остановом. Если присутствует result либо res , по окончании выдается результат. 



 
delete(del,d) N 

Ликвидирует точку прерывания с номером N. 



 
step(s) N [result(res)] 

Производится N шагов и затем останов. Если N отсутствует, считается, что N = 1 . Если присутствует параметр result и N = 1 , выдается результат шага. 

 show(sho,sh) key 

Демонстрирует некоторые текущие характеристики процесса вычислений. Параметром key может быть: 

	step
	выдается текущий номер шага. 

	point
	выдается текущая точка прерывания. 

	[break] N
	выдается точка прерывания номер N.

	all 
	выдаются все точки прерывания. 

	modules(mod) [name]
 
 
	выдаются все функции, видимые из модулей с указанными именами. Если в качестве name задано '*' , то все модули выводятся на дисплей. Если name не задано, выдается только перечень доступных модулей. 

	function(fun) name 
	выдается имя модуля, в котором определена функция name . 


help 

Выдает перечень команд трассировщика. 

. [N] 

Точечная команда повторяет N раз последнюю группу команд, находящуюся в одной строке. Отсутствие N означает, что N = 1. Точка может занимать первую позицию в  командной строке. 
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