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Введение

С алгоритмами, т. е. эффективными процедурами, однозначно приводящими к ре​зультату, математика имела дело всегда. Школьные методы умножения «столбиком» и деления «углом», метод исключе​ния неизвестных при решении системы линейных уравне​ний, правило дифференцирования сложной функции, способ построения треугольника по трем заданным сторонам — все это алгоритмы. Однако пока математика имела дело и основном с числами и вычислениями и понятие алгоритма отождествлялось с понятием метода вычисления, потреб​ности в изучении самого этого понятия не возникало. Тра​диции организации вычислений складывались веками и стали составной частью общей научной культуры в той же степени, что и элементарные навыки логического мышле​ния. Все многообразие вычислений комбинировалось из 10— 15 четко определенных операций арифметики, тригономет​рии и анализа. Поэтому понятие метода вычисления счита​лось изначально ясным и не нуждалось в специальных исследованиях.
До середины XIX в. единственной областью математики, работавшей с нечисловыми объектами, была геометрия, и как раз она, не имея возможности опираться на вычисли​тельную интуицию человека, резко отличалась от остальной математики повышенными требованиями к строгости своих рассуждений. До сих пор любой современный шестикласс​ник, для которого математика — это мир вычислений (и в этом он мало чем отличается от типичного инженера), мучительно привыкает к понятиям доказательства и мате​матического построения и никак не может понять, зачем доказывать равенство отрезков, когда их проще измерить, и зачем строить перпендикуляр с помощью циркуля и линейки, когда есть угольник с «готовым» прямым углом или транспортир.
Такое же мучительное привыкание к новым, более жест​ким требованиям строгости началось в математике во второй половине XIX в. Оно стимулировалось в основном матема​тикой   нечисловых   сбьектов—открытием   неэвклидовых геометрий, появлением абстрактных алгебраических теорий типа теории групп и т. д.  Одним из решающих обстоятельств, приведших к пересмотру оснований математики, т. e. прин​ципов,   лежащих  в основе математических  рассуждений, явилось создание  Кантором теории  множеств.  Довольно  быстро стало ясно, что понятиятеории множеств в силу  своей общности лежат в основе всего здания математики.  Однако почти столь же быстро было показано, что некогорые кажущиеся вполне естественными рассуждения в рам​ках  этой  теории   приводят  к   неразрешимым   противоре​чиям — парадоксам  теории  множеств. Все это потребовало точного изучения принципов математических рассуждений (до сих пор казавшихся интуитивно ясными) математиче​скими же средствами. Возникла особая отрасль математи​ки — основания математики, или метаматематика.
Опыт парадоксов теории множеств научил математику крайне осторожно обращаться с бесконечностью и по воз​можности даже о бесконечности рассуждать с помощью финитных методов. Существо финитного подхода заключается в том, что он допускает только конечные ком​плексы действий над конечным числом объектов. Выяснение того, какие объекты и действия над ними следует считать точно определенными, какими свойствами и возможностями обладают комбинации элементарных действий, что можно и чего нельзя сделать с их помощью, — все это стало предметом теории алгоритмов и формальных систем, которая первоначально возникла в рамках метаматематики и стала важнейшей ее частью. Главным внутриматематическим при​ложением теории алгоритмов явились доказательства невоз​можности, алгоритмического (т. е. точного и однозначного) решения некоторых математаческсих проблем. Такие дока​зательства (да и точные формулировки доказываемых утвер​ждений) неосуществимы без точного понятия алгоритма.
Пока техника использовала "чисто" вычислительные методы, эти высокие проблемы чистой математики ее мало интересовали. В технику термин «алгоритм» пришел вместе с кибернетикой. Если понятие метода вычисления не ну​ждалось в пояснениях, то понятие процесса управления пришлось вырабатывать практически заново. Понадобилось осознавать, каким требованиям должна удовлетворять последовательность действий (или ее описание), чтобы считаться эффективно заданной, т. е. иметь право называться  алгоритмом. В этом осознании огромную помощь инженер​ной интуиции оказала практика использования вычисли​тельных машин, сделавшая понятие алгоритма ощутимой реальностью. С точки зрения современной практики алгоритм - это программа, а критерием алгоритмичности про​цесса является возможность его запрограммировать. Именно благодаря этой реальности алгоритма, а также потому, что подход инженера к математическим методам всегда был кон​структивным, понятие алгоритма в технике за короткий срок стало необычайно популярным (быть может, даже бэльше, чем в самой математике).
Однако у всякой популярности есть свей издержки. В повседневной практике слово «алгоритм» употребляется слишком широко, теряя зачастую свой точный смысл. Приблизительные описания понятия «алгоритм»  (вроде того, которое приведено в первой фразе этого параграфа) часто принимаются за точные определения. В результате за алго​ритм зачастую выдается любая инструкция, разбитая на  шаги. Появляются такие дикие словосочетания, как «алгоритм изобретения» (а ведь наличие «алгоритма изобретения»  означало бы конец изобретательства как творческой деятельности).
Ясное представление о том, что такое алгоритм, важно, конечно,  не только для правильного словоупотребления. Оно нужно и при разработке конкретных алгоритмов, особенко когда имеется в виду их последующее программирова​ние. Однако оно еще важнее при наведении порядка в бурно растущем алгоритмическом хозяйстве.  Чтобы ориентиро​ваться в море алгоритмов, захлестнувшем техническую ки​бернетику, необходимо уметь сравнивать различные алго​ритмы решения одних и тех же задач, причем не только по качеству решения, но и по характеристикам самих алгорит​мов (числу действий, расходу памяти и т. д.). Такое срав​нение невозможно без введения точного языка для обсуж​дения всех этих вопросов; иначе говоря, сами алгоритмы должны стать такими же предметами точного исследования, как и те объекты, для работы с которыми они предназна​чены.
1. Основы построения алгоритмов

1.1. Основные понятия
Слово алгоритм происходит от имени узбекского ма​тематика IX в. Мухаммеда, уроженца Хорезма (по арабски «аль-Хорезми»), который сформулировал пра​вила выполнения четырех арифметических действий, получившие в Европе название «алгоризм». В дальней​шем «алгоризм» трансформировалось в «алгоритмус», а затем в «алгоритм» или «алгорифм». В одном из ма​тематических словарей XVIII в. дано следующее опре​деление слова «алгоригмус»: «Под этим именем обьединены понятия о четырех типах арифметических дейст​вий, а именно о сложении, умножении, вычитании и де​лении». Позднее под словом «алгоритм» чаще всего подразумевали изложенные в трудах Евклида правила нахождения наибольшего общего делителя двух чисел (алгоритм Евклида). К настоящему времени это слово стало собирательным названием отдельных правил определенного вида.

Попытаемся сначала выразить наши интуитивные соображения. Мы можем нестрого определить алгоритм как однозначно трактуемую процедуру решения задачи. Процедура — это конечная последова​тельность точно определенных шагов или операций, для выполнения каждой из которых требуется конечный объем оперативной памяти и конечное время. Дополнительно потребуем, чтобы алгоритм работал конечное время для любых входных данных.
Одно из неудобств этого определения состоит в том, что термин «однозначная трактовка» весьма неоднозначен. «Однозначен» для кого? Или по отношению к чему? Поскольку ничто не является абсолютно ясным или абсолютно неясным, должен быть указан, хотя бы неявно, исполнитель. Алгоритм вычисления производной кубического поли​нома может быть вполне ясен тем, кто знаком с анализом, но для прочих он может оказаться совершенно непонятным. Таким образом, следует также указать вычислительные возможности  исполнителя.
Существуют и другие трудности с определением. Может слу​читься, что алгоритм заведомо существует для конкретной задачи, но его трудно или невозможно описать в некоторой заданной форме. Человечество разработало эффективный алгоритм завязывания шнур​ков на ботинках. Многие дети с пятилетнего возраста могут зашну​ровывать свои ботинки. Но дать чисто словесное описание такого алгоритма без картинок и демонстрации — очень трудно (попробуйте).
Очевидно, что в нашем определении есть некоторые недостатки. Можно избежать большинства этих недостатков, определив «матема​тические машины» с очень точно указанными возможностями. Тогда мы скажем, что алгоритм — это некоторая процедура, которая может выполняться такой машиной. Подобные попытки определения алго​ритма очень глубоки и трудны математически, и они слишком негибки для наших целей.
Нам хотелось бы сохранить некоторую гибкость и интуитивную привлекательность первого определения и в то же время, хотя бы частично, устранить некоторые из его неопределенностей. Это легко сделать, описав «типичный» современный компьютер и язык общения с ним и определив затем алгоритм как процедуру, которая может быть реализована на этом компьютере при помощи данного языка.
Этот компьютер будет иметь неограниченную память с произволь​ным доступом, в которой могут храниться действительные и целые числа, а также логические константы. В одном слове этой памяти можно хранить произвольное конечное число, и можно извлечь любое слово за фиксированное, постоянное время (это удобное предположе​ние, может быть, немного нереалистично, но на практике это почти так).
Подводя итог сказаному, приведем определение понятия алгоритма в нашем понимании.
Под алгоритмом тонимают точное предписание (инструкцию), определяющее содержание и порядок действий, которые необходимо выполнять над исходными и промежуточ​ными данными для получения конечного результата при решении всех задач определенного типа.
Рассмотрим в качестве примера алгоритм Евкли​да. Задача, решаемая с помощью этого алгоритма, фор​мулируется так: даны два целых положительных числа. Найти их наибольший общий делитель (НОД). Как известно, решение этой задачи может быть получено пу​тем последовательного деления вначале большего чис​ла на  меньшее, затем меньшего числа на полученный остаток, первого остатка на второй остаток и т. д. до rex пор, пока в остатке не получится нуль. Последний по счету делитель и будет искомым результатом.
Обозначим данные алгоритмизируемой задачи через m  и п, приняв в качестве их начальных значений заданные числа, и сведем деление к повторному вычита​нию. Тогда  алгоритм  может быть сформулирован  сле​дующим образом.
1. Если тг>п, то перейти к п.  3,    иначе    перейти к п. 2.
2. Если п>т,  то  перейти  к  п.  4,    иначе    перейти к п. 5.
3. От m отнять п и далее считать эту разность зна​чением т. Перейти к п  1.
4 . От п отнять m и далее считать эту разность зна​чением п. Перейти к п. 1
5. Считать, что НОД равен т. Окончание.
Проиллюстрируем использование алгоритма для на​хождения  наибольшего  общего  делителя   двух   чисел: 95 и 60.
Примем, например, первое из них 95 за начальное аннчение т, а второе 60 за начальное значение п. Тог​да  последовательность выполненных пунктов алгоритма, а так​же изменяющихся значений т и п будут такими, как в табл. 1.1. 
Таблица 1.1
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Действительно, выполнение опе​раций по п. 1 приводит нас к п 3, поскольку числовые значения данных таковы, что т>п. После иыполпения п. 3 числовое значе​ние т становится равным 35, а п по-прежнему равно 60. В соответствии с указанием п. 3 возвращаемся к п. 1. Теперь результатом его выполнения будет пе​реход к п. 2, так как при новом значении   т   соотношение   т>п   уже   несправедливо, и т.д.
Алгоритм характеризуется следующими общими признаками:
1. Массовость. Как правило, алгоритм может быть применен не к единственному исходному данному или единственному   набору исходных данных,   а  к целому классу таковых Например, в качестве исходных данньх для алгоритма Евклида допустимы любые пары поло- житетьных чисел.
2.  Детерминированность    Каждый   пункт   алгоритма должен  быть  сформулирован  так,   чтобы  действия  ис​полнителя при его реализации определялись однозначно.  Поэтому как окончательные, так и промежуточные результаты выполнения алгоритма при одинаковых  ис​ходных данных,  а  также последовательность  выполне​ния  пунктов  будут  идентичными  у  разных  исполните​лей.   В   частности,  при  отыскании  НОД для  чисел  95 и  60 процесс  вычислений  всегда  будет  идти   в  после​довательности,  зафиксированной  в  табл.   1.1,  и  с теми же результатами.
3.  Результативность   Под этим свойством понимает​ся способность алгоритма приводить к получению иско​мого результата после конечного числа выполнений его пунктов. На примере алгоритма Евклида можно видеть, что некоторые пункты алгоритма могут выполняться не​однократно. Общее число выполняемых пунктов в про​цессе решения задачи может существенно отличаться от их числа в записи алгоритма, и в принципе оно не огра​ничено.   Поэтому   наличие  конечного    числа     пунктов, в каждом из «оторых производится конечное число эле​ментарных   преобразований,   не   означает,   что   процесс вычисления будет конечным,  т.  е.  не  всякая  конечная совокупность правил является результативной.  Следует отметить, что свойство результативности не абсонотно. Например, алгоритм Евклида в приведенной выше фор​мулировке результативен для целых положительных чи​сел.   Попытка  применить   его   к   паре   чисел,   одно   из которых  равно нулю,  будет безрезультатной:     процесс никогда  не завершится,  хотя  НОД в этом  случае  яв​ляется  отличное  от  нуля  число  пары.  Не  завершится процесс и  в том случае,  когда  одно  из  чисел  отрица​тельно. Использование алгоритма для пары 0 и 0 дает неверный  результат:   НОД оказывается  равным   нулю, тогда как для такой пары его вообще не существует. Наконец, возможны случаи, когда выполнение алгорит​ма обрывается на каком-то пункте из-за невозможности выполнения некоторых действий   Например, выполнение алгоритма  вычисления у по  формуле у=х/(1—х2)   об​рывается   на   этапе  деления   при   значении  х=1   из-за невозможности деления на 0.
Рассмотренные примеры позволяют говорить об области применимости алгоритма, представляющей собой множество исходных данных, для которых алгоритм результативен.

Алгоритм имеет пять важных свойств. 

1. Конечность. Алгоритм всегда должен заканчиваться после выполнения
конечного числа шагов. 

2. Определенность. Каждый шаг алгоритма должен быть точно определен.

3. Наличие входных данных. Алгоритм имеет некоторое число входных дан​ных, задающихся до начала его работы или определяющихся динамиче​ски во время его выполнения. 

4. Наличие выходных данных. Алгоритм имеет одно или несколько выходных
данных, имеющих определенную связь с входными данными.

5. Эффективность.  Алгоритм  обычно  считается   эффективным,   если   его
операторы достаточно просты для того, чтобы их можно было точно вы​
полнить в течение конечного промежутка времени с помощью карандаша
и бумаги.

С алгоритмами связаны приведенные ниже области исследований.

1. Анализ алгоритмов. Предмет этой области состоит в том, чтобы для за​
данного алгоритма определить рабочие характеристики. Например, часто
желательно, чтобы алгоритм был быстрым. 

2. Теория алгоритмов. В этой области рассматриваются вопросы существо​вания или не существования эффективных алгоритмов вычисления опре​деленных величин. 

3. Построение алгоритмов.  В этой области рассматриваются стандартные
приемы и методы, используемые при написании алгоритмов.

Большинство практических алгоритмов, с которыми работают программи​сты, являются полиномиальными. Это означает, что время работы алгорит​ма на входе длины п составляло не более о (nk) для некоторой константы k, не зависящей от п. Не всякая задача может быть решена за полиномиальное время. Некоторые решаются лишь за экспоненциальное, а некоторые вооб​ще не могут быть решены никаким алгоритмом.
Имеется особый класс задач, называемый "NP-полными" задачами. Для этих задач не известны полиномиальные алгоритмы, однако и не доказано, что таких алгоритмов не существует. Для программиста знание о NP-полных задачах важно по следующей причине. Если для некоторой задачи удалось доказать, что она NP-полная, то есть основания считать ее практически не​разрешимой. В этом случае лучше потратить время на построение прибли​женного алгоритма, чем продолжать искать быстрый алгоритм, решающий ее точно.
Сформировавшись в недрах математики, понятие ал​горитма вышло за границы этой науки и получило ши​рокое распространение. Любая научная или техниче​ская дисциплина разрабатывает наряду с основными понятиями, определениями и подходами к изучению яв​лений свои специфические алгоритмы и, следовательно, так или иначе оперирует этим понятием.
Разработка алгоритмов, являясь в значительной сте​пени творческим, эвристическим процессом, как прави​ло, требует большой эрудиции, изобретательности, не​традиционного подхода. Но после того как алгоритмы разработаны, решение соответствующих задач осуществ​ляется чисто механически и может быть автоматизировано. Этот факт свидетельствует о значении как самих алгоритмов, разработка которых является необходимым этапом автоматизации решения любых задач, так и теории алгоритмов, предметом изучения которой они являются и которая позволяет вести их разработку, анализ и преобразование на строго научной, матема​тической основе.

Ниже вводятся некоторые важные понятия, используемые в теории алгоритмов. Они относятся к разряду фундаментальных понятий, и их сложно определить формально с помощью других понятий. Поэто​му мы их объясняем на примерах.
Одним из важных понятий является понятие действия. Здесь под действием понимается нечто, что имеет конечную продолжи​тельность и приводит к желаемому и совершенно определенному результату. Каждое действие предполагает наличие некоторого объекта, над которым это действие совершается и по изменению состояния которого можно судить о результате этого действия. Каждое действие должно быть таким, чтобы его можно было описать с помощью некоторого языка или системы формул. Это описание называется инструкцией.
 Если действие можно разложить на составные части, то оно называется процессом или вычислением. Если эти части во времени следуют строго друг за другом и никакие две части не выполняются одновременно, то процесс называется последовательным. А это озна​чает, что инструкцию, описывающую процесс, можно разбить на составные части; тогда она называется программой. Таким образом, программа состоит из набора инструкций, текстуальная упорядочен​ность которых, вообще говоря, не совпадает с порядком выполнения соответствующих  действий.
То, что выполняет эти действия согласно заданным инструкци​ям, называется процессором. Это более или менее нейтральное слово никак не определяет, кто является исполнителем — человек или автомат. В самом деле, программы (коль скоро они записаны на язы​ке, который точно определен) имеют смысл безотносительно к спе​цифике процессора. Вообще говоря, программиста не интересует индивидуальность процессора. Для него важно только быть уве​ренным, что процессор понимает язык, на котором написаны программы, поскольку предполагается, что программы содержат пра​вила поведения процессора. Следовательно, программисту необходимо знать типы инструкций, которые процессор способен понимать и выполнять и которые программист должен писать в точном соответствии с языком.
Каждое действие требует некоторого объема работы, который     зависит от процессора. Объем работы можно характеризовать вре​менем,  которое затрачивает процессор  на выполнение действия.      Меру времени в свою очередь можно более или менее прямо перевес​ти в меру стоимости. 
Рассмотрим два простых примера, иллюстрирующих только   что  введенные  понятия.
Пример: Умножение.

 Нам дана инструкция:
Умножить два натуральных числа х и у и полученное произведе​ние обозначить через z.
Если наш процессор понимает эту инструкцию, т. е. он знает, что означает «натуральное число» и «умножить», то дальнейшая детализация не требуется.
Предположим, однако, что наш процес​сор
(a)  не понимает предложений естественного языка, а восприни​мает только некоторые формулы, и
(b)  не умеет умножать, а умеет только складывать. 
Прежде всего мы заметим,  что  объектами  вычисления  являются натуральные числа. Однако предполагается, что в программе не задаются эти числа; в ней только определяется в общем виде харак​тер поведения при умножении произвольной пары натуральных чисел. Поэтому вместо чисел мы используем имена, обозначающие изменяемые объекты, которые называются переменными. В начале каждого процесса этим переменным должны быть присвоены кон​кретные значения. Это присваивание — одно из самых фундамен​тальных действий в вычислительных процессах, выполняемых вы​числительной  машиной.
Переменную можно сравнить с классной доской: ее значение можно «читать» столько раз, сколько пожелаешь, его можно стереть и на том же месте написать другое значение. Повторная запись при​водит к тому, что прежнее значение теряется. В дальнейшем при​сваивание значения w переменной v мы будем обозначать следующим
образом:
v := w          (1.1)
Символ := называется оператором присваивания.
Теперь инструкцию нашего примера можно записать иначе:
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 (1.2)
Если эта инструкция распадается на последовательность сложений, следующих во времени друг за другом, то действие умножения ста​новится последовательным процессом, а инструкция (1.2) прини​мает вид программы. Пока мы ограничимся следующим неформаль​ным  описанием  программы:
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 (1.3)
Выполняемый этой программой процесс при условии, что пере​менным х и у заданы начальные значения, можно представить в наглядной форме, если записать значения, которые присваиваются переменным и и z во время счета. Для х=5 и y== 13 мы получим таблицу (1.4).
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 (1.4)
Процесс заканчивается на шаге 2, как только u=0. В этот момент значением z будет окончательный   результат[image: image8.png]


 Такая таб-
лица называется трассировочной таблицей. Заметим, что последо​вательное перечисление значений не означает, что эти значения сохраняются; наоборот, каждая переменная в любой момент вре​мени имеет ровно одно значение. Это следует из того, что при прис​ваивании прежнее значение переменной стирается.
Объектами этого вычисления являются числа. Для того чтобы можно было выполнять операции над числами, нужен специальный пюсоб записи для представления этих чисел. Следовательно, при выполнении вычисления выбор способа записи неизбежен. (Однако программа, вообще говоря, имеет смысл безотносительно к способу  записи и представлению ее объектов.) Существенно также разли​чать объекты и их представления, если даже это абстрактные объекты , такие, как числа. Например, в машинах числа обычно представ​ляются состоянием элементов магнитной памяти, но хотелось бы иметь возможность формулировать процессы, которые оперируют с числами и выполняются на вычислительной машине, не в терминах состояний магнитной памяти. Для подтверждения этой мысли и демонстрации того, как тот же вычислительный процесс может быть описан с помощью другой системы обозначений, вместо (1.4) мы приводим таблицу (1.5), в основе которой лежит римская система счисления.
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 (1.5)
Пример: Деление 

Дана инструкция:
Разделить натуральное число х на натуральное число у и обоз​начить целое частное через q, а остаток через r. 
Говоря более точно, должны выполняться следующие соотношения:
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 (1.6.1)
Если ввести оператор div, то это вычисление можно описать более формально следующей  инструкцией  присваивания:
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 (1.6.2)
Чтобы еще раз продемонстрировать, как инструкция может быть преобразована в программу, мы предположим, что процессор, для которого предназначена эта программа, не умеет делить, т. е. не имеет команды div. Поэтому нужно деление разложить на последо​вательность вычитаний делителя у из делимого х. Тогда количество вычитаний   будет   искомым   частным   q.
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Имена х и у вновь обозначают константы, которые представляют полученные ранее фиксированные значения, a q и r обозначают переменные, которым присваиваются целочисленные значения. Процесс, описанный с помощью  алгоритма (1.7), для значений 
х= 100 и y=15 можно изобразить трассировочной таблицей (1.8),
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Процесс заканчивается, как только r<у. Полученные результаты (q=6 и r=10)  удовлетворяют соотношениям  (1.6.1):
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 (1.9)
Эти два примера описывают последовательные процессы, в которых присваивания выполняются строго последовательно во времени. 
Эти два примера показывают также, что каждый алгоритм описывает последовательность преобразований состояния набора его переменных. Если один и тот же алгоритм выполняется дважды с различными начальными значениями (х и у), то было бы ошибкой говорить, что эти два процесса или вычисления одинаковы. Однако несомненно, что характер поведения у них одинаков. Описание ха​рактера поведения безотносительно к какому-либо конкретному процессору обычно называется алгоритмом. Термин программа со​ответственно используется для алгоритмов, которые сконструиро​ваны так, чтобы они были приемлемы для совершенно определенного типа процессоров Различие между общим (иногда говорят абстракт​ным) алгоритмом и программой машины состоит главным образом в том, что в последней правила поведения должны быть специфицированы до мельчайших подробностей и она должна быть составлена в точном соответствии с правилами записи. 
1.2. Основные этапы построения алгоритма
Строгое исследование основных понятий теории алго​ритмов начнется дальше. Прежде чем при​ступить к нему, обсудим на неформальном уровне некото​рые основные принципы, по которым строятся алгоритмы, и выясним, чго же именно в понятии алгоритма нуждается
в уточнении.
Основные требования к алгоритмам. 1. Первое, что сле​дует отметить в любом алгоритме, — это то, что он приме​няется к исходным данным и выдает результаты. В привыч​ных технических терминах это означает, что алгоритм имеет входы и выходы. Кроме тоге, в ходе работы алгоритма по​являются промежуточные результаты, которые исполь​зуются в дальнейшем. Таким образом, каждый алгоритм имеет дело с данными — входными, промежуточными и вы​ходными. Поскольку мы собираемся уточнять понятие ал​горитма, нужно уточнить и понятие данных, т. е. указать, каким требованиям должны удовлетворять объекты, чтобы алгоритмы могли с ними работать.
Ясно, что эти объекты должны быть четко определены и отличимы как друг от друга, так и от «необъектов». Во многих важных случаях хорошо понятно, что это значит: к таким алгоритмическим объектам относятся числа, век​торы, матрицы смежностей графов, формулы. Изображения (например, рисунок графа) представляются менее естествен​ными в качестве алгоритмических объектов. Если говорить о графе, то дело даже не в том, что в рисунке больше несу​щественных деталей и два человека один и тот же граф изоб​разят по-разному (в конце концов, разные матрицы смеж​ности тоже могут задавать один и тот же граф — с точно​стью до изоморфизма), а в том, что матрица смежности легко разбивается на элементы, причем из элементов всего двух видов (нулей и единиц) состоят матрицы любых графов, тогда как разбить на элементы рисунок гораздо труднее. Наконец, с такими объектами, как «хорошая книга» или «осмысленное утверждение», с которыми легко управляется любой человек (но каждый по-своему!), алгоритм работать откажется, пока они не будут описаны как данные с по​мощью других, более подходящих объектов.
Вместо того чтобы пытаться дать общее словесное опре​деление четкой определенности объекта, в теории алгорит​мов фиксируют конкретные конечные наборы исходных объектов (называемых элементарными) и конечный набор средств построения других объектов из элементарных. Набор элементарных объектов образует конечный алфавит  исходных символов (цифр, букв и т. д.), из которых строятся другие объекты; типичным средством построения являются индуктивные определения, указывающие, как строить но​вые объекты из уже построенных. Простейшее индуктивное определение — это определение некоторого множества слов, классическим примером которого служит определение иден​тификатора в АЛГОЛе: идентификатор — это либо буква, либо идентификатор, к которому приписана справа буква или цифра. Слова конечной длины в конечных алфавитах (в частности, числа) — наиболее обычный тип алгоритми​ческих данных, а число символов в слове (длина слова) — естественная единица измерения объема обрабатываемой информации. Более сложный случай алгоритмических объ​ектов — формулы. Они также определяются индуктивно и также являются словами в конечном алфавите, однако не каждое слово в этом алфавите является формулой. В этом случае обычно основным алгоритмам предшествуют вспомо​гательные, которые проверяют, удовлетворяют ли исходные данные нужным требованиям. Такая проверка называется синтаксическим анализом.
2.  Данные для своего размещения требуют памяти. Па​мять обычно считается однородной и дискретной, т. е. со​стоит из одинаковых ячеек, причем каждая ячейка может содержать один символ алфавита данных. Таким образом, единицы измерения объема данных и памяти согласованы. При этом  память может быть бесконечной. Вопрос о том, нужна ли одна память или несколько и, в частности, нужна ли отдельная память для каждого из трех видов данных, решается по-разному.
3.  Алгоритм состоит из отдельных элементарных шагов, или действий, причем множество различных шагов, из ко​торых составлен алгоритм, конечно. Типичный пример мно​жества   элементарных  действий — система   команд ЭВМ. Обычно элементарный шаг имеет дело с фиксированным числом  символов (это удобно,  например, для измерения времени работы алгоритма числом проделанных шагов), однако это требование не всегда выполняется. Например, в ЭВМ есть команды типа «намять — память», работающие с полями памяти переменной длины.
4.  Последовательность шагов алгоритма детерминиро​вана, т. е. после каждого шага либо указывается, какой шаг делать дальше, либо дается команда остановки, после чего работа алгоритма считается законченной.
5.   Естественно от алгоритма потребовать результатив​ности, т. е. остановки после конечного числа шагов (зави​сящего от данных) с указанием того, что считать результа​том. В частности, всякий, кто предъявляет алгоритм реше​ния некоторой задачи, например вычисления функции f (х), обязан показать, что алгоритм останавливается после ко​нечного числа шагов (как говорят, сходится) для любого х из области задания f . Однако проверить результативность (сходимость) гораздо труднее, чем требования, изложенные в пп   1—4. В отличие от них сходимость обычно не удается установить простым просмотром описания алгоритма; об​щего же метода проверки сходимости, пригодного для лю​бого алгоритма А и любых данных х, как будет показано далее, вообще не существует. Обсуждение трудностей, свя​занных с распознаванием сходимости, см. далее.
6.  Следует различать а) описание алгоритма (инструк​цию или программу); б) механизм реализации алгоритма (например, ЭВМ), включающий средства пуска, остановки, реализации  элементарных  шагов,   выдачи  результатов  и обеспечения детерминированности, т. е. управления ходом иычисления; в) процесс реализации алгоритма, т. е. последовательность шагов, которая будет порождена при при​менении алгоритма к конкретным данным. Будем предпола​гать, что описание алгоритма и механизм его реализации конечны (память, как уже говорилось, может быть беско​нечной, но она не включается в механизм). Требования к конечности процесса реализации совпадают с требова​ниями результативности (см. п. 5).
Пример. Рассмотрим следующую задачу: дана после​довательность Р из п положительных чисел (п — конечное, но произвольное число); требуется упорядочить их, т. е. построить последовательность R, в которой эти же числа расположены в порядке возрастания. Почти сразу же при​ходит в голову следующий простой способ ее решения: про​сматриваем Р и находим в ней наименьшее число; вычерки​ваем его из Р и выписываем его в качестве первого числа R; снова обращаемся к Р  и находим в ней наименьшее число; приписываем его справа к полученной части R и так далее, до тех пор, пока в Р не будут вычеркнуты все числа.
Возникает естественный вопрос: что значит «и так да​лее»? Для большей ясности перепишем описание способа решения в более четкой форме, разбив его на шаги и указав переходы между шагами.
Шаг 1. Ищем в Р наименьшее число.
Шаг 2. Найденное число приписываем справа к R (в начальный момент R пуста) и вычеркиваем его из Р.
Шаг 3. Если в Р нет чисел, то переходим к шагу 4. В противном случае переходим к шагу  1.
Шаг 4. Конец. Результатом считать последователь​ность R, построенную к данному моменту.
Большинство читателей сочтет такое описание доста​точно ясным (и даже излишне формальным), чтобы, поль​зуясь им, однозначно получить нужный результат. Однако это впечатление ясности опирается на некоторые неявные предположения, к правильности которых мы привыкли, но которые нетрудно нарушить. Например, что значит «дана последовательность чисел»? Является ли таковой последо​вательность 
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, (1,2)π . Очевидно, да, однако в нашем списании ничего не сказано, как найти наименьшее число среди таких чисел. В нем вообще не говорится о том, как искать наименьшие числа, по-видимому, предполагается, что речь идет о числах, представленных в виде десятичных дробей, и что известно,  как их сравнивать.
Итак, необходимо уточнить формы представления дан​ных. При этом нельзя просто заявить, что допустимо любое представление   чисел.   Ведь   для   каждого   представления существует  свой  алфавит  (который  помимо  цифр  может включать  запятые,   скобки,   знаки  операций   и  функцийи т. д.) и свой способ сравнения чисел (например, способ перевода в десятичную дробь), тогда как конечность алфа​вита требует фиксировать его заранее, а конечность описа​ния алгоритма позволяет включить в него лишь заранее фиксированное число способов сравнения. Фиксация пред​ставления чисел в виде десятичных дробей также не решает всех проблем. Сравнение 10—20-разрядных чисел уже не может  считаться  элементарным  действием:  сразу  нельзя сказать,   какое   из   чисел   больше:   90811557001,15   или 32899901467,0048. В машинных алгоритмах само предста​вление числа еще требует дальнейшего уточнения: нужно, во-первых, ограничить число разрядов (цифр) в числе, так как от этого зависит, сколько ячеек памяти будет занимать число,  а во-вторых,  договориться о способе  размещения десятичной запятой в числе, т. е. выбрать представление в виде фиксированной или плавающей запятой, поскольку способы  обработки   этих  двух   представлений   различны. Наконец, любой, кто имел дело с программированием, от​метит, что на шаге 1 требуется узнать две вещи: само наи​меньшее число (чтобы записать его в R) и его место в Р, т. е. его адрес в той части памяти, где хранится Р (чтобы вычеркнуть его из Р), а следовательно, нужно иметь сред​ства указания этого адреса.
Таким образом, даже в этом простом примере несложный :   анализ показывает, что описанию, которое выглядит вполне    ясным, еще далеко до алгоритма. Мы столкнулись здесь с необходимостью уточнить почти все основные характеристики алгоритма, которые отмечались ранее: алфавит дан​ных и форму их представления, память и размещение в ней элементов Р и R, элементарные шаги (поскольку шаг  1 явно неэлементарен).  Кроме того, становится ясным,  что выбор механизма реализации (скажем, человека или ЭВМ) будет влиять и  на сам  характер уточнения:  у человека требования к памяти, представлению данных и к элемен​тарности  шагов  гораздо более  слабые  и  «укрупненные», отдельные незначительные детали он может уточнить сам. Пожалуй, только два требования к алгоритмам в при​веденном описании выполнены в достаточной мере (они-то и создают впечатление ясности). Довольно очевидна схо​димость алгоритма: после выполнения шагов 1 и 2 либо работа заканчивается, либо из Р вычеркивается одно число; поэтому ровно после п выполнений шагов 1 и 2 из Р  будут вычеркнуты все числа и алгоритм остановится, a R будет результатом. Кроме того, не вызывает сомнения детерми​нированность: после каждого шага ясно, что делать дальше, если учесть, что здесь и в дальнейшем используется обще​принятое соглашение — если шаг не содержит указаний о дальнейшем переходе, то выполняем шаг, следующий за ним в описании. 
О подходах к уточнению  понятия   «алгоритм» .  Ранее
были сформулированы основные требования к алгоритмам. Однако понятия, использованные в этих формулировках (такие, как ясность, четкость, элементарность), сами нуж​даются в уточнении. Очевидно, что их словесные определе​ния будут содержать новые понятия, которые снова потре​буют уточнения, и т. д. Поэтому в теории алгоритмов принимается другой подход: выбирается конечный набор ис​ходных объектов, которые объявляются элементарными, и конечный набор способов построения из них новых объек​тов. Этот подход был уже использован при обсуждении вопроса о данных: уточнением понятия «данные» в дальней​шем будем считать множества слов в конечных алфавитах. Для уточнения детерминизма будут использоваться либо блок-схемы и эквивалентные им словесные описания (типа того, который приведен в примере), либо описание меха​низма реализации алгоритма. Кроме того, нужно зафикси​ровать набор элементарных шагов и договориться об орга​низации памяти. После того как это будет сделано, получится конкретная алгоритмическая модель.
Алгоритмические модели, рассматриваемые здесь, претендуют на право считаться формализацией понятия «алгоритм». Это значит, что они должны быть универсаль​ными, т. е. допускать описание любых алгоритмов. Поэтому может возникнуть естественное возражение против предла​гаемого подхода: не приведет ли выбор конкретных средств к потере общности формализации? Если иметь в виду основ​ные цели, стоявшие при создании теории алгоритмов, — универсальность и связанная с ней возможность говорить в рамках какой-либо модели о свойствах алгоритмов вообще, то это возражение снимается следующим образом. Во-пер​вых, доказывается сводимость одних моделей к другим, т. е. показывается, что всякий алгоритм, описанный средством одной модели, может быть описан средствами другой. Во-вторых, благодаря взаимной сводимости моделей в теории алгоритмов удалось выработать инвариантную по отноше​нию к моделям систему понятий, позволяющую говорить о свойствах алгоритмов независимо от того, какая форма​лизация алгоритма выбрана. Эта система понятий основана на понятии вычислимой функции, т е. функции, для вы​числения  которой  существует  алгоритм.   Общее  понятие
иычпслимости  и его свойства будут более подробно рас​смотрены далее.
Тем не менее, хотя общность формализации в конкретной модели не теряется, различный выбор исходных средств приводит к моделям разного вида. Можно выделить три основных типа универсальных алгоритмических моделей, различающихся исходными эвристическими соображениями относительно того, что такое алгоритм. Первый тип связы​вает понятие алгоритма с наиболее традиционными поня​тиями математики — вычислениями и числовыми функ​циями. Наиболее развитая и изученная модель этого типа — рекурсивные функции является исторически первой форма​лизацией понятия алгоритма. Второй тип основан на пред​ставлении об алгоритме как о некотором детерминирован​ном устройстве, способном выполнять в каждый отдельный момент лишь весьма примитивные операции. Такое пред​ставление не оставляет сомнений в однозначности алгоритма и элементарности его шагов. Кроме того, эвристика этих моделей близка к ЭВМ и, следовательно, к инженерной интуиции. Основной теоретической моделью этого типа (созданной в 30-х годах — раньше ЭВМ!) является машина Тьюринга. Наконец, третий тип алгоритмических моделей — это преобразования слов в произвольных алфавитах, в ко​торых элементарными операциями являются подстановки, т. е. замены куска слова (подслова) другим словом. Пре​имущества этого типа — в его максимальной абстрактности и возможности применить понятие алгоритма к объектам произвольной (необязательно числовой) природы. Впрочем, как будет ясно из дальнейшего, модели второго и третьего типа довольно близки (их взаимная сводимость доказы​вается просто) и отличаются в основном эвристическими ак​центами. Примеры моделей этого типа — канонические   системы Поста и нормальные алгоритмы Маркова.

А теперь сделаем попытку объяснить понятие построения алгоритма, основными этапами которого явля​ются:
1.  Постановка задачи.
2.  Построение модели.
3.   Разработка алгоритма.
4.  Проверка правильности алгоритма.
5.  Реализация алгоритма.
6.  Анализ алгоритма и его сложности.
7.  Проверка программы.
8.  Составление документации.
Дальнейшие разделы работы посвящены детальному изучению и иллюст​рации этих фундаментальных этапов. Пока мы ограничимся кратким обсуждением алгоритмов (разд. 1.1) и этапов, ведущих к их полному построению  (разд.   1.2).
Кратко рассмотрим основные этапы, перечисленные выше. Прежде всего определим назначение каждого этапа и выясним, как эти этапы объединяются в единое целое.
Постановка задачи
Прежде чем мы сможем понять задачу, мы должны ее точно сфор​мулировать. Это условие само по себе не является достаточным для понимания задачи, но оно абсолютно необходимо.
Обычно процесс точной формулировки задачи сводится к поста​новке правильных вопросов. Перечислим некоторые полезные воп​росы для плохо сформулированных задач:
Понятна ли терминология, используемая в предварительной фор​мулировке? Что дано? Что нужно найти? Как определить решение?
Каких данных не хватает и все ли они нужны? Являются ли какие-то имеющиеся данные бесполезными? Какие сделаны допущения?
Возможны и другие вопросы в зависимости от конкретной задачи. Часто после получения полных или частичных ответов на некоторые из вопросов их приходится ставить повторно.
Пример. Джек — агент по продаже компьютеров (коммивояжер); на его территории 20 городов, разбросанных по всему Техасу. Компа​ния возмещает ему только 50% стоимости деловых автомобильных поездок. Джек вычислил, сколько ему будет стоить переезд на машине
между каждыми двумя городами на его территории. Ему, естественно, хотелось бы снизить свои дорожные расходы.
Что дано? Исходная информация задана в виде перечня городов на территории Джека и соответствующей матрицы стоимостей, т. е. двумерного массива с элементами сij, равными стоимости переезда из города i в город j. В данном случае матрица стоимостей имеет 20 строк и 20 столбцов.
Что мы хотим найти? Мы хотим помочь Джеку снизить его дорож​ные расходы. Это звучит несколько туманно. Действительно, вопрос о том, каким будет решение, выглядит неуместным. Обдумав ситуа​цию, мы придем к выводу, что ничего не можем сделать без дополни​тельной информации от Джека. Имеет ли Джек в одних городах боль​ше покупателей, чем в других? Если да или если есть какие-то особые покупатели, то Джек, возможно, захочет посещать какие-то города чаще. Могут быть и такие города, в которые Джек специально не поедет, а заедет туда, когда окажется в соседнем городе. Другими словами, нам надо знать больше о приоритетах Джека и учитывать предпочтения при составлении графика поездок.
Поэтому мы возвращаемся к Джеку и требуем у него дополнитель​ную информацию. Он сообщает, что хотел бы иметь маршрут, начи​нающийся и оканчивающийся в его базовом городе и проходящий по одному разу через все остальные города на его территории. Следо​вательно, нам требуется список городов, содержащий каждый город только один раз, за исключением базового города, который стоит в списке первым и последним. Порядок городов в этом списке пред​ставляет собой маршрут, по которому Джек должен объезжать города па своей территории. Сумма стоимостей проезда между каждыми двумя последовательными городами списка — это общая стоимость маршрута, представленного списком. Мы решим задачу Джека, если представим ему список с наименьшей возможной общей стоимостью.
Это хорошая исходная постановка задачи. Мы знаем, что мы имеем и что хотим найти.
Построение модели
Задача четко поставлена, теперь нужно сформулировать для нее математическую модель. Это очень важный шаг в процессе реше​ния, и его надо хорошо обдумать. Выбор модели существенно влияет на остальные этапы в процессе решения.
Как вы можете догадаться, невозможно предложить набор правил, автоматизирующих стадию моделирования. Большинство задач долж​но рассматриваться индивидуально. Тем не менее существует не​сколько полезных руководящих принципов. Выбор модели — в боль​шей степени дело искусства, чем науки, и, вероятно, эта тенденция сохранится. Изучение удачных моделей — это наилучший способ приобрести опыт в моделировании.
Приступая к разработке модели, следует задать по крайней мере два основных вопроса:
1.   Какие математические структуры больше всего подходят для задачи?
2.  Существуют ли решенные аналогичные задачи?
Второй вопрос, возможно, самый полезный во всей математике. В контексте моделирования он часто дает ответ на первый вопрос. Действительно, большинство решаемых в математике задач, как пра​вило, являются модификациями ранее решенных. Большинство из нас просто не обладает талантом Ньютона, Гаусса или Эйнштейна, и для продвижения вперед нам приходится руководствоваться накоп​ленным опытом.
Сначала нужно рассмотреть первый вопрос. Мы должны описать математически, что мы знаем и что хотим найти. На выбор соответст​вующей структуры будут оказывать влияние такие факторы, как:                  1) ограниченность наших знаний относительно небольшим количест​вом структур, 2) удобство представлений, 3) простота вычислений,               4) полезность различных операций, связанных с рассматриваемой структурой или структурами.
Сделав пробный выбор математической структуры, задачу следует переформулировать в терминах соответствующих математических объектов. Это будет одна из возможных моделей, если мы можем ут​вердительно ответить на такие вопросы, как:
Вся ли важная информация задачи  хорошо описана   математиче​скими объектами?
Существует ли математическая величина, ассоциируемая с иско​мым результатом?
Выявили мы какие-нибудь полезные отношения между объектами модели?
Можем мы работать с моделью? Удобно ли с ней работать?
Пример. Возвращаемся к задаче агента по продаже компьютеров, рассмотренной ранее в этом разделе. Начинаем с постановки задачи, данной в конце примера.
Решали ли мы ранее аналогичные задачи? В математическом смысле, вероятно, нет. Однако все мы сталкивались с задачами вы​бора пути по дорожным картам или в лабиринтах. Можем ли мы прийти к удобному представлению нашей задачи наподобие карты?
Очевидно, нужно взять лист бумаги и нанести на нем по одной точке, соответствующей каждому городу. Мы не собираемся изобра​жать точки так, чтобы расстояние между каждой парой точек, соот​ветствующих городам i и j, было пропорционально стоимости проезда cij. Расположим точки любым удобным способом, соединим точки i и j линиями и проставим на них «веса» cij.
Схема, которую мы только что изобразили,— это частный случай графа, или сети. В общем случае сеть — это множество точек (на плоскости) вместе с линиями, соединяющими некоторые или все пары точек; над линиями могут быть проставлены веса.
Для простоты предположим, что у Джека только пять городов, для которых матрица стоимостей показана на рис. 1.1, а. Тогда сете​вая модель может быть изображена, как на рис. 1.1, б. Предполо​жим также, что стоимость проезда из города i в город j такая же, как и из j в i, хотя это и необязательно.
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Рис. 1.1. Задача  коммивояжера  с  пятью  городами.
Что мы ищем в задаче? В терминах теории сетей список городов (который мы ранее описали) определяет замкнутый цикл, начинаю​щийся с базового города и возвращающийся туда же после прохож​дения каждого города по одному разу. Такой цикл соответствует не​отрывному движению карандаша вдоль линий сети, которое проходит через каждую точку только один раз и начинается и оканчивается в одной и той же точке. Обход такого рода назовем туром. Стоимость тура определяется как сумма весов всех пройденных ребер. Задача решена, если мы можем найти тур с наименьшей стоимостью.
На рис. 1.1,б обход 1—5—3—4—2—1 есть тур со стоимостью 5+2+1+4+1 = 13. Является ли он туром с минимальной стоимостью?
Рассмотренная задача известна в литературе как задача комми​вояжера: она стала в какой-то мере классической. Это один из наибо​лее известных примеров таких задач, которые очень легко поставить и промоделировать, но очень трудно решить. Время от времени мы будем возвращаться к этой задаче в целях иллюстрации.

Разработка алгоритма

Как только задача четко поставлена и для нее построена модель, мы должны приступить к разработке алгоритма ее решения. Выбор метода разрабетки, зачастую сильно зависящий от выбора модели, может в значительной степени повлиять на эффективность алгоритма решения. Два разных алгоритма могут быть правильными, но очень сильно отличаться по эффективности. В одном из следующих разделов этого раздела обсуждаются критерии эффективности.
Пример. Вернемся к коммивояжеру из предыдущего раздела. По​становка задачи и модель, описанные ранее, наводят на мысль о сле​дующем алгоритме.
Сначала произвольно перенумеруем п городов целыми числами от 1 до п, присваивая каждому городу свой номер. Базовому городу приписываем номер п. Заметим, что каждый тур однозначно соответст​вует перестановке целых чисел 1,2,..., п—1. Действительно, каждый тур соответствует единственной перестановке, и каждая перестановка соответствует единственному туру. Такое соответствие называется взаимно-однозначным. Таким образом, для любой данной перестановки мы можем легко проследить соответствующий тур на сетевой модели и в то же время вычислить стоимость этого тура.
Можно решить задачу, образуя все перестановки первых п—1 целых положительных чисел. Для каждой перестановки строим соот​ветствующий тур и вычисляем его стоимость. Обрабатывая таким образом все перестановки, запоминаем тур, который к текущему моменту имеет наименьшую стоимость. Если мы находим тур с более низкой стоимостью, то производим дальнейшие сравнения с этим туром.
Algorithm ETS (Исчерпывающий коммивояжер). Решить задачу ком​мивояжера с N городами, последовательно рассматривая все переста​новки из N—1 положительных целых чисел. Таким образом мы рас​смотрим каждый возможный тур и выберем вариант TOUR с наимень​шей стоимостью MIN. Алгоритм ETS требует в качестве входных дан​ных число городов N и матрицу стоимостей С.
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Алгоритм ETS — неплохое первое приближение к точному алго​ритму. Ему недостает некоторых важных подалгоритмов, и он недо-
статочно близок к окончательной программе. Эти недостатки будут устранены позже.
На стадии разработки требуется тщательное обдумывание, следует также уделить внимание двум предшествующим и первым трем следующим за стадией разработки этапам. Как и следует ожи​дать, все восемь перечисленных основных этапов, нельзя рассматривать независимо друг от друга. В особенности первые три сильно влияют на последующие, а шестой и седьмой этапы обеспечи​вают ценную обратную связь, которая может заставить нас пере​смотреть некоторые из предшествующих этапов.

Правильность алгоритма
Доказательство правильности алгоритма — это один из наиболее трудных, а иногда и особенно утомительных этапов создания алго​ритма.
Вероятно, наиболее распространенная процедура доказательства правильности программы — это прогон ее на разных тестах. Если выданные программой ответы могут быть подтверждены известными или вычисленными вручную данными, возникает искушение сделать вывод, что программа «работает». Однако этот метод редко исклю​чает все сомнения; может существовать случай, в котором программа не сработает.
Мы рассмотрим следующую общую методику доказательства пра​вильности алгоритма. Предположим, что алгоритм описан в виде последовательности шагов, скажем, от шага 0 до шага т. Постараемся предложить некое обоснование правомерности для каждого шага. В частности, может потребоваться лемма об условиях, действующих до и после пройденного шага. Затем постараемся предложить доказа​тельство конечности алгоритма, при этом будут проверены все подхо​дящие входные данные и получены все подходящие выходные данные.
Пример. Алгоритм ETS настолько прост, что его правильность легко доказать. Поскольку проверяется каждый тур, должен быть проверен и тур с минимальной стоимостью; как только до него дойдет очередь, он будет запомнен. Он не будет отброшен — это может слу​читься только в том случае, если существует тур с меньшей стоимо​стью. Алгоритм должен закончить работу, так как число туров, ко​торые нужно проверить, конечно. Подобный метод доказательства известен как «доказательство исчерпыванием»; это самый грубый из всех методов доказательства.
Подчеркнем тот факт, что правильность алгоритма еще ничего не говорит о его эффективности. Исчерпывающие алгоритмы редко бы-вают хорошими во всех отношениях.
Реализация алгоритма

Как только алгоритм выражен, допустим, в виде последователь​ности шагов и мы убедились в его правильности, настает черед реали​зации алгоритма, т. е. написания программы для ЭВМ.
Этот существенный шаг может быть довольно трудным. Во-первых, трудность заключается в том, что очень часто отдельно взятый шаг алгоритма может быть выражен в форме, которую трудно перевести непосредственно в конструкции языка программирования. Например, один из шагов алгоритма может быть записан в виде, требующем це​лой подпрограммы для его реализации. Во-вторых, реализация может оказаться трудным процессом потому, что перед тем, как мы сможем начать писать программу, мы должны построить целую систему струк​тур данных для представления важных аспектов используемой мо​дели. Чтобы сделать это, необходимо ответить, например, на такие вопросы:
Каковы основные переменные?
Каких они типов?
Сколько нужно массивов и какой размерности?
Имеет ли смысл пользоваться связными списками?
Какие нужны подпрограммы (возможно, уже записанные в памяти)?                                                                                       Каким языком программирования пользоваться?
Конкретная реализация может существенно влиять на требования к памяти и на скорость алгоритма.
Другой аспект построения программной реализации — это про​граммирование сверху-вниз. Объяснение этого понятия будет дано позже, а пока укажем, что программирование сверху-вниз — это подход к разработке и реализации, который состоит в преобразо​вании алгоритма в такую последовательность все более конкретизи​рованных алгоритмов, что окончательный вариант представляет собой программу для ЭВМ.
Сделаем одно важное замечание. Одно дело — доказать правиль​ность конкретного алгоритма, описанного в словесной форме. Другое дело — доказать, что данная машинная программа, предположи​тельно являющаяся реализацией этого алгоритма, также правильна. Таким образом, необходимо очень тщательно следить, чтобы процесс преобразования правильного алгоритма (в словесной форме) в машин​ную программу «заслуживал доверия».
Советуем  снова рассмотреть алгоритм ETS в свете об​суждения в данном подразделе и постараться построить его по этапам, как было предложено, пока вы не получите машинную программу.

Анализ алгоритма и его сложности

Существует ряд важных практических причин для анализа алго​ритмов. Одной из них является необходимость получения оценок или границ для объема памяти или времени работы, которое потребуется алгоритму для успешной обработки конкретных данных. Машинное время и память — относительно дефицитные (и дорогие) ресурсы, на которые часто одновременно претендуют многие пользователи. Всегда следует избегать прогонов программы, отвергаемых системой из-за нехватки запрошенного времени, которое указывается на рабо​чей карте. Хоро​ший анализ способен выявить узкие места в наших программах, т. е. разделы программы, на которые расходуется большая часть времени.
Существуют также важные теоретические причины для анализа алгоритмов. Хотелось бы иметь некий количественный критерий для сравнения двух алгоритмов, претендующих на решение одной и той же задачи. Более слабый алгоритм должен быть улучшен или отброшен Желательно также иметь механизм для выявления наиболее эффек​тивных алгоритмов и замены устаревших. Иногда невозможно соста​вить четкое мнение об относительной эффективности двух алгоритмов. Один может в среднем лучше работать, к примеру, на случайных входных данных, в то время как другой лучше работает на каких-то специальных входных данных. Хотелось бы иметь возможность де​лать аналогичные выводы о сравнительных достоинствах двух алго​ритмов.
Важно также установить абсолютный критерий. Когда можно считать решение задачи оптимальным? Иными словами, когда наш алгоритм настолько хорош, что невозможно (независимо от наших умственных способностей) значительно его улучшить?
Пусть А — алгоритм для решения некоторого класса задач, a n — размерность отдельной задачи из этого класса. Во многих задачах в этой книге п — просто скаляр, равный числу вершин графа. В об​щем случае п может быть массивом или длиной вводимой последова​тельности. Определим fA (n) как рабочую функцию, дающую верхнюю границу для максимального числа основных операций (сложения, сравнения и т. д), которые должен выполнить алгоритм А для реше​ния любой задачи размерности п. Будем пользоваться следующим критерием для оценки качества алгоритма А. Говорят, что алгоритм А полиномиальный, если fA(п) растет не быстрее, чем полином от п, в противном случае алгоритм А экспоненциальный. Этот критерий основан на времени работы в худшем случае, но аналогичный крите​рий может быть также определен для среднего времени работы. «Экс- периментальная» основа для этого критерия качества заключается в том, что, по-видимому, последовательные или параллельные машины более или менее способны воспринимать полиномиальные алгоритмы для больших задач, а на экспоненциальных алгоритмах они доволь​но быстро «задыхаются».
Следующее обозначение стандартно во многих математических дисциплинах, в том числе и в анализе алгоритмов. Функцию f(п) определяют как O[g(n) ] и говорят, что она порядка g(n) для боль​ших п, если
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Это обозначается, как[image: image20.png]Fn)=0lg(n)].



 Функция h(n) является о [z (n)]
для больших п, если
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Эти символы произносятся соответственно, как «О большое» и «о ма​лое». Интуитивно, если f(n) есть O[g(n)], то эти две функции, по су​ществу, возрастают с одинаковой скоростью при n→∞. Если f(n)  есть o[g(n)], то g(n) возрастает гораздо быстрее, чем f(n).
Пример.
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Он представляет собой [image: image23.png]o(n>Y), oen) u o(27).



Действительно, он яв-
ляется «о малым» от любой функции, возрастающей быстрее, чем поли​ном пятой степени.
(б)  Функция f(n)=2п есть о (п!), так как
[image: image24.png]



Однако 2 п  есть О(2п+1) и о(5п-1).
(в)  Функция[image: image25.png]F(n)=1000 n



есть о(п).
Итак, алгоритм полиномиальный, если[image: image26.png]F1()=01P,(n}]



 или                                 fA(n) =o[Pk(n)], где Pk(n) — некоторый полином от переменной и произ​вольной фиксированной степени k. В противном случае алгоритм является экспоненциальным.
Конечно, хотелось бы провести возможно более точный анализ, т. е. знать как можно больше о функции fA (n). Мы бы лучше предста​вили себе действие алгоритма А, если бы знали, что fA (n)=2,5 п2+3,7 n—5,2, чем если бы нам было известно только, что fА(п)=О(п2). Такие детальные сведения об алгоритме могут быть получены только из конкретной реализации. Точные коэффициенты fA(n) в общем слу-
чае зависят от реализации; характеристика О (n2) обычно свойственна алгоритму, т. е. не зависит от различных особенностей реализации. Важно также знать, насколько плохо работает экспоненциальный алгоритм. Существует много важных задач, для которых в настоящее время известны только экспоненциальные алгоритмы. Одна из них — задача коммивояжера, другие описаны в разных разделах книги. Эти задачи необходимо решать ввиду их практической значимости. Раз уж известны только экспоненциальные алгоритмы, то хотелось бы пользоваться наиболее эффективными из них. Очевидно, что алго​ритм, решающий задачу размерности п за 0(2п) шагов, предпочти​тельнее алгоритма, решающего ее за О (п2) или О (п!) шагов.
Пример. Рассмотрим ранее описанный алгоритм ETS. Сразу можно сделать вывод, что это экспоненциальный алгоритм с оценкой по крайней мере О(п!). В задаче с п городами алгоритм ETS требует от нас исчерпывающе перечислить перестановки первых п—1 положи​тельных целых чисел. Число таких перестановок (п—1)!. Даже если требуется только один шаг для каждой такой, эта часть алгоритма все же потребует О [n—1)!] шагов. Как только представлена перестановка, как в шаге 1 алгоритма ETS, можно найти соответствующий тур и его стоимость за О (n) шагов . Поэтому любая верхняя граница для общего времени работы должна быть по крайней мере O(п!).
Предположим, что у нашего коммивояжера 20 городов и что у нас есть феноменальный подалгоритм алгоритма ETS для шага 1, кото​рый генерирует новую перестановку только за один шаг. Предполо​жим также, что мы имеем быстродействующую машину, которая вы​полняет каждый элементарный шаг (например, сравнение, сложение, поиск элемента матрицы) за 10-7 с. Тогда, так как [image: image27.png]200 2. 1048,



реше-
ние нашей задачи с использованием алгоритма ETS займет немногим меньше 70 веков.
Конечно, это довольно сильно подрывает наше доверие к алго​ритму ETS. Далее мы увидим, как можно получить перечисляющие алгоритмы для отыскания сносных, но не обязательно оптимальных решений для больших задач за приемлемое время.
Теперь уместно подчеркнуть, что к этапам, перечислен​ным ранее, не нужно относиться как к чему-то незыбле​мому. Скорее они представляют собой руководящие принципы. Не​которые шаги могут выполняться одновременно с другими, некото​рые могут быть даже пропущены. Если есть хорошая модель, то, вероятно, нет необходимости строить другую. Порядок шагов не стоит считать раз и навсегда заданным. Конечно, нельзя доказать правиль​ность алгоритма до того, как он разработан, но, может быть, лучше провести некоторый анализ процесса разработки алгоритма прежде, чем его реализовывать. Это тем более так, если есть повод предполо​жить, что алгоритм будет экспоненциальным (как в нашем примере). Некий анализ на стадии разработки может подсказать, как сделать алгоритм более эффективным. И наконец, этапы процесса построения могут быть с выгодой пересмотрены после того, как они уже считаются завершенными. Например, фазы анализа и проверки могут обеспечить ценную обратную связь с этапами  разработки  и реализации.
Получение для заданного алгоритма функции типа «верхняя гра​ница» в худшем случае попадает под рубрику «анализ алгоритма». Интересно также исследовать все возможные алгоритмы, решающие тот же тип задач, и определить, какой из них лучше относительно данного критерия. Такой анализ очень труден и попадает под рубрику «сложность вычислений».

Проверка программы

Программа написана, настает время эксплуатировать ее. Как мы все очень хорошо знаем, эксплуатации программы предшествует отладка. После того как исправлено множество синтаксических, ло​гических ошибок и ошибок от занесения информации, программу, наконец, можно прогнать на простом примере (таком, который может быть проверен вручную).  Что же дальше?
Процесс проверки программы должен включать в себя значительно больше, чем было указано выше. Было бы преувеличением сказать, что проверка программы в вычислительной математике аналогична экспериментированию в естественных науках, но думается, что между этими процессами есть что-то общее. Проверка программы может быть охарактеризована как экспериментальное подтверждение того факта, что программа делает именно то, что должна делать. Проверка программы является также экспериментальной попыткой установить границы   использования   алгоритма (программы).
Все мы можем сделать ошибки при доказательстве и при переводе правильного алгоритма в программу. Каждый может забыть или не учесть некоторый частный случай задачи. Недостаточно доказать правильность алгоритма. Окончательная программа должна быть тща​тельно проверена и оттестирована. Мельчайшие особенности вашей операционной системы могут вызвать для некоторых входных данных такое действие какой-то части вашего алгоритма, о котором вы не подозревали. Программа должна быть проверена для широкого спектра допустимых входных данных. Этот процесс может быть продолжи​тельным, утомительным и сложным.
Как выбрать входные данные для тестирования? На этот вопрос невозможно дать общего ответа. Для любого алгоритма ответ зависит от сложности программы, имеющегося ресурса времени, а также от персонала, занимающегося проверкой, числа вводов (т. е. вариантов входных данных), для которых можно установить правильность вы​водов, и т. д. Обычно множество всех вводов огромно, и полная про​верка практически невозможна. Мы должны выбрать множество вводов, которые проверяют каждый участок программы. Надо обяза-
тельно достаточно полно проверить случаи, которые с большой ве​роятностью встретятся в практике. Редко можно гарантировать пра​вильность программы, но мы можем и должны провести соответст​вующую проверку, чтобы быть достаточно уверенными в этом.
Дальнейшая проверка также необходима для того, чтобы устано​вить качество алгоритма. Анализ, описанный в предыдущем разделе, не всегда надежен. Сделанные в ходе анализа упрощающие допущения должны быть экспериментально проверены. Многие большие, сложные алгоритмы трудно или невозможно математически исследовать. В та​ких случаях особенно важно проверить алгоритм в действии, трудоем​кости, так как это единственная возможность оценить его качество.
Опыт показывает, что анализ среднего функционирования алго​ритма более ценен и трудоемок, чем анализ наилучшего и наихудшего случаев. Если возможен анализ худшего случая, то очень важно экспериментально установить, работает ли алгоритм значительно лучше в среднем, чем в худшем случае.
Аналитический и экспериментальный анализ дополняют друг друга. Аналитический анализ может быть неточным, если сделаны слишком сильные упрощающие допущения. В этом случае могут быть получены только грубые оценки. С другой стороны, получить доста​точное экспериментальное подтверждение для гарантий какой-либо статистической достоверности может оказаться невозможным или непрактичным. Экспериментальные результаты, особенно когда ис​пользуются случайно сгенерированные данные, могут оказаться слишком односторонними. Чтобы получить достоверные результаты, нужно там, где это возможно, провести как аналитическое, так и экс​периментальное исследование.
Программы следует тестировать также для того, чтобы определить их вычислительные ограничения. Многие программы для некоторых входных данных работают хорошо, а для других плохо. Желательно, чтобы характеристика работы алгоритма «плавно» менялась от хоро​шей к плохой при переходе от входных данных, на которых алгоритм хорошо работает, к входным данным, для которых это не так. Алго​ритм ETS хорошо работает для п≤6 и очень плохо для п≥15. К сожа​лению, в данном случае переход не плавный, и алгоритм имеет тен​денцию плохо работать в промежуточных случаях. Желательно поль​зоваться как аналитическими, так и экспериментальными методами, чтобы охарактеризовать те входные данные, которые считаются или «хорошими», или «плохими». Например, предположим, что у нас есть алгоритм, который в худшем случае имеет трудоемкость О(п!), а его средняя трудоемкость О(п3). Было бы очень удобно, если бы мы могли охарактеризовать входные данные для нашего алгоритма другим параметром α, а затем установить, какие комбинации (п, α) требуют экспоненциального времени работы, а для каких комбинаций задача может быть решена за полиномиальное время. Ясно, что если средняя характеристика — порядка О(п3), то должно быть меньше вводов, требующих экспоненциального времени. Если бы эти вводы можно 
было распознать, то их можно было бы избежать. К сожалению, дан​ная область исследований еще не достигла такого уровня, при котором мы можем выявлять такие вводы, но к этому надо стремиться.

Документация

На самом деле этап документации не является последним шагом в процессе полного построения алгоритма. Процесс документации должен переплетаться со всем процессом построения алгоритма, и особенно с этапами раз​работки и реализации.
Трудно читать чужую программу в коде. Наиболее очевидный мотив для документации — дать возможность людям понять про​граммы, которые написаны другими. Конечно, лучший способ — это составить программу настолько понятно, чтобы она сама себя пояс​няла. 
До​кументация включает в себя всю информацию и помогает объяснить, что делается в программе, т. е., в частности, блок-схемы, описания ступеней в вашем построении сверху-вниз, вспомогательные доказа​тельства правильности, результаты тестирования, детальные описания формата и требований к вводу/выводу и т. д. 
Пред​лагаем вам золотое правило: оформляйте ваши программы в таком виде, в каком вам хотелось бы видеть программы, написанные дру​гими.
Упражнение
Кодирование — декодирование (полное построение). Один элементарный шифр состоит в том, чтобы поставить буквы алфавита во взаимно-однозначное соответствие с буквами пересортированного алфавита. Например, если соответствие следующее:
Алфавит: ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ Буквы кода: MTJCZEOKLNSUXYADFBWV G  H  I  P  R  Q,
тогда слово CODE будет зашифровано как JACZ.
Постройте, реализуйте, проверьте и оформите документацией алгоритм, для ко​торого код является вводом и который кодирует и декодирует произвольные записи.
1.3. Средства записи алгоритмов

Для записи алгоритмов существует множество спо​собов, отличающихся по простоте, наглядности, ком​пактности, степени формализации, ориентации на ма​шинную реализацию н другим показателям.
В практике программирования наибольшее распро​странение получили: словесная запись алгоритмов, блок-схемы, решающие таблицы и различ​ные формальные алгоритмические языки
Словесная запись. Первоначально для записи алго​ритмов пользовались средствами обычного языка, но с тщательно отобранным набором слов и фраз, не до​пускающим повторений, синонимов, двусмысленностей, лишних слов. Кроме того, принимались определенные соглашения о форме записи, порядке выполнения дей​ствий, допускалось использование математических символов Наглядным примером подобной записи мпжет служить    запись    алгоритма    Евклида,     приведенная ранее.
Запись может быть сделана более компактно, например, как на рис. 1.2, если ввести ряд специальных соглашений.
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Рис.   1.2. Словесная запись алгоритма Евклида
Последний вариант записи, в отличие от первого, содержит указатели начала и конца, которые могут также использоваться для выделения некоторых самостоятельных частей алгоритма. Поскольку здесь (и в дальнейшем) предполагается машинная реализа​ция алгоритма, его запись дополнена указаниями о вво​де в ЭВМ начальных значений т и п и выводе полу​ченного результата в отпечатанном виде (пункты 0 и 6).
Вместо фраз типа «от х отнять у и далее считать, что эта разность является значением х» или «считать, что х равен у», используются записи «х:=х—у» и «х: =у». Это позволяет более компактно записать пункты 3, 4 и 5. В некоторых пунктах (0 и 5) отсутствуют явные указания, куда перейти после их исполнения. В этих случаях подразумевается переход к пункту с по​рядковым номером, на единицу большим, чем у испол​няемого.
Рассмотрим еще один пример алгоритма — алгоритм отыска​ния минимума  и максимума в любой конечной последоватетьности
из п вещественных случайных чисел a1 , a2 ,..., ai,....., аn. При
небольшом количестве чисел достаточно беглого взгляда, чтобы ука​зать максимум и минимум. Однако, если п велико, задача услож​няется. В этом легко убедиться, если попытаться отыскать макси​мум и минимум среди нескольких сотен многоразрядных чисел. По​этому необходимо придерживаться определенной системы. Например, взять в качестве начального значения как для максимума, так и для минимума первое число, далее последовательно перебирать чис​ла и сравнивать каждое из них с установленным к текущему мо​менту значением максимума. Если очередное число превышает ма​ксимум, считать его новым значением максимума (прежнее значение «забыть»), после чего можно переходить к новому числу. Если ана​лизируемое число не больше максимума, то сравнивать его с уста​новленным к текущему моменту значением минимума. Если число оказывается меньшим минимума, считать его новым значением ми​нимума и перейти к следующему числу; если число не меньше мииимума, просто переходить к анализу следующего числа. Перебрав таким образом все числа, получим окончательные значения макси​мума и минимума. Изложенные правым можно представить в виде записи, приведенной на рис.   1.3
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Рис.   1.3. Словесная запись алгоритма поиска максимума и миниму​ма в последовательности чисел
Блок-схема — это графическое представление алго​ритма, дополненное элементами словесной записи. При​меры блок-схем даны на рис. 1.4 и 1.5. 
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Рис.  1.4. Блок-схема алгоритма Евклида
Каждый пункт алгоритма отображается на блок-схеме некоторой гео​метрической фигурой — блоком (блочным символом), причем различным по типу выполняемых действий бло​кам соответствуют различные геометрические фигуры. Условные графические изображения, используемые в блок-схемах алгоритмов, определяются ГОСТ 19428— 74, а правила, которые необходимо соблюдать при со​ставлении схем,— ГОСТ 19427—74.
Наиболее употребительные блочные символы и не​которые используемые при составлении блок-схем вспо​могательные символы представлены в табл. 1. 2 
Таблица 1. 2
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Обычно внутри поля блочного символа пишется текст, конкре​тизирующий выполняемые действия, если же текст не умещается внутри поля, его выносят в примечания. Для удобства описания блок-схем, установления связей и со​отношений между отдельными блок-схемами или их частями все блоки помечаются либо путем указания их буквенно-цифровых координат на листе (рис. 1.4), либо с помощью сквозной нумерации (рис. 1.5).
Последовательность выполнения пунктов алгоритма, описываемого блок-схемой, устанавливается путем упо​рядоченного размещения блоков на схеме и объедине​ния их линиями, которые называются линиями потока информации. Основными направлениями для линий по​тока   информации  являются  направления   сверху   вниз и слева направо. Если направление перехода по линии от одного блока к другому совпадает с основным, то стрелки на линиях потока, как правило, не ставятся; в остальных случаях направления переходов при необ​ходимости указываются стрелками. По отношению к блоку линии потока могут быть входящими или вы​ходящими. Количество входящих линий для блока принципиально не ограничено. Выходящая линия может быть только одна. Исключение составляют логические блоки, имеющие не менее двух выходящих линий потока, каж​дая из которых соответствует одному из возможных исходов проверки логического условия. В этом случае линии потока маркируются, например, как на рис. 1.4 и 1.5. 
[image: image32.png]6000
(0;. i=1 1)

fevarms
(inen, max)




Рис. 1.5. Блок-схема    алгоритма     поиска максимума и  минимума в     последовательности чисел          
При большом количестве пересекающихся линий, большой их длине и многократных изменениях направ​ления блок-схема становится малонаглядной. В этих случаях допускается разрывать линии потока инфор​мации, размещая на обоих концах разрыва специальные символы «соединитель» (рис. 1.5). Внутри поля соеди​нителей, помечающих  разрыв  одной  и  той  же  линии, ставится одинаковая маркировка в виде отдельной бук​вы или буквенно-цифровой координаты блока, к кото​рому подходит линия потока. Если блок-схема распо​лагается на нескольких листах, переход линий потока с одного листа на другой обозначается с помощью межстраничных соедини​телей.
При этом на листе с блоком-источником со​единитель содержит но​мер листа и координаты блока-приемника, а на листе с блоком-приемни​ком — номер листа и ко​ординаты блока-источни​ка.
Блок-схема    является исключительно      нагляд​ным и простым способом представления     алгорит​ма.  При  этом  не  накла​дывается   никаких   огра​ничений на степень дета​лизации    в   изображении алгоритма.  Выбор ее це​ликом    зависит    от   про​граммиста. Однако необ​ходимо иметь в виду, что излишне общий характер блок-схемы   нежелателен из-за малой информатив​ности, а очень детальная блок-схема    проигрывает в   наглядности.   Поэтому, особенно для сложных   и больших  алгоритмов,  ценесообразно      составлять несколько блок-схем различных   уровней   детали​зации.     Блок-схема    1-го
уровня отображает весь алгоритм целиком. Блок-схемы 2-го уровня раскрывают логику отдельных блоков схе​мы 1-го уровня. При необходимости могут быть составлены схемы последующих уровней с еще большей сте​пенью детализации.
Решающие таблицы являются еще одним весьма удобным способом записи алгоритмов. Существуют несколько типов таблиц. В простейшем случае таблица состоит из четырех частей (перечня условий, указателя условий, перечня действий и указателя действий) и имеет  форму,   представленную  на   рис.   1.6.     
[image: image33.png]Npadurd

Hrd ARV
Yenobue 1 r LEARE N e
Yenobue 2 —Irfrir] -
y/’c’%ﬁ:}b Yeaghue 3 yl=triwl] v 1=
{~ masamens
Yenotue =R vV yenobud
Aeiembue | x x .
dsiembue 2 x e x
Aedcmifue § x[x{ x| -
feiemBue m x x / I x

Hapecens delembui rasamens dedombad




Рис. 1.6. Структура решающей таблицы
Перечень условий содержит все условия, а перечень действий —все действия, проверка и выполнение которых могут потребоваться в процессе решения задачи. Каждое условие или действие записывается в одной строке. Оба перечня располагаются один под другим и состав​ляют левую половину таблицы. Правая половина, со​ответствующая указателям условий и действий, делится на несколько столбцов. Содержимое каждого столбца составляет одно правило, определяющее, какие условия следует  проверить,  какими должны  быть    результаты проверки и какие действия в случае получения этих результатов нужно выполнить. Правила должны учитывать все возможные случая и быть непротиворечивыми. Любое правило записывается с помощью специальных символов, размещаемых в тех строчках столбца, которые соответствуют условиям и действиям, составляющим данное правило. Если условие входит как элемент в некоторое правило, то на пересечении строки и столбца ставится либо Y (YES), либо N (NО). Первый сим вол означает, что условие должно быть выполнено, вто​рой означает, что условие не должно выполняться. Если же условие не учитывается правилом, то в соответству​ющей позиции ставится прочерк (—). В том случае, когда правило требует выполнения некоторого дейст​вия, на пересечении строки и столбца ставится сим​вол ×. Если действие выполнять не следует, позиция остается незаполненной. Правила интерпретируются при просмотре столбца сверху вниз. Например, прави​ло 1 в таблице на рис. 1.7 формулируется следующим образом:  «Если выполнены условия і≤100 и аі<тіп,
  то следует  произвести  действия  min:=aі,h   i: = i+1,   и действие  «перейти  к таблице 001».  
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Рис.   1.7.   Решающая   таблица, описывающая   алгоритм   поиска максимума и минимума в после​довательности чисел
Правило  3  из  той же таблицы можно записать так: «Если выполнено усовие і≤100 и  не выполнены условия аі<тіп и аі > max, то следует произвести действия i:=i+1  и действие «перейти к таблице 001».
Правила перебираются последовательно, начиная с первого, до тех шор, пока не будет найдено такое, казатели условий которого соответствуют результатам проверок условий, учитываемых этим правилом. Действия, относящиеся к найденному правилу, выполняются в порядке их следования в таблице (сверху вниз). При необходимости обеспечить любой другой порядок вы​полнения действий соответствующие клетки таблицы должны содержать специальные указания (например, к виде порядковых номеров действий). Если среди дей​ствий, предусмотренных пополняемым правилом, отсут​ствуют действия типа «перейти к таблице...», исполне​ние алгоритма завершается. В противном случае начи​нается просмотр правил указанной таблицы, начиная с первого.
Одной из особенностей таблиц описанного типа яв​ляется такая формулировка условий, при которой воз​можны лишь два ответа «Да» и «Нет», что и отмеча​ется символами Y или N в указателе условий. Такие таблицы называются таблицами с ограниченными вхо​дами.
Проверяемые условия могут формулироваться в ви​де вопросов, предполагающих несколько возможных ответов. Чтобы использовать таблицу с ограниченными входами, приходится расчленять сложное условие на ряд простых, допускающих только ответы «Да» и «Нет», что приводит к громоздкой и менее наглядной записи. В этих случаях более удобными оказываются таблицы с расширенными входами. В перечне условий таких таблиц записывается лишь начало сложного условия, а его продолжение распределяется между столбцами указателя условий. Простые условия записываются так же, как в таблицах с ограниченными входами, поэтому перечень условий таблицы с расширенными входами может содержать как целые выражения, соответствую​щие частям сложного условия, так и символы Y , N, —. 
Пример решающей таблицы с расширенными вхо​дами,  описывающей   алгоритм   Евклида,    приведен   на рис. 1.8. 
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Рис.  1.8   Решающая таблица с расширенными   входами, описывающая алгоритм Евклида
Сложное условие, которое здесь проверяется, имеет целью установить отношение значений т и п. Возможными являются ответы: т>п, т<п, т=п, ко​торые и зафиксированы в столбцах правой части таб​лицы. Поэтому, например, второе правило формулиру​ется так: «Если т<п, то выполнить действие п:=п—т и действие «перейти к таблице 002». В остальном пра​вила построения и использования таблиц с расширен​ными входами аналогичны правилам для таблиц с огра​ниченными входами.
1.4. Примеры простых алгоритмов

Ранее было ясно показано, почему алгоритм (программа) должен состоять из инструкций, записанных таким образом, чтобы они были «понят​ны» вычислительной машине. Хотя мы не знаем, какого рода ин​струкции и формулы используются в языке программирования, но нам известно, что эти инструкции будут точно специфицировать же​лаемые действия. Это беспрекословное требование точности состав​ляет,  по-видимому,  главное отличие общения между людьми от  коммуникации между человеком и машиной. Работа с вычислитель-  ными машинами требует как точности, так и абсолютной ясности.  Неопределенность   и   неоднозначность   совершенно   недопустимы. 
Для изображения  алгоритма, как мы знаем, используется блок-схема. Ниже приводится программа (1.3) в виде блок-схемы.
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 (4.1)
Это схематичное изображение явно показывает возможные последо​вательности шагов, наглядно иллюстрируя два вида инструкций:
(a)  присваивания,   обозначаемые   прямоугольниками,   и
(b)  проверки   условия,   обозначаемые   ромбами.
Шаг проверки условия имеет несколько возможных преемников. Если указанное отношение или условие выполняется, то реализуется путь, помеченный знаком +, в противном случае реализуется путь, помеченный знаком —. Повторяемая часть образует цикл, т. е. замкнутую последовательность инструкций, причем по крайней мере одна из них является проверкой условия, определяющего окон​чание цикла. Программу (1.7) можно также изобразить в виде блок-схемы:
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Программа задает характер поведения для неопределенного (часто даже бесконечного) числа возможных процессов. Один от другого процессы отличаются значениями переменных в соответ​ствующих интервалах времени, и в частности начальными значениями или аргументами. Однако возникает вопрос: каким образом можно убедиться, что в любом из процессов, которые можно выполнить в соответствии с данной программой, получатся правильные резуль​таты? Этот вопрос правильности программ является одним из са​мых основных, решающих и неизбежных вопросов программирова​ния.
Правильность программ (1.3) и (1.7) демонстрировалась табли​цами (1.4) и (1.8) для нескольких фиксированных пар значений х и у. Такой метод проверки правильности называется тестированием программы. Он заключается в том, что выбираются аргументы (х и у), процесс выполняется с этими выбранными аргументами и полу​ченные результаты сравниваются с заранее известными правильны​ми результатами. Такое экспериментальное тестирование повторя​ется для нескольких аргументов с помощью вычислительной машины, которая является идеальным для этого инструментом. Тем не менее этот традиционный способ дорог, обременителен и связан с боль​шими затратами времени. Но, кроме того, он неудовлетворителен еще и потому, что рассеять все сомнения относительно правильности программы можно лишь тогда, когда будут выполнены все возмож​ные вычисления, а не некоторые отобранные варианты. Если же ре-
 зультаты всех процессов известны заранее, то едва ли есть смысл писать программу для вычислительной машины. Стоит ли говорить, что такое исчерпывающее тестирование программы просто невозмож​но. Предположим, например, что некоторая вычислительная машина выполняет сложение двух чисел за 1 мксек, и допустим также, что максимальное значение абсолютных величин, представимых в этой машине, равно 260. Тогда на[image: image38.png]


 различных сложений нужно было
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Поскольку такого рода исчерпывающее экспериментальное тестирование и бессмысленно, и невозможно, мы можем сформу​лировать следующее важное, основное правило: Экспериментальное тестирование программ может служить для доказательства наличия ошибок, но никогда не докажет их отсутст​вия.
Следовательно,  необходимо абстрагироваться от индивидуальных процессов   и   постулировать   некоторые   общезначимые   условия, которые можно вывести из характера поведения  Этот аналитичес​кий метод проверки называется верификацией программ.  В отличие от тестирования программ, где исследуются свойства индивидуальных процессов, верификация имеет дело со свойствами программы.  Верификация программ использует те же   принципы,     что  и  эмпирическое тестирование,  и могла бы, следовательно,  рассмат​риваться по аналогии с верификацией процесса. Но вместо записи индивидуальных значений переменных в трассировочной таблице мы  после  каждой инструкции   задаем   общезначимые диапазоны значений  и  отношения   между   переменными.   Слово  «общезначи​мые» следует понимать в смысле «допустимые для каждого процес​са, соответствующего данной программе, и допустимые в той точке, где они встречаются, независимо от ранее выполненных инструк​ций». Сформулируем теперь четыре основных правила аналитичес​кой верификации программ.
1. Перед и после каждой инструкции задаются одно или несколь​ко условий, которые должны удовлетворяться соответственно до и после выполнения этой инструкции. Эти условия назы​ваются утверждениями. Утверждения, которые предшест​вуют инструкции S, мы назовем антецедентами Р, следую​щие за  S  — сукцедентами  или  консеквентами  Q.
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 (4.3)
2. Если несколько путей на блок-схеме объединяются в один перед инструкцией Т, то антецедент Р инструкции Т должен логически вытекать из консеквентов Qt всех предшествующих инструкций Sі.    Таким образом,
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 (4.4.1)
Пример:
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 (4.4.2)
3. Если утверждение Р справедливо перед проверкой условия
В,  то двумя консеквентами будут
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 (4.5.1)
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Пример:
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 (4.5.2)
4. Если утверждение Р справедливо после присваивания зна​чения w переменной v, то антецедент присваивания получа​ется подстановкой w вместо всех свободных вхождений v консеквента   Р.
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 (4.6.1)
Это правило можно также рассматривать как определение эффекта присваивания.)
Примеры:
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(4.6.2)
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(4.7)
Теперь применим эти основные правила для проверки правильности программ (4.1) и (4.2), которые соответственно вычисляют произве​дение и частное двух натуральных чисел. Прежде всего мы получим следующие промежуточные формулы, применяя правила вывода для инструкции присваивания:
[image: image49.png]{z+u*y=z+.v+(u-l)'.v=X*Y



 (4.8)
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 (4.9)
Две полные программы с соответствующими утверждениями показа-ны в блок-схемах (4.10) и (4.11)
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 (4.10) 
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 (4.11)
Вообще говоря, основываясь на правилах (4.3) — (4.7), очень просто определить утверждения в последовательности инструкций, если задан антецедент первой или консеквент последней инструк​ции. Однако возникают определенные трудности, если блок-схема содержит замкнутые циклические пути, т. е. если в программе име​ются циклы. В этом случае лучше всего рассечь цикл в некотором месте и в точке разреза постулировать некоторую гипотезу Н. При​няв эту гипотезу за исходную, можно построить вывод утвержде​ний, двигаясь теперь уже по линеаризованной последовательности либо в прямом, либо в обратном направлении. Результирующее утверждение Рп в конце (т. е. в месте разреза) должно логически следовать из Н (или быть следствием Н) с тем, чтобы можно было склеить разрез. Если последнее условие не удовлетворяется, то следует принять другую гипотезу и всю процедуру повторить заново, как показано  на схемах  (4.12).
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 (4.12)
Разумно сделать разрез перед условием В, при выполнении которо​го заканчиваются повторения цикла. Тогда логическая комбинация условий Н и В будет представлять собой консеквент всей группы повторяемых инструкций.
Такое утверждение, истинное независимо от числа ранее выпол​ненных повторений, называется инвариантом цикла или просто инвариантом, так как оно представляет условие, которое не изме​няется в ходе выполнения процесса. В программах (4.10) и (4,11) инвариантами соответственно будут
[image: image54.png](zFusy=x =y} A (w0}




и
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Поскольку повторения или циклы являются фундаментальными частями процессов и программ, рассмотренный выше прием мы можем сформулировать в виде правил вывода. Эти правила позво​ляют определить консеквент циклической инструкции, если задан ее антецедент и утверждения для повторяемой инструкции.
1. Если задано утверждение Р, являющееся инвариантом ин​струкции S  (т. е. задан как ее антецедент, так и ее консеквент), и, кроме того, известно, что
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 (4.13.1)
то можно построить следующее утверждение относительно повторяемой   инструкции  S':
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 (4.13.2)
2. Если заданы две посылки для инструкции S
[image: image58.png]


 (4.14.1)
то справедливо следующее утверждение относительно повто​ряемой   инструкции   S":
[image: image59.png]


 (4.14.2)
Заметим, что для циклов данного вида правило вывода можно применить лишь тогда, когда удовлетворяются оба условия.
Такой цикл не без основания можно назвать более «опасным», так как часто ошибки  программирования возникают из-за того,  что   программисты  упускают  из  вида   одну  из  этих посылок   (обычно   (а)). В сомнительных   случаях   рекомен​дуется   использовать   первый    вид  цикла,   когда   условие конца  цикла  В  предшествует  инструкции  S. 
По существу, эти указания следует рассматривать как нефор​мальный подход к проблеме аналитической верификации свойств программ. Особенно важно понять трудности, касающиеся пробле​мы нахождения инвариантов. Следует усвоить всем программистам, что явное указание инварианта для каждого цикла представляет наибольшую ценность в любой программной документации. И даже в том случае, когда программой не пользуется никто другой, кроме ее автора, явное определение инвариантов помогает избежать мно​гих ошибок, которые в противном случае либо удастся выявить тща​тельным тестированием, либо они навсегда останутся в программе. Столь же важно явно указывать диапазоны значений переменных, особенно диапазоны начальных значений, для которых сохраняются заданные свойства программы.
В заключение блок-схемы (4.15) и (4.16) показывают, из чего должна состоять необходимая и достаточная документация про​граммы. Важно помнить, что программа может быть излишне до​кументирована. Если в программе так много комментариев, что среди них трудно видеть сами инструкции, то такая программа бесполез​на!
Умножение натуральных чисел
Аргументы: х, у
Результат:   z
Вспомогательная переменная:  и
[image: image60.png]-~z +u*y = XY A>0)

zi=z4y
uismy -1




 (4.15)
Деление натуральных чисел
Аргументы: х, у
Результаты: q (целое частное), r (остаток)
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 (4.16)
Отметим, что цикл является типичной структурой в программах для вычислительных машин, поскольку он незаменим при повторении некоторого действия, что особенно хорошо согласуется со свойст​вами вычислительной машины как автомата. Способность вычисли​тельной машины точно и с высокой надежностью выполнять тысячи повторяющихся операций имеет особую ценность. Но с другой стороны, именно эта неутомимость и слепое подчинение программе требуют от программиста повышенной осторожности. Одно из важ​ных требований состоит в том, что каждая программа должна за​вершиться за конечное число повторений. К сожалению, случаи, когда процессы не заканчиваются, довольно обычны и приводят к существенным потерям на всех вычислительных установках. Этого можно избежать при тщательном проектировании и верификации программы. Чтобы объяснить необходимость защитных мер, обеспе​чивающих завершение программы, рассмотрим типичную структуру цикла:
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 (4.17)
Для окончания цикла требуется как минимум, чтобы S  изменяла значения одной или нескольких переменных так, чтобы после ко​нечного числа проходов условие В могло стать ложным. Вообще говоря, конечность повторений можно вывести формально, если выбрать целочисленную функцию N, зависящую от некоторых пе​ременных программы, и показать, что (а) если В истинно, то N>0, и
 (b) каждое выполнение S  уменьшает значение N. При​менение этого правила тривиально в случае программы (4.2). Инструкция S  есть
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a условие В есть   r≥у,   где r,   q и у—натуральные числа.   Мы
убираем N=r — у так, как 
(а) если   r≥у , то N≥0,   и 
(b) выполнение S уменьшает значение r, а следовательно, и N, т. е. конечность гарантируется. Заметим, в частности, необ​ходимость начального условия  y>0.
2. Некоторые  процедуры и алгоритмы

Есть несколько основных процедур, которыми должен уметь поль​зоваться каждый, кто разрабатывает и анализирует алгоритмы. В этом разделе мы представим некоторые фундаментальные теоретиче​ские положения и алгоритмы из четырех различных областей: струк​турное программирование сверху-вниз, сети, структуры данных и вероятность и статистика. 
2.1. Структурное программирование сверху-вниз и правильность программ

Математическая функция [image: image64.png]


может быть определена как пра-
вило, которое каждому элементу х из некоторого множества X, назы​ваемого областью определения, ставит в соответствие (единственное) значение у из некоторого множества Y, называемого областью значе​ний. Конкретную функцию f из данного множества X в данную об​ласть Y можно полностью описать одним из двух способов: либо при​ведя таблицу упорядоченных пар [х, f(x)], указывающих для каждого аргумента [image: image65.png]XeX



значение функции f(x); либо указав правило вычис-
ления или набор правил (т. е. алгоритм), который позволяет для зна​чения х вычислять значение f(x). Второй способ необходим тогда, когда область определения функции X является либо бесконечным, либо очень большим конечным множеством.
Первое, что требуется от алгоритма, это правильно реализовывать данную функцию [image: image66.png]


 Другими словами, каждый алгоритм слу-
жит для определения функции [image: image67.png]


из множества X' допустимых
исходных данных в область Y′ возможных результатов. Алгоритм является правильной реализацией функции f, если [image: image68.png]


 и если[image: image69.png]f{x}=a(x} ans raxnoro x € X.



 
Второе это то, что от алгоритма требуется такая реализация функ​ции, чтобы время и требуемые усилия для вычисления произвольного значения f(x)=a(x) были по возможности наименьшими.
Далее от алгоритма требуется (и это требование становится все более весомым) такая реализация, чтобы она была легка для понима​ния, проста для доказательства правильности и удобна для модифи​каций в случае изменения спецификаций функции.
Последнее требование важно главным образом потому, что по мере того, как алгоритмы становятся все более и более сложными, соот-
ветственно растет трудность понимания, как они работают, исправ​ления обнаруженных в них ошибок, доказательства их правильности и при необходимости правильного внесения в них изменений. Пытаясь помочь программистам, индустрия программного обеспечения предлагает более систематичные подходы к программированию, т. е. предлагает методики, использование которых уменьшает вероятность ошибок в программах, упрощает их понимание и облегчает модификацию.
Популярной методикой является структурное программирование сверху-вниз. В данном разделе мы введем основные идеи этой методики и проиллюстрируем ее на примере.

Структурное программирование

Наше объяснение структурного программирования мы начнем с определения блок-схемы. Блок-схема — это ориентированная сеть, вершины которой могут быть одного из трех типов, представленных на рис. 2.1.1.
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Pиc. 2.1.1. Типы вершин на блок-схеме- (а) функциональная вершина, (б) предикатная   вершина,   (в)   объединяющая   вершина.
Функциональная вершина используется для представления функции [image: image71.png]i A=Y,



 Предикатная вершина используется для представления функ​ции (или предиката)[image: image72.png]P X—{T, F},



т. е. логического выражения, пере​дающего управление по одной из двух возможных ветвей. Объединяю​щая вершина представляет передачу управления от одной из двух входящих ветвей к одной выходящей ветви.
Структурная блок-схема — это блок-схема, которая может быть выражена как композиция из четырех элементарных блок-схем, изображенных на рис. 2.1.2. 
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Pис. 2.1.2. Четыре элемента структурной блок-схвмы.
Сравнительно просто доказать, что любая программа для вычислительной машины может быть «представлена» блок-схемой. Как было показано Бомом и Якопини, верно (хотя да​леко не очевидно) и то, что любая блок-схема может в свою очередь быть представлена структурной блок-схемой. Из этого результата немедленно следует, что для разработки любого алгоритма достаточно четырех элементарных блок-схем, приведенных на рис. 2.1.2.
Когда структурная блок-схема служит как представление про​граммы, В интерпретируется как булевское выражение, а S1 и S2 интерпретируются как программные операторы  (или процедуры).
Блок-схемы на рис. 2.1.2, а, б, в и г называют структурами уп​равления программы. Схема на рис. 2.1.2, а называется композицией и записывается в виде do S1; S2 od (или просто S1; S2). Схема на рис. 2.1.2, б называется выбором (или альтернативой) и записывается в виде if В then S1 else S2 fi (символ fi можно опускать при записи этой конструкции; он является признаком окончания конструкции if). Блок-схемы на рис. 2.1.2, в и г называются итерацией (или по​вторением) и записываются соответственно как while В do S1 od и do S1  while B od (употребление символа od  также необязательно).
Следует отметить, что часто употребляемый упрощенный оператор if  В then S1, блок-схема которого приведена на рис. 2.1.3, представ​ляет -собой частный случай оператора if - then-else.
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Рис. 2.1.3. Блок-схема для оператора  if В   then S1.
Важная особенность заключается в том, что каждая из этих четы​рех программных структур управления имеет один вход и один вы​ход. Отсюда следует, что у любой блок-схемы, составленной из этих элементов, также будет один вход и один выход. На рис. 2.1.4 в ка​честве иллюстраций приводится несколько примеров структурных блок-схем, построенных из данных элементов; лингвистически эти блок-схемы могут быть описаны следующим образом:
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Обратите внимание на то, что в предыдущих блок-схемах совершенно отсутствует оператор goto
Строго говоря, под структурным программированием понимается процесс разработки алгоритмов с помощью структурных блок-схем.
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Рис. 2.1.4. Две структурных блок-схемы.
Одипко в более широком плане структурное программирование допускает большее разнообразие элементарных структур управления, чем те, которые были предложены Бомом и Якопини (т. е. те, которые изображены на рис. 2.1.2). Дело в том, что, хотя эта совокупность структур управления достаточна для построения любой программы для вычислительной машины, само построение не обязательно ока​жется простейшим или наиболее естественным. Проиллюстрируем это на некоторых примерах.
Первый пример (рис. 2.1.5) соответствует ситуации, обрабатывае​мой на Фортране оператором COMPUTED GO TO.   
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Рис. 2.1.5. Блок-схема для оператора case,   
Лингвистически эту блок-схему можно выразить в виде
[image: image78.png]case i of S1; S2;





что эквивалентно
[image: image79.png]if ¢ then SI else
it i=2 then S2 else

if i=m then Sm fi ... fi fi




(Строго говоря, если i не равно ни одному значению 1, 2, . , . , т, то данный оператор пропускается. Это не отражено на рис. 2.1.5.)

Вторая запись по сравнению с первой выглядит менее естественно. Второй пример (рис. 2.1.6) соответствует ситуации, когда необ​ходимо преждевременно завершить выполнение итераций, или цикла DO, вводя дополнительный выход. Один из возможных лингвистиче​ских операторов для блок-схемы на рис. 2.1.6 имеет вид
[image: image80.png]while B do SI; if C then S2
else goto OUT i od
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Рис. 2.1.6.   Блок-схема   для преждевременного окончания                                                                  цикла.
Хотя более строгие формы структурного программирования исклю​чают применение оператора goto, блок-схемы, в которых оператор
goto используется достаточно аккуратно, могут сохранить свойство структурных блок-схем: один вход и один выход.
Еще один пример простой неструктурированной блок-схемы, часто встречающийся в программировании, при​веден на рис. 2.1.7, а.
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Рис. 2. 1.7. (а) Неструктурированная блок-схема;  (б) эквивалентная  структуриро​ванная   блок-схема.
 На рис. 2.1.7, б ука​зан один из способов структурирования этой блок-схемы, хотя получаемый резуль​тат и нельая считать вполне естественным. Заметим, что лингвистический оператор для неструктурированной блок-схемы на рис. 2.1.7, а требует применения оператора goto. Например, [image: image83.png]k: S1; if B then S2; goto % fi




тогда как лингвистический оператор  для структурированной блок-схемы на рис. 2.1.7, б его не содержит.  Например,
[image: image84.png]do S1; while B do S2; Si od od




Вообще говоря, структурное програм​мирование определяет процесс разработки алгоритмов в терминах «квазиструктури​рованных» блок-схем, в которых элемен​тарные структуры управления являются, как правило, структурами Бома и Якопини. Впрочем, допускаются и другие структуры «простого типа» при условии, что они обладают свойством «один вход и один выход».

Программирование сверху-вниз и правильность программ  
Как отмечалось ранее, программирование сверху-вниз — это процесс пошагового разбиения алгоритма на всё более мелкие части с целью получить такие элементы, для которых можно легко написать конкретные команды. На рис. 2.1.8 этот процесс иллюстрируется для случая блок-схемы на рис. 2.1.4, б.
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Рис. 2.1.8. Процесс  разработки   по  методу  «сверху-вниз» для  блок-схемы  на рис.  2.1.4, б
Структурное программирование сверху-вниз — это процесс про​граммирования сверху вниз, ограниченный использованием струк​турных блок-схем. Идея весьма проста. Предположим, что требуется разработать алгоритм для некоторой конкретной функции f. Пусть далее можно доказать, что f  есть композиция двух других (надо пола​гать, более простых) функций g и h, т. е.[image: image86.png]


 как показано на рис. 2.1.9. Тогда проблема разработки алгоритма для f  сводится к проблемам разработки алгоритмов для g и h.
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Рис. 2.1.9. Выражение функции f как композиции функций g и h,
Пусть далее можно доказать, что функция g равна некоторой функции i, когда заданный параметр х неотрицателен, или равна некоторой другой функции j, когда х отрицателен. Тогда алгоритм для вычисле​ния g можно выразить в форме конструкции if-then-else (рис. 2.1.10).
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Рис. 2.1.10. Выражение функции g с использованием конструкции 
if-then-else.
Поэтому, если алгоритмы для функций i и j построены, то правильный алгоритм для функции g строится автоматически.
Разработанные таким методом «сверху-вниз» алгоритмы обладают в некотором смысле свойством правильности, встроенной в них шаг за шагом. В связи с этим в них, как правило, меньше ошибок, и их правильность доказывается легче.
В структурном программировании сверху-вниз на каждом шаге процесса разработки спрашивается, нельзя ли текущую функцию (подфункцию) выразить как композицию двух (или более) других функций, т. е. функций типа[image: image89.png]do S1; 82 od, ii-then-eise, do-while



или
[image: image90.png]


 Конкретный пример поможет нам выразить эти идеи яснее.
Тур коня
В шахматах конь может пойти из заданного поля (положения) на одно из самое большее восьми других полей, как показано на рис. 2.1.11. Так как конь не может сойти с доски, то из произвольного поля он не всегда может пойти на все восемь полей. Например, из поля
X=(1, 2) он за один ход может перейти на поля X1, Х2, Х3, которые показаны  на   рис.   2.1.11, а, 
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Рис. 2.1.11. Возможные ходы коня.
Рассмотрим следующий вопрос: может ли конь, начав с некоторого поля шахматной доски, сделать последовательно 63 хода таким об​разом, чтобы побывать на каждом поле ровно один раз? Такой маршрут называется туром коня.
Не имея никакой математической теории,  которая помогла бы
нам быстро ответить на этот вопрос, единственное, что мы можем сделать, это, по-видимому, обратиться к перебору всех возможных маршрутов коня на шахматной доске. Но число маршрутов, как сви​детельствует комбинаторика, практически неисчерпаемо.
Можно попытаться воспользоваться вычислительной машиной и с ее помощью справиться с комбинаторным взрывом при поиске тура коня. Поэтому сделаем попытку построить алгоритм на основе какой-нибудь интуитивной процедуры, генерирующей последовательность маршрутов коня на шахматной доске, в надежде, что среди них ока​жется и нужный нам маршрут.
Рассмотрим произвольный маршрут из произвольного поля, на​пример (5, 6) (рис. 2.1.12); целое N указывает на N-е поле, входящее в пройденный путь. 
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Рис. 2.1.12. Произвольный путь коня из поля (5, 6).
Очевидно, что в этом примере после сорок пятого хода на поле (8, 2) конь может пойти только на поле, на котором он уже был, либо сойти с доски. Возможно, более методичный подход позволит получить более длинный маршрут.
Рассмотрим следующую простую стратегию. Начать с произволь​ного поля. Из заданного поля попытаться пойти сначала на поле 1, как указано на рис. 2.1.11, б (т. е. на два поля вверх и на одно вправо). Если это сделать нельзя, попытаться пойти на поле 2; при неудаче — на поле 3 и т. д. по часовой стрелке. При достижении положения, из которого невозможно пойти ни на одно из перечисленных восьми по​лей, не сходя с доски или не посещая какое-то поле второй раз, пре​рвать маршрут и зафиксировать (или распечатать) результаты.
Ориентируясь на эту схему, начнем разработку такого алгоритма методом   сверху-вниз.   Начнем   с   одного-единственного   оператора:
создать возможный тур коня (рис. 2.1.13, а).
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Рис. 2.1.13. Разработка алгорит​ма возможного тура  коня методом  сверху-вниз.
 Это должно включать построение пути и затем распечатку результата (рис. 2.1.13, б). Пост​роение пути сводится к выбору начальной позиции (рис. 2.1 13, в) и затем построению маршрута  из этой позиции.
Здесь у нас есть достаточно хороший способ выбора начальной позиции, например считывая два целых числа (І, J), принимающих значения от 1 до 8. Мы также видим, что распечатка результатов пред​полагает распечатку целых значений, которые хранятся в соответст​вующем шахматной доске массиве (BOARD ( І, J )). Поэтому теперь нам нужно сосредоточиться на том, как построить путь, начинаю​щийся в поле (І ,  J).
Из того факта, что целые числа хранятся в массиве BOARD (І , J), следует необходимость присвоить всем элементам массива начальные значения, равные 0 (рис. 2.1.13, г). Таким образом, ход на поле (І , J) возможен при BOARD (І , J )=0. Далее, выход за пределы доски можно обнаружить, проверив принадлежность значений І  и J отрезку зна​чений  целых чисел  [1,  8]
Выход за пределы доски можно обнаружить также и по другой схеме (рис. 2.1.14). 
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Рис. 2.1.14. Первоначачьная конфигурация на доске.

Добавим по два дополнительных ряда полей к каж​дому краю массива BOARD и занесем в каждое новое поле некоторое начальное значение, например 99. Тогда попытка выйти за пределы доски обнаруживается по ненулевому значению рассматриваемого поля.
Закончив с присваиванием начальных значений массиву BOARD, вернемся опять к задаче построения тура из произвольного поля (І , J). Мы должны попытаться разбить этот этап на последовательность меньших этапов, сводящихся к операторам if-then-etse, do-while или while-do.
Здесь нам не обойтись без основного цикла, в котором некоторый индекс, якажем К, пробегает множество всех возможных полей, на которые можно пойти с поля (І , J ). Движе​ние коня приостанавливается, когда К>8. Из этого следует разбие​ние обсуждаемого этапа, представленное на рис. 2.1.15, а.
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Рис. 2.1.15. Продолжение разработки алгоритма «тур коня» методом сверху-вниз.
При попытке пойти на новое поле из поля (І , J ) может произойти одно из двух: либо ход возможен, и тогда мы заменяем значение (І , J ) на новое, присваивая К значение 1, либо ход невозможен, и тогда значение К увеличивается на 1 (рис. 2.1.15, б).
Остается еще определить значение К для поля (І , J ). Для этой цели создается специальная таблица (рис. 2.1.16), в которой указы​ваются модификации значений І  и J для определения поля К.
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Рис. 2.1.16. Таблица модификации значений І  и  J  для хода на новое поле К.
 Теперь мы можем завершить построение нашей окончательной структуриро​ванной блок-схемы, которая приведена на рис. 2.1.17.
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Рис. 2.1.17. Окончательная блок-схема алгоритма «тур коня»,
Реализация этого алгоритма на Фортране приведена на следующем рисунке (рис. 2.1.18).
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Рис. 2.1.18. Реализация алгоритма «тур  коня» на Фортране.  (Текст в операторе 2000:   «Доска:   ...было   ...ходов».)
 В качестве упражнения напишите и пропустите на машине программу для этого алгоритма и проверьте, можно ли с его помощью фактически найти тур коня. Или модифицируйте ал​горитм и найдите тур коня с помощью какой-либо другой стратегии. Это сделать можно!

Структурное программирование сверху-вниз: дополнительные соображения

Структурное программирование сверху-вниз исчерпывается тем, что было сказано в предыдущем раз​деле. Оно включает достаточно много других аспектов, один из кото​рых можно  выразить лозунгом «Упрощай структуры управления».
Другие аспекты — это требование соответствующей документации, наглядной записи программных операторов с использованием отсту​пов в начале строк, разбиения программы на обозримые части.
Рекомендуется, например, составлять программные модули так, чтобы их распечатка не превышала одной-двух страниц. Страница — это смысловая единица, которую можно представить себе в любой момент как единое целое и которая сводит к минимуму необходимость переворачивать страницы при прослеживании передач управления в программе.
Конечно, для разработки структурированной сверху-вниз программы потребуется затратить больше усилий, чем для получения неструктурированной программы. Однако, опыт показывает, что дополнительные затраты с лихвой вознаграждаются. Структуриро​ванные программы, как правило, легче читать, и в них легче разби​раться, так как их можно читать сверху-вниз, не прыгая по тексту из конца в начало. Главным образом это достигается благодаря тому, что общая структура управления в структурированной программе является деревом., а не сетью со многими циклами. (На рис. 2.1.19, например, мы приводим деревья, описывающие структуры управления  блок-схем с рис. 2.1.4, а и б).
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Рис. 2.1.19. Структуры управления для блок-схем с рис. 2.1.4, а и б.
По этой причине такие программы иногда называют программами со структурой дерева.
Прежде чем окончить наше обсуждение структурного программи​рования сверху-вниз, сделаем несколько предостереже​ний. Во-первых, этот метод разработки алгоритмов не гарантирует отсутствие ошибок в программе. Опыт показывает, например, что, когда глубина вложения структур управления равна трем или более трех, веро​ятность совершения ошиб​ки возрастает очень силь​но. На рис. 2.1.20 приве​ден пример структуриро​ванной блок-схемы с глу​биной вложения три. 
[image: image100.png]



Рис. 2.1.20.   Структурированная   блок-схема  глубины вложения   три

Второе    предостережение   связано    с   термином
«программирование        без goto», которое иногда используется как характеристика структур​ного программирования. Чем бы ни было структурное программиро​вание, это ни метод программирования, запрещающий использование операторов goto, ни процесс преобразования неструктурированной программы в программу без операторов goto. Помимо того что само по себе это не приводит к структурированной программе, текст про​граммы становится менее понятным.
2.2. Сети
Тот факт, что сети — это одно из самых полезных математических средств, подтверждается тем, что они применяются во многих облас​тях самого различного направления; сюда входят химия, физика, строительство и электротехника, исследование операций, психология,
социология, лингвистика и много разделов математики (включая чис​ленный анализ, теорию матриц, теорию групп, топологию, дискретные вероятностные процессы, теорию игр и комбинаторику). Более того, сети, и в частности деревья, являются, по-видимому, наиболее часто используемыми математическими структурами в вычислительной ма​тематике. Сети и деревья используются при изучении структур дан​ных, в компиляции, языках программирования, операционных систе​мах, теории вычислений, сортировке, теории поиска и искусственном интеллекте. На рис. 2.2.1 и 2.2.2 приведены некоторые примеры ис​пользования сетей в качестве моделей.
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Рис. 2.2.1. (а) Остовные деревья и электрические сети; (б) представление органиче​ских соединений: метионин (без атомов Н).
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Рис. 2.2.2. Некоторые привденекця деревьев в вычислительной математике: (а) таб​лицы символов; (б) арифметические выражения; (в) подмножества множеств и вложен​ные структуры; (г) деревья сортировки (здесь представлено английское предложение The words іn  this sentence have bееn alphabetically sorted as a rooted binary tree — слова в этом предложении были отсортированы по алфавиту как двоичное корневое дерево); (д) игровые деревья; конкретнее дерево длч игры НИМ.

В этом разделе мы представим основы теории сетей, обсудим различные способы представления сетей в памяти вычислительной машины и сформулируем некоторые алго​ритмы определения элементарных свойств сетей.
Основные понятия

Сеть G=(V, Е) состоит из конечного множества, V=V(G) M вершин (М≥1) и конечного множества E=E(G) N неупорядоченных пар раз​личных вершин[image: image103.png](@, v) (N =20,



называемых ребрами G. Сеть [image: image104.png]


  на рис. 2.2.3, а состоит из семи вершин [image: image105.png]Vilt, u, o, w, x, ¥y, 2§



и семи ребер [image: image106.png]£y={{u, v), (v, w), W, x), W, 2), (2, v), (2, x), (W, Y)}.
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Рис. 2.2.3. Три способа  изображения  неориентированной, сети.
Очень важно понять, что сеть может быть изображена многими различными способами; например, сети, приведенные на рис. 2.2.3, б и в, те же, что и на рис. 2.2.3, а. Это следует из определения сети (убе​дитесь сами). В конце этого раздела задача, состоящая в том, чтобы
определить, представляют ли два чертежа одну и ту же сеть, будет рассмотрена более подробно.
Две вершины и и v являются смежными, если, в G существует ребро (и, v); в противном случае и и v невависимц.  Пр ребро (и, v) также говорят, что оно инцидентно вершинам и и v.
Обратите внимание на то, что ребра состоят, как мы сказали, из неупорядоченных пар различных вершин. Таким образом, ребра не-ориентированы в том смысле, что ребра (и, v) и (v , и) считаются одним и тем же ребром. Более того, ребра вида (и, и), называемые петдями, не допускаются. Мы также не разрешаем наличия в сети мультиребер, т. е. двух или более копий данного ребра. Если в конкретных при​менениях рассматриваются и мультиребра, то сеть называется мульти-сетью (рис. 2.2 4). 
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Рис. 2.2.4. Мультисеть   с   петлей   в   и.
Если мы изменим наше определение так, чтобы сеть состояла из конечного множества вершин и множества упорядоченных пар [и, v] различных вершин, то получим определение ориентированной сети, см. рис. 2.2.5, где [image: image109.png]
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Рис. 2.2.5. Ориентированная сеть.
 При работе с ориентированной сетью G=(V, Е) элементы V обычно называют узлами, а элементы Е — ду​гами.
Если [и, v] — дуга ориентированной сети, то мы говорим, что и — левый сосед v, a v — правый сосед и.
Очень часто в практических применениях желательно приписывать ребрам или дугам сети веса для того, чтобы моделировать такие ве​личины, как время, расстояние или стоимость. Взвешенная сеть — это такая сеть, ребрам или дугам которой поставлены в соответствие действительные числа.
Множество соседей вершины v N (v) это множество вершин, смеж​ных с v, т. е.[image: image112.png]N(u)={ul{u,v)eLy).



 Так, множество соседей вершины v на рис. 2.2.3, а состоит из вершин[image: image113.png]H, X, WHZ



 Степень вершины v, обозначаемая как dv или cleg (v ), равна числу вершин в N (v), т. е. [image: image114.png]a,=deg{v)=1{ (V).



 Таким образом, если вершины в d на рис. 2.2.3 расположить в порядке[image: image115.png]w, v X, 2 U, 4,1,



то их соответствующие сте​пени есть 4,4,2,2,1,1,0, т. е. [image: image116.png]d,=4, d,=4, d.=2



и т. д.
Вершина v называется тупиковой вершиной, если deg(u)=l; если deg(u)=0, то говорят, что v — изолированная вершина. На рис. 2.2 3, а вершины и и у тупиковые, а вершина t изолированная.
Теорема 2.2.1. Пусть G — сеть с М вершинами [image: image117.png]U, Vs




и N
ребрами. Тогда
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Доказательство теоремы следует из того, что каждое ребро добавляет 1 к степени каждой из его двух вершин и поэтому добавляет 2 к сумме степеней всех вершин.
Следствие 2.2.1. В каждой сети G число вершин нечетной степени четно.
Доказательство этого следствия оставляется читателю в качестве упражнения.
Как пример использования следствия 2.2.1 рассмотрим группу из k человек, которую мы представим k вершинами[image: image119.png]V={vi, vs, ..., 0},



 Если два человека vі и vj, знакомы друг с другом, то будем говорить, что для них существует ребро (vі, vj). Из следствия 2.2.1 следует, что в любой группе число людей, которые знакомы с нечетным числом других  людей,  четно.
Сеть [image: image120.png]


  является подсетью сети[image: image121.png]


если [image: image122.png]



и[image: image123.png]


 Если V' = V, то говорят, что G′—остовная подсеть G. Если
[image: image124.png]


 то G—v обозначает подсеть, вершины которой есть V—{v}, а ребра — все ребра в Е, не инцидентные v, т. е. G—v получается из G вычеркиванием v и всех инцидентных v ребер. Аналогично для ребра 
е=(и, v) 
[image: image125.wmf]Î

E, G—е обозначает подсеть, получаемую из G удалением е, но не и и v; G+e обозначает подсеть, получаемую добавлением е к G.
Маршрут в сети G=(V, E) из вершины u1 в вершину ип — это (конечная) последовательность вершин[image: image126.png]1y Wy o v oy Uns



таких что
[image: image127.png]


 для каждого[image: image128.png]=< isn—




Маршрут W замкнут, если u1=un, в противном случае маршрут W открыт. Маршрут называется путем, если ни одна вершина (и, следовательно, ни одно из ребер) не появляется в W более одного раза. Цикл — это замкнутый марш​рут[image: image129.png]


 для которого иi≠иj, если i≠j. Рис. 2.2.6 ил​люстрирует введенные термины.
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Рис. 2.2.6. Маршрут: uvxwywzvwvu ; путь: uvxwz; цикл: vxwzv. 

Сеть G связная тогда и только тогда, когда для любых двух вершин и и и из G существует путь из и в v; в противном случае говорят, что G несвязная. В несвязной сети G максимальные связные подсети назы​ваются компонентами G.
Некоторые связные сети можно сделать несвязными, удалив одну-единственную вершину или ребро. Говорят, что вершина v является разделяющей вершиной сети G, если у G—v больше компонент, чем у G. Ребро е является мостом в G, если у G—е больше компонент, чем у G. На рис. 2.2.6 w — разделяющая вершина и (w, у) — мост.
Теорема 2.2.2. Ребро е связной сети G является мостом тогда и только тогда, когда существуют две вершины v1 и v2, такие, что е принадлежит каждому пути из v1 в v2.
Доказательство этой теоремы очень простое и оставляется чита​телю в качестве упражнения. Теорема 2.2.2 дает определение моста, которое  используется  в  доказательстве  теоремы  2.2.3.
Теорема 2.2.3. Ребро е сети G является мостом тогда и только тогда, когда е не принадлежит ни одному циклу G.
Доказательство. Пусть G'— компонента G, содержащая ребро 
е=(и, v). Предположим, что е не принадлежит циклу в G и не является мостом. Тогда, так как сеть G'—е связная, должен существовать путь Р из и в v в G'—е. Но, е и Р вместе образуют цикл в G', содержа​щий е, что противоречит предположению.
Наоборот, пусть е=(и, v) — мост, лежащий на цикле С в G' . Пусть v1 и v2— две произвольные различные вершины в G'. Если е не лежит на пути P1 из v1 в v2, то P1 является также путем из v1 в v2 в G′—е. Если е лежит на пути Р2 из v1 в v2, то маршрут из v1 в v2 может быть построен в G'—е заменой е на оставшуюся часть цикла С. Так как каждый маршрут из v1 в v2 содержит путь из v1 в v2, то в G'—е сущест​вует путь из v1 в v2. Так как v1 и v2 произвольные, е не может быть мостом.
Представление сетей
Сеть G=(V, E) может быть полностью определена простым пере​числении множеств V и Е. Однако в большинстве случаев этот метод представления сети не позволяет быстро ответить на вопрос, обладает или не обладает сеть различными свойствами.
Можно также представить сеть в виде (в известном смысле произ​вольной) картинки. Хотя визуальное представление иногда полезно при выявлении свойств заданной сети, оно не применимо для больших сетей и мало пригодно при работе с вычислительной машиной.
Имеется много разнообразных методов представления сети в па​мяти   вычислительной   машины.   Какого-то   одного   лучшего  метода
нет; лучшее представление зависит от решаемой задачи. При этом следует быть чрезвычайно осторожным, так как выбор конкретного представления может существенно повлиять на скорость и эффектив​ность работы алгоритма.
Матрица смежности. Любая сеть G=(V, Е) с М вершинами может быть представлена матрицей размера М×М при условии, что вершинам G приписаны некоторые (произвольные) метки. Если вер​шины G помечены метками[image: image131.png]Uiy Uy oo vy Uapy



то матрица смежности A (G)  определяется   следующим  образом:
[image: image132.png]



где аіj=1, если vі смежна с vj ( eсли G — взвешенная сеть, то элемент 
аij равен весу ребра между верши​нами i и j) ; аіj =0 в противном случае.
На рис. 2.2.7 приведена сеть и ее матрица смежности. Заметим, что для неориентированной сети G A(G) всегда будет симметричной матрицей (0, 1) с нулями на диагонали. 
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Рис. 2.2.7. Представление в   форме матрицы смежности.
Заметим также, что степень вершины vi равна числу единиц либо в i-й строке, либо в i-м столбце A(G).
Матрица инцидентности. Второй метод представления сети исполь​зует матрицу инцидентности I(G). Если вершины G помечены (произ​вольно) метками[image: image134.png]U1y Usy




а ребра — метками [image: image135.png]€15 €2, « . ., Eppy



 то матрица инцидентности  M×N  определяется  следующим образом:
[image: image136.png]1{@)=1byl,



где bij=1, если vi инцидентна еj; bij =0 в противном случае. На рис. 2.2.8 приведена матрица инцидентности I (G) сети G с рис. 2.2.7.
[image: image137.png]abededg

o--co
—co-o
e-o-o
e-ocom
~eooo

YT

e





Рис. 2.2.8. Представление в форме матрицы инцидентности.
Заметим, что каждый столбец в I (G) содержит ровно две единицы и что никакие два столбца не идентичны. Заметим также, что число
единиц в i-й строке равно степени di для vi в G. Матрица инцидент​ности полезна для решения различных сетевых задач, касающихся циклов. С другой стороны, матрица инцидентности требует больше памяти (M×N, т. е. порядка М3 слов) и использует ее менее эффек​тивно, поскольку   (М—2)×N  слов заполнены нулями.
Векторы смежности. Вместо представления сети матрицами (0, 1) можно воспользоваться матрицей, в которой элементы соответствуют непосредственно меткам v1, v2, . . ., vM, приписанным вершинам G. В такой матрице i-я строка содержит вектор, компонентами которого являются все вершины, смежные с vj. Порядок элементов в таком век​торе, называемом вектором смежности, обычно определяется поряд​ком, в котором представлены ребра в G (например, порядок ввода в программу). На рис. 2.2.9 мы приводим сеть G, список ребер G в слу​чайном порядке и представление G в форме векторов смежности. Раз​мер матрицы, содержащей векторы смежности, никогда не превышает M×D, где D — максимальная степень вершины из G.
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Рис. 2.2.9. Представление в форме векторов смежности.
Векторы смежности особенно удобно представляют сеть, когда задача может быть решена за небольшое число просмотров каждого ребра в G.
Ниже приведена небольшая программа на Фортране, которую можно использовать (с незначительными модификациями в операторе READ) для представления в форме векторов смежности сети с рис. 2.2.9, а, причем порядок ребер указан на рис. 2.2.9, б.
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Еще одно полезное представление сети, с помощью списков смежно​сти, обсуждается в разд. 2.3.
Воспользуемся некоторыми из рассмотренных нами сейчас понятий при разработке алгоритма определения связности сети и идентифика​ции ее компонент, в случае когда сеть не связна. Такой алгоритм может оказаться очень полезной подпрограммой для более сложных процедур.
Главная идея алгоритма CONNECT (связывание) очень проста. Интуитивно хотелось бы свести компоненту к одной вершине. Это мо​жет быть сделано в процессе последовательного сведения, когда все смежные с данной вершины «сливаются» с ней. Вершина v сливается с соседней вершиной и при удалении ребра (v, и), и отождествлении v с и. Одна результирующая вершина, обозначаемая через и, является смежной для каждой вершины, которая была смежной для и и/или v перед слиянием. Эта операция проиллюстрирована на рис. 2.2.10.
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Рис. 2.2.10. Процесс сведения (а) перед и (б) после слияния v с и.
Процедура будет состоять из выбора начальной вершины v0 и слия​ния с ней соседней вершгны. Эта операция повторяется до тех пор, пока у v0 не останется смежных вершин. К этому моменту сведенная таким образом сеть будет состоять либо из одной вершины v0, и, в этом случае первоначальная сеть G была связной, либо у нас будет выделе​на одна из компонент G. Во втором случае выбирается новая началь​ная вершина и процедура повторяется. Таким образом можно выде​лить все компоненты.

Algorithm CONNECT (СВЯЗЫВАНИЕ) для определения связных компонент произвольной сети G. Переменная С — счетчик числа ком​понент.
Шаг 0. [Инициализация][image: image141.png]


 
Шаг 1. [Получение очередной компоненты] While Н≠ 
[image: image142.wmf]Æ

 do through шаг 5 od; and STOP. 
Шаг 2. [Выбор   в   H  вершины   Vo]
[image: image143.png]


 произвольная вершина из Н. 
Шаг 3. [Слить вершины с Vo] While Vo смежна по крайней мере с одной вершиной U в H do шаг 4 od. 
Шаг 4. [Слияние] Пусть U — смежная с Vo вершина в Н.  Set H ← результирующая сеть после слияния U с Vo. (В этом цикле следует вести учет всех вершин, слитых с Vo . Для про​стоты здесь эту операцию учета мы опус​каем.)
 Шаг 5. [Удаление Уо)[image: image144.png]Set H H-V,, and U~ C+1.




Блок-схема для алгоритма CONNECT приводитец на рис. 2.2.11. 
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Pис. 2.2.11. Блок-схема для алгоритма CONNECT   (СВЯЗЫВАНИЕ)
Деревья

Дерево—это неориентированная связная сеть без циклов. Любая сеть без циклов называется лесом, а ее связные компоненты — деревь​ями. На рис 2 2.12 приводятся все различные деревья с шестью вер​шинами. 
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Рис. 2.2.12. Все   различные  деревья   с   шестью   вершинами.

Весь рисунок можно считать лесом, состоящим из 36 вершин и  6 компонент.
Ориентированная сеть является деревом тогда и только тогда, когда она дерево с дугами, рассматривае​мыми как неориентированные реб​ра. Ациклическая ориентирован​ная сеть не обладает ориентиро​ванными циклами. Ориентирован​ная сеть на рис. 2.2.13 ациклична, но не является деревом. Следую​щая ниже теорема дает несколько других описаний деревьев.
Теорема 2.2.4. Пусть Т — сеть с M≥2 вершинами. Тогда все сле​дующие утверждения эквивалентны (т. е. если верно одно, то верны и все остальные):
(а)   Т — дерево.  Иначе говоря,   Т связно и не имеет циклов.
(б)  В сети имеется М—1 ребро и нет циклов.
(в)  В сети Т имеется М—1 ребро и Т связна.
(г)  Сеть   Т  связна,   и   каждое   ее ребро — это мост.
(д)  Любые две вершины   в   Т со​единяются единственным путем.
(е)  В сети Т нет циклов, но добав​ление любого нового ребра создает
ровно   один   цикл.
Доказательство.   Из утвержде​ния  (а) следует утверждение  (б). Так как  Т  не содержит   циклов, удаление любого  ребра разбивает Т на два  дерева. Это   следует из того факта,   что ребро  есть   мост    тогда и толъко тогда, когда оно не         содержится ни в одном цикле (тео​рема 2.2.3). Индукцией по М легко показать, что число ребер в каждом из этих двух деревьев на 1  меньше числа вершин.  Отсюда сле​дует утверждение (б).
Из утверждения (б) следует утверждение (в). Если сеть Т несвязна,
то каждая компонента Т связна и не имеет циклов. Поэтому из утвер​ждения (б) число вершин в каждой компоненте превышает число ребер на 1. Далее следует, что общее число вершин в Т по крайней мере на 2 больше, чем общее число ребер, что противоречит предположе​нию (б).
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Рис. 2.2.13. Ациклическая  ориентированная  сеть.
Из утверждения (в) следует утверждение (г). Сначала докажем следующую лемму.
Лемма. Если в сети G имеется М вершин, N ребер и К компонент, то  M—K≤N.
Доказательство. Проведем индукцию по числу ребер. Для N=1 утверждение леммы очевидно. Пусть G содержит наименьшее возмож​ное количество ребер, скажем N 0. Удаление любого ребра из G должно поэтому увеличивать К на единицу, оставляя в сети М вершин, К+1 компоненту и No—1 ребро. Из предположения индукции следует, что [image: image148.png]Noy—1Z2M— (K41,
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 Это доказывает лемму, так как
N > N 0.
Из утверждения (в) и доказанной леммы путем сведения к проти​воречию получаем утверждение (г), так как К=1 и удаление любого ребра    оставляет М — 2 ребра и М вершин.
Из утверждения (г) следует утверждение (д). Каждая пара вершин соединяется по крайней мере одним путем, так как сеть Т связна. Если каждая пара вершин соединяется двумя или более различными путя​ми, то любые два таких пути образуют цикл; отсюда следует противо​речие, так как никакое ребро в таком цикле не может быть мостом по теореме 2.2.3.
Из утверждения (д) следует утверждение (е). Если Т содержит цикл, то любые две вершины в этом цикле должны быть связаны по крайней мере двумя путями. Если к Т добавляется ребро І, то в Т+І между тупиковыми вершинами І будут существовать два пути [ребро І и единственный путь, задаваемый утверждением (д)]. Это единственный цикл в Т+І, потому что любой другой цикл также должен был бы со​держать ребро І. Отсюда следовало бы существование двух вершин в Т, между которыми имеется по крайней мере два различных пути,— противоречие  с  утверждением  (д).
Из утверждения (е) следует утверждение (а). Предположим, что сеть Т несвязна. Если мы добавим к Т ребро, которое соединяет вер​шины в двух компонентах, то цикла создать нельзя; это противоречит утверждению (е). Поэтому Т должна быть связна, и теорема 2.2.4 до​казана.
Следствие 2.2.4. Каждое дерево с М≥2 вершинами имеет по край​ней мере две тупиковые вершины.
Доказательство непосредственно следует из теорем 2.2.1 и 2.2.4.
Дерево, у которого одна вершина выделяется среди всех других, называется корневым деревом; выделенная вершина называется кор​нем дерева. Как правило, корневые деревья изображаются так, что корень оказывается наверху, а все остальные вершины — ниже его, на уровнях, соответствующих расстоянию от корня. Иллюстрация при​ведена на рис. 2.2.14, а. 
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Рис. 2.2.14. (а) Корневое дерево высоты 4; (б) двоичное корневое дерево высоты 5.
Мы будем предполагать, что каждое дерево с корнем имеет по крайней мере три вершины. Максимальный уровень любой вершины в дереве с корнем известен как высота дерева.
Среди наиболее широко используемых математических структур употребляется один специальный класс корневых деревьев, известных как двоичные корневые деревья. С ними нам часто придется встречаться. Двоичное корневое дерево — это корневое дерево, у ко​торого степень корня равна 2, а степень всех остальных вершин 1 или 3. Одно такое дерево приведено на рис. 2.2.14, б.
Теорема 2.2.5. Пусть Т — двоичное корневое дерево, у которого М вершин, высота L и Q тупиковых вершин. Тогда
(а)                                        М нечетно;
(б)                                           [image: image151.png]
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Доказательство теоремы оставлено в качестве упражнения.
Остовное дерево для сети G есть остовная подсеть, являющаяся де​ревом. На рис. 2.2.15 приведены взвешенная сеть G и некоторые из ее остовных деревьев с их весами.
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Рис. 2.2.15. Сеть с весами и некоторые из ее остовных деревьев.
Сколько у сети остовных деревьев? Легко показать следующее.
Теорема 2.2.6. Сеть G связна тогда и только тогда, когда она со​держит остовное дерево.
Изоморфизм
Этот раздел мы завершим кратким рассмотрением следующей важ​ной задачи. Если у нас есть два представления сети, то, как узнать, не описывают ли  они одну  и  ту же сеть?
Очевидно, сначала нужно определить, что подразумевается, когда мы говорим, что «две сети одинаковы». Две сети G и G' изоморфны, если существует взаимно-однозначное соответствие между вершинами G и G', такое, что две вершины и и v смежны в G тогда и только тогда, когда в G' смежны соответствующие им вершины. Точнее, G=(V, E) изоморфна[image: image155.png]


— это записывается в виде—[image: image156.png]


 если су-
ществует взаимно-однозначная функция h из V в V′, обладающая тем свойством, что (и, v) 
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Проблема определения, являются ли две сети изоморфными, оказывается трудной. Для произвольных сетей все извест​ные алгоритмы, гарантирующие правильный ответ, экспоненциальные.
Фактически даже для небольших сетей эту задачу решить нелегко. Все три сети на рис. 2.2.16 изоморфны друг другу. 
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Рис. 2.2.16. Три   изоморфные   сети,

Если вам это кажет​ся очевидным, попытайтесь определить, какие сети изоморфны друг другу (если такие есть) из приведенных на рис. 2.2.17.
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Рис. 2.2.17.
Итак, проблема изоморфности очень трудна, как можно к ней подступиться? Хотя может и не оказаться возможным разработать ал​горитм изоморфизма, являющийся полиномиальным в худшем случае, попытаемся сделать нечто полезное.
Начнем с замечания. Из определения сле​дует, что если сети G и G' изоморфны и изоморфизм h найден, то любая   . вершина v степени d в G должна отображаться на вершину v'=h(v) в G' той же самой  степени.
Попытаемся построить на этом наблюдении процедуру исчерпывающих проб и ошибок. Рассмотрим, например, две сети G и G' : у каждой 10 вершин и каждая вершина степени 3. Любая из воз​можных взаимно-однозначных функций h из V в V′ будет удовлетво​рять указанному выше ограничению на степень; имеется 10! таких функций. Поэтому для решения вопроса об изоморфности G и G' нам нужно было бы испытать каждую из 10! возможных функций, чтобы найти одну, удовлетворяющую требованию изоморфизма.
Перед лицом этого комбинаторного взрыва исследователи часто отказываются от поиска эффективного алгоритма изоморфизма и вза​мен этого строят простые процедуры, от которых ожидается хорошая работа в большинстве случаев. Предпочитают также алгоритмы изо​морфизма, пригодные для специальных классов сетей.
Инвариантом сети G называется параметр, имеющий одно и то же значение для всех сетей, изоморфных G. Среди самых очевидных ин​вариантов отметим следующие:
1.  Число вершин.
2.  Число ребер.
3.  Число компонент.
4.  Последовательность степеней, т. е. список степеней всех вершин в убывающем порядке значений.
Эвристический алгоритм обладает сле​дующими  двумя   свойствами:
1.  Он находит, как правило, хорошие, хотя и не обязательно опти​мальные, решения.
2.  Его легче и быстрее реализовать, чем любой из известных точ​ных алгоритмов (т. е. алгоритмов, гарантирующих оптимальное решение).
Более полное рассмотрение таких алгоритмов можно найти в разд. 3.2. Эвристики для решения задач изоморфизма обычно состоят в попытках показать, чго две рассматриваемые сети не изоморфны. Для этого составляется список различных инвариантов в порядке, определяемом сложностью вычисления инварианта. Затем последова​тельно сравниваются значения параметров сетей. Как только обна​руживаются два различных значения одного и того же параметра, при​ходят к заключению, что данные сети неизоморфны.
К сожалению, не известно множества инвариантов, которое позво​лило бы этой процедуре установить за полиномиальное время, что сети изоморфны. Такое множество (неизвестно, будет ли оно когда-нибудь найдено) называется кодом сети. По существу, эвристический алгоритм рассматриваемого типа сводится к сравнению неполных ко​дов двух сетей. Конечно, рассмотрение большего числа инвариантов увеличивает вероятность правильного заключения об изоморфизме при совпадении всех значений параметров, но в общем случае ничего не гарантирует. Например, для двух пятивершинных сетей на рис. 2.2.18 все четыре из перечисленных выше инвариантов совпадают, но эти сети не изоморфны.
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Рис. 2. 2.18.
Рассмотрим теперь пример достаточно сложной эвристики, рабо​тающей с матрицей смежности A (G). Сама по себе матрица смежности не является инвариантом, хотя если G и G1 изоморфны, то при некото​ром переупорядочивании столбцов и строк A (G) мы получаем A(G1). Если у сетей G и G1 M вершин, то поиск нужной последовательности перестановок строк и столбцов требует в худшем случае О(М!) опера​ций. Описываемая ниже полиномиальная процедура справ-
ляется достаточно хорошо с задачей отсеивания неизоморф​ных сетей.
Вычисляется A2(Gі) для 1=1, 2. Затем переставляются строки и столбцы A2(G1)  и A2(G2) так, чтобы элементы на главной диагонали ока​зались в нисходящем порядке. Если G1 и G2 изоморфны и все диаго​нальные элементы различны, то при этой перестановке должны полу​читься идентичные матрицы. Если нет, то данные две сети не могут
быть изоморфными. Если матрицы идентичны, можно продолжить про​верку с A3(Gi), A4(Gi).....Ak(Gi) для k =l, 2. Значение k определяет​ся имеющимся бюджетом машинных ресурсов. Если все из проверен​ных матриц совпадают, то весьма правдоподобно, но не обязательно истинно, что G1 и G2 изоморфны.В дальнейшем эту процедуру мы бу​дем называть методом СПС (сравнение порядков смежности).
Окончательная формулировка алгоритма, использующего метод СПС, и некоторые другие вопросы, касающиеся этого метода, остав​ляются читателю в качестве упражнения. 
На рис. 2.2.19 работа метода СПС проиллюстрирована на примере двух сетей с рис. 2.2.18. 
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Рис.2.2.19.
Факт неизоморфности G1 и G2 становится яс​ным достаточно рано на основании следующего: 
1) переупорядоченные матрицы A2(Gі) не совпадают по элементам вне главной диагонали и 2) не равны диагональные элементы A3(Gі). Как для A2(G1), так и для A2(G2) переупорядочение выполнено заменой строк и столбцов 2 и 3. Обратите внимание на перемещение элементов, стоящих на пересечении пар строк — столбцов.
Разделяющие вершины и мосты (доказательство). Докажите следующие две теоремы (критерии).
Теорема. Вершина v связной сети G является разделяющей вершиной тогда и только тогда, когда существуют две вершины v1 и v2, где v, v1 и v2 — различные вершины, такие что v принадлежит каждому пути из v1 в v2.
 Теорема. Ребро е связной сети G является мостом тогда и только тогда, ког​да существуют две вершины v1 и v2, такие, что е принадлежит каждому пути из v1 в v2.
Двудольные сети (доказательство). Сеть G=(V, Е) называется двудольной, если V можно разбить на два непересекающихся подмножества V1 и V2, такие, что каждое ребро в Е соединяет вершину в V1 с вершиной в V2. Докажите, что сеть дву​дольная тогда и только тогда, когда каждый цикл содержит четное число ребер.
 Полные двудольные сети. Двудольная сеть  называется полной, если для любых [image: image163.png]


 . Пусть Кт,п обозна​чает единственную полную двудольную сеть, где [image: image164.png]


 Выведите формулу для  числа  ребер  в  Кт,п .
Полные сети. Сеть с М вершинами называется полной и обозначается через КМ , если каждые две вершины смежные. Такие сети использовались при моделировании задачи о коммивояжере. Число ребер в КМ задается формулой
[image: image165.png]=M=




2.3. Данные и их стркутруры
2.3.1. Типы данных
Ранее мы видели, как явная спецификация всех переменных в начале программы, составляющая существенную часть ее докумен​тации, значительно облегчает чтение программы. В этом случае введение новой переменной должно сопровождаться спецификацией ее возможных значений. Это требование диктуется следующими важными  причинами.
1.  Знание диапазона значений переменных очень существенно для понимания алгоритма. Если отсутствует явная специфи​кация, то обычно трудно определить вид объектов, которые могут быть значением переменной, а это означает, что поиск ошибок в программе отнимет больше времени и сил.
2.  В большинстве случаев правомерность и корректность ис​пользования программы зависят от диапазона значений ее аргументов. Следовательно, спецификация диапазонов значе​ний такая же важная часть документации программы, как и пояснение   результатов.
3.   Количество элементов  памяти,  необходимое для  хранения значений переменной в машине, зависит от диапазона этих значений.   Например,   если  переменная  должна  принимать п различных значений, то потребуется log2(п) битов. Чтобы распределить память для  переменных,   компилятору необ​ходимо знать диапазоны их значений.
4.  Обычно встречающиеся в выражениях операторы определены только для некоторых диапазонов значений. Если диапазоны значений  указаны,  то на основании заданной  информации компилятор  может  проверить допустимость  той  или  иной комбинации операторов и операндов и выявить таким образом ошибки в программировании. С этой точки зрения указание диапазонов значений представляет собой определенную из​быточность,  которой можно воспользоваться при проверке некоторых  свойств   программы.
5.  Реализация операторов часто зависит от диапазона значений их возможных аргументов. В этом случае знание диапазона значений абсолютно необходимо для получения эффективного представления   программы.   Типичным   примером   является представление чисел и реализация арифметических операторов; выбор команд машины, выполняющих арифметическую операцию, обычно зависит от того, принадлежат ли ее аргу​менты множеству вещественных чисел или только множеству целых чисел.
Множество значений, которые может принимать переменная, играет столь важную роль для характеристики переменной, что оно называется типом переменной. Поэтому мы рекомендуем, чтобы все переменные были описаны в начале программы. Описание пере​менной задается  в  виде
[image: image166.png]varv: T



 (2.3..1)
где v— идентификатор новой переменной, а Т— ее тип. Если опи​сывается несколько переменных одного и того же типа, то можно воспользоваться  более  короткой  формой
[image: image167.png]var oy, Ug..., Uy : T



 (2.3.2)
где [image: image168.png]Vtye v vy Upy



—идентификаторы  описываемых переменных.
Описание всех идентификаторов в начале программы имеет до​полнительное преимущество, состоящее в том, что компилятор в этом случае может проверить, был ли описан каждый используемый в программе идентификатор. Если идентификатор не был описан (например, из-за ошибки в наборе или из-заописки программиста), то компилятор может сообщить программисту об этой ошибке, а не вводить новую переменную с ошибочным именем. Здесь снова избыточность в тексте программы используется для повышения на​дежности программирования.
Теперь перед нами встают два вопроса: как правильно задать тип данных в программе и каким удобным образом типы данных можно представить в памяти машины? Прежде всего следует различать классы типов данных. Самой важной и, пожалуй, единственной от​личительной чертой оказывается структурность значений того или иного типа. Если значение не структурное, т. е. не распадается на компоненты, то оно называется скаляром. Здесь мы позна​комимся только со скалярными типами, структурные типы будут рассматриваться  далее.
Общая форма определения типа следующая:
[image: image169.png]type (=T



 (2.3.3)
где t есть вновь введенный идентификатор, а Т— описание типа. Скалярный тип описывается перечислением его компонент. Для этого  используется  запись  вида
[image: image170.png]type = (o1, wy,..., w;)



 (2.3.4)
Такое определение вводит идентификатор типа t u n константных идентификаторов[image: image171.png]Wy, Woy. .., Ty,



 Ниже приводятся примеры опре-
делений   скалярных   типов.
type цвет= (красный,   желтый,   зеленый,   голубой) 
type масть= (бубны,  черви,  пики,  трефы)
 type фигура=(треугольник,  прямоугольник, круг) 
type состояние= (твердый,  жидкий, газообразный) 
Заметим, что имя типа можно не задавать, если объединить описа​ние переменных (2.3.2) и определение типа (2.3.4) следующим образом:
[image: image172.png]Var Up, Usyeooy U @ (W, @Ws,.




 (2.3.5)
В записи, определяющей тип, элементы множества значений не только отличны друг от друга, но и упорядочены. Для любого ска​лярного типа t, определенного записью вида (2.3.4), мы постулируем следующие аксиомы:
1.[image: image173.png]


       если i≠j    (различимость)
2.[image: image174.png]Wpwjy,



  если   i<j   (упорядоченность)                   (2.3.6)
3.  Значениями типа t могут быть только[image: image175.png]



Наличие упорядоченности позволяет ввести функции получения следующего  или предыдущего элемента:
[image: image176.png]


 (2.3.7)
Если в программу требуется включить несколько определений скалярных типов, то мы будем твердо придерживаться правила, в соответствии с которым константный идентификатор определяется только один раз. Тогда с каждым константным идентификатором можно однозначно соотнести тип значения, которое он обозначает. Следует избегать комбинации таких определений,  как
[image: image177.png]type menasniysem=(Kpacuoii, seamoiil, senensitt)
type xoaolueuiysem=(3erersui, 20a460i)



 (2.3.8)
поскольку в них тип некоторых констант (в данном случае цвет зеленый)  определяется   неоднозначно.
Некоторые скалярные типы используются так часто, что и они, и их операторы присутствуют в любой вычислительной системе. Та​кие типы (их называют стандартными типами) нет необходимости определять в программе, поскольку предполагается, что они из​вестны любому процессору. К ним относятся логические значения (ложь, истина), целые и вещественные числа, а также множество ли​тер (которые можно напечатать). Они так часто используются, что соответствующие им константы (за исключением логических зна​чений, см. разд. 2.3.1.1) обозначаются не идентификаторами, а конст​рукциями, которые различаются на синтаксическом уровне. Теперь мы перейдем к рассмотрению четырех главных стандартных типов.
2.3.1.1.  Тип BOOLEAN  (логический)
Тип Boolean определяет диапазон логических значений, который содержит два элемента true (истина) и false (ложь). Самоназвание типа происходит от имени Джорджа Буля (George Boole, 1815— 1864), заложившего основы алгебры логики. Этот тип определяет​ся  как
[image: image178.png]type Boolean= (false, frue)



 (2.3.9)
Над аргументами этого типа определяются следующие стандарт​ные операторы:
[image: image179.png]


 дизъюнкция — OR (или)
 [image: image180.png]


 конъюнкция — AND (и) 
[image: image181.png]


 отрицание — NOT (не)
Если заданы логические аргументы р и q, то значение выражений [image: image182.png]PN G, p/AG H TP



 определяются таблицей (2.3.10).
[image: image183.png]» q Pvg pAg  TIp
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 (2.3.10)
Из этой таблицы можно вывести соотношения (2.3.11) — (2.3.14), кото​рые полезны во многих случаях, особенно тогда, когда требуется найти более простые эквивалентные формы заданного выражения.
[image: image184.png]


                                 Законы коммутативности (2.3.11) [image: image185.png]2. (pVaNr=pV (g\/7)
{p A Ar=pAlgrr)



               Законы ассоциативности (2.3.12) [image: image186.png]3. (pAQVr=(pV A lg /1)
PN/ AAr=(p AN (gD



       Законы дистрибутивности (2.3.13) [image: image187.png]= pvVa="p ATg
={pAg="p\V g



               Законы   де   Моргана         (2.3.14)
По определению оператор[image: image188.png]


имеет более низкий приоритет, чем[image: image189.png]


, приоритет которого в свою очередь ниже чем [image: image190.png]


. Например, [image: image191.png]



[image: image192.png]


 понимается как [image: image193.png]



Все операторы отношения дают результат типа Boolean. Напри​мер, выражение х=у имеет значение true, если х равен у, и false в противном случае. Наиболее употребительными операторами отношения являются [image: image194.png]


 Последние четыре оператора, очевидно, применяются только к упорядоченным (т. е. к скалярным) типам. Для этих операторов справедливы следующие соотношения:
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 (2.3.15)
Следовательно, шесть операторов отношения с помощью логических связок[image: image196.png]AL,V HT



можно выразить только через отношения,[image: image197.png]H <<




2.3.1.2. Тип INTEGER (целый)
Этот тип представляет множество целых чисел. Предполагается, что в данной системе программирования определены и доступны следующие операторы:
                                        + сложение
                                       — вычитание
                                        * умножение
                                      div целочисленное деление
                                mod остаток от целочисленного деления
В каждой вычислительной машине определено некоторое под​множество целых чисел (лежащих в некоторых пределах), таких, с которыми ее арифметическое устройство может оперировать прямо и эффективно. Следовательно, тип integer обозначает множество чисел, определенное данной вычислительной машиной. Разумеется, эти пределы будут меняться от машины к машине. Важно отметить, что обычные аксиомы арифметики, вообще говоря, нельзя приме​нять к арифметике вычислительной машины. Они не верны в тех случаях, когда истинный результат операции лежит вне заданного конечного диапазона значений. Например, если для некоторой вы​числительной системы тип integer определен как множество чисел, по абсолютной величине не превосходящих [image: image198.png]


 и если сложение, выполняемое машиной,  обозначить через[image: image199.png]


, то
[image: image200.png]*Py=x+y




только тогда, когда |х+у|≤тах. Следовательно, обычный ассоциа​тивный закон, вообще говоря, для машинного сложения не выпол​няется.   Соотношение
[image: image201.png](W Py)Pe=xD (P2




верно тогда, когда [image: image202.png]IxPylsmax u |y-Hz|=inax.



                                       Например, подставив значения и положив max=100, получим
[image: image203.png]60D (50P(—40))=60--10=70




в то время как результат вычисления
[image: image204.png](6030} (—40)




не определен. На первый взгляд эта ситуация кажется почти без​надежной. Но не следует забывать, что в большинстве вычислитель​ных машин диапазон целых чисел существенно превышает тот, который требуется при решении задач. Поэтому не столь уж часто приходится встречаться со слишком большими числами и, следо​вательно, с неопределенными результатами (которые называют переполнением). Тем не менее при переполнении любая вычислитель​ная система должна хотя бы выдавать предупреждающий сигнал и прекращать вычисления, поскольку продолжать счет с неопределен​ными результатами едва ли имеет смысл. Однако, за исключением случая переполнения, предполагается, что все операции над аргу​ментами типа integer выполняются точно.
Во многих случаях заранее известно, что значения некоторых переменных лежат внутри определенного интервала. Эту информа​цию следует сообщить при определении типа переменной, явно указывая предполагаемый интервал. Такой тип называется интер​вальным типом и определяется следующим образом:
[image: image205.png]type I=min. .max



 (2.3.16)
Константы min и max задают границы интервала или отрезка. Указание отрезка часто значительно облегчает понимание программ. Конечно, тип integer сам является отрезком, границы которого определяются конкретной вычислительной машиной или исполь​зуемым компилятором.
2.3.1.3.  Тип CHAR (литерный)

Этот тип обозначает конечное упорядоченное множество литер. В вычислительной системе определяется не только диапазон чисел, приемлемых для обработки, но и набор литер, с помощью которых она общается с внешним миром. Литерами из этого набора должны быть снабжены периферийные (читающие и печатающие) устройства вычислительной системы. Крайне желательна стандартизация на​боров литер (она даже обязательна, если различные вычислитель​ные системы связываются для совместной работы, передачи данных, дистанционной обработки данных и т. д.). И хотя на полное согла​сие в стандартизации наборов литер едва ли можно рассчитывать, тем не менее существует общепринятый набор литер для вычисли​тельных систем, содержащий 26 латинских букв, 10 десятичных арабских цифр и некоторое количество специальных литер, таких, как знаки пунктуации. Кроме того, получил широкое распростра​нение набор литер, утвержденный Международной организацией стандартов ISO (International Standards Organisation), и американ​ский вариант этого набора — ASCII (American Standard Code for Information Interchange — американский стандартный код для об​мена  информацией).
Набор ASCII состоит из 128 литер. Поскольку 128=27, каждая литера однозначно представляется или кодируется некоторой ком​бинацией из 7 битов. Отображение комбинаций битов на множество литер называется кодом; отсюда ASCII называется семибитовым кодом.
Литеры ASCII делятся на печатаемые литеры и управляющие литеры. Печатаемые литеры в свою очередь подразделяются на за​главные буквы, строчные буквы, цифры и специальные знаки. Да​лее различается полный и ограниченный наборы ASCII. Последний, в котором нет строчных букв, используется на многих серийно вы​пускаемых устройствах.
Смысл управляющих литер объясняется в коде ASCII, они играют большую роль при передаче данных. Здесь мы приводим только две управляющие литеры: сr — возврат каретки (carriage return) и lf— перевод строки (line feed). Если данные передаются на печатающее терминальное устройство, то эти литеры служат сиг​налом, по которому печатающий механизм приготовится к печати с начала новой строки.
Таблица литер в коде   ASCII
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Следующие две стандартные функции (которые зависят от выб​ранного набора литер) позволяют отображать множество литер на подмножество натуральных чисел и наоборот. Эти функции назы​ваются  функциями  преобразования.
       ord(c)   является порядковым номером литеры с из 
                   упо​рядоченного   набора   литер.   (Если   используется
                  таблица литер  ASCII,  то[image: image207.png]ord{c) = 16# x -} y,



 где
                   х и у обозначают координаты литеры с.)
    chr(i)      является литерой с порядковым номером i.
Поэтому справедливы соотношения
[image: image208.png]chr{ord{c))=c w ord(chr (=i



 (2.3.17)
 и упорядоченность набора литер определяется отношением
[image: image209.png]cr<ley & ord(e)<lord (cs}



 (2.3.18)
Для обозначения константы типа char обычно литеру заключают в апострофы (или в одиночные кавычки). Например, если пере​менной с типа char присваивается знак вопроса, то это присваива​ние записывается так:
[image: image210.png]



Программы будут иметь смысл и выполняться в полном соответствии с их спецификациями только в том случае, когда применяемый набор литер отвечает сле​дующим минимальным требованиям.
1.   Набор литер должен содержать буквы А—Z и цифры 0—9.
2.  Подмножества букв и цифр должны быть упорядоченными и связанными. То есть с есть буква только тогда, когда [image: image211.png]


 и
[image: image212.png]


 и с есть цифра только в том случае, если [image: image213.png]SCHelY,




3.  Набор литер должен содержать пробел, разделитель строк, который обозначается eol  (end of line — конец строки),  и несколько других литер, таких, как запятая, точка и т. д.

2.3.1.4.   Тип   REAL  (вещественный)

Тот факт, что в машине можно представить только значения из конечного диапазона, имеет особо важные последствия для обра​ботки вещественных чисел. В случае целых чисел можно было ут​верждать, что при любых обстоятельствах, кроме переполнения, в результате выполнения арифметических операций получались точ​ные значения, но применительно к арифметике с вещественными чис​лами это утверждение неверно. Причина заключается в том, что на любом сколь угодно малом интервале оси вещественных чисел со​держится бесконечно много значений; ось вещественных чисел об​разует так называемый континуум. В программировании, следова​тельно, тип real не представляет бесконечное, несчетное множество вещественных чисел; ему соответствует конечное множество предста​вителей интервалов континуума вещественных чисел. Результаты вычислений, в которых участвуют приближенные, а не точные значения, в значительной степени зависят от решаемой задачи и от вы​бранного алгоритма. В лучшем случае полученные результаты будут приближениями с неизбежными погрешностями. Оценка этих пог​решностей, которые являются следствием подмены вещественного континуума конечным множеством представителей, является очень трудной задачей и служит объектом изучения вычислительной мате​матики. Вычисления, выполняемые над данными типа real, назы​ваются численными процессами. Не вкладывая какого-либо отри​цательного смысла, можно сказать, что слово «численный» синоним слова «неточный».
Но бессмысленно производить вычисления, не зная ничего о природе и степени ожидаемой погрешности. Чтобы понимать и даже проводить такие измерения, необходимо знать, какого вида пред​ставления используются для вещественных чисел с конечным числом цифр. В цифровых вычислительных машинах обычно используют так называемое представление с плавающей точкой. т. е. вещественное число х изображается с помощью двух целых чисел е и т, каждое из которых содержит конечное число цифр, так что
[image: image214.png]x=m#* B* —FE<e<<E ~M<<m<M



 (2.3.19)
Здесь т называется мантиссой, е — порядком, а В, Е и М являются константами, характеризующими представление. Число В назы​вается основанием представления с плавающей точкой. Обычно В не равно 10, а является малой степенью 2. Для любого заданного значения х можно найти много различных пар (т, е). Каноническая или нормализованная форма определяется дополнительным соот​ношением
[image: image215.png]M
T <|ml<M



 (2.3.20)
При использовании только нормализованной формы плотность пред​ставителей интервалов на оси вещественных чисел экспоненциально уменьшается с увеличением |х|. Например, интервал [0.1 : 1] со​держит приблизительно (точно, если В = 10) столько же представи​телей, сколько интервал [10000 : 100000]. Трудно определить, как конкретно скажется на той или иной программе это неравномерное распределение представителей; выскажем лишь самые общие сооб​ражения. Очевидно, нельзя абсолютно точно описать элементарные операции над аргументами типа real, поэтому они определяются в виде минимальных условий, которые всегда выполняются незави​симо от специфики арифметики с плавающей точкой. Эти условия можно сформулировать в виде аксиом.
А1. Тип real (обозначается R) является конечным подмножеством множества [image: image216.png]


 вещественных чисел.
[image: image217.png]RcR




А2. Каждому числу[image: image218.png]xeR



ставится в соответствие число[image: image219.png]X€ER,




которое называется представителем х.
A3. Каждое[image: image220.png]XER



представляет много[image: image221.png]x€ER,



но множество пред-
ставляемых значений является связным интервалом на ве​щественной числовой оси. То есть, если [image: image222.png]X1<<Xa, Xy




и [image: image223.png]


 то[image: image224.png]st




для всех [image: image225.png]XXXy



  Более того, 

                                        из[image: image226.png]XER



 следует [image: image227.png]



В  частности, 0 и  1  представляются точно. То есть, [image: image228.png]0ER



 и [image: image229.png]


 следовательно, [image: image230.png]



А4. Существует максимальное значение max, такое, что для всех |х|≥тах представители не определены. Диапазон чисел |х|≥тах называется диапазоном переполнения [image: image231.png]


 Множество [image: image232.png]


 есть связное множество.
Из аксиом А1—А4 следует, что
[image: image233.png]eCin ¥<ly, TO X<y

e x=y, To X
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 (2.3. 21) 
А5. Множество R симметрично относительно 0, т. е.
[image: image234.png](%)~ =—(x)



 (2.3.22)
Аксиомы А6—А9 постулируют совокупность требований, которые безоговорочно должны выполняться любой машинной арифметикой. Основные математические операции — сложение, вычитание, умножение и деление— обозначаются соответственно[image: image235.png]


 Мы предполагаем, что х, [image: image236.png]



А6. Коммутативность сложения и умножения
              [image: image237.png]


 (2.3.23)
А7.                 [image: image238.png]22520 ~ (kY Py=




                   (2.3.24)
А8. Симметричность основных операций относительно 0
               [image: image239.png]L2y=2P () =—(y=x)
(—=)Xy=2Z) (—y)=— (G
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 (2.3.25) 
А9. Монотонность основных операций.
                      [image: image240.png]ecan 0Cesa n 0<Cy<h
o xPy<aBs xob<aTy
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 (2.3.26)
Из А9 следует, в частности, что для некоторых х и у, таких, что [image: image241.png]Olx<<a u OCy<h,



 вполне может случиться, что
                          [image: image242.png]*Py=0opb nan xRDy=a@Db




но не
                         [image: image243.png]HDy=>aPb wn x@y=>aldb




Из аксиом А1—А9 можно вывести следующие теоремы, которые представляют важные основные свойства арифметики:
[image: image244.png]yzx
xz2y—xJy=0
EZOAO0L<y<)—xQy<x
O<xKy—xFy<l




 (2.3.27)
Обратите внимание, что обычные для арифметики законы ас​социативности и дистрибутивности отсутствуют в аксиомах А1—А9. Это не случайно. Рассмотрим пример, который иллюстриру​ет нарушение ассоциативного закона при сложении. В этом примере числа представлены четырьмя десятичными цифрами. (Порядок . задается соответствующим расположением десятичной точки.)
[image: image245.png]x=9.900 y=1.000 z=—0.999

1( ¥D2=10.900(—0.099)=9.910
) =9.90050.001=9.901




Рассмотрим пример, в котором нарушается дистрибутивный закон (по-прежнему используется четырехразрядная десятичная арифметика).
[image: image246.png]x=1100. y=—5.000 z=5.001
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Определенную «опасность» представляют операции сложения и вычитания. Они являются причиной значительных ошибок, особенно при вычитании двух почти равных значений. В этом случае большое количество значащих цифр взаимно уничтожаются и в полученной разности может не оказаться нескольких, а может быть, и всех зна​чащих цифр. Это явление называется сокращением.
Деление также представляет собой потенциальную опасность. В случае малых делителей результат легко может оказаться в об​ласти переполнения. Поэтому следует избегать деления на нуль или число «близкое» к нулю. Например, не следует в программе поль​зоваться отношением вида [image: image247.png]abs ({/x}y<leps,



 его лучше заменить отно​шением [image: image248.png]abs(f) <L eps«abs (x),



 не содержащим деления.
Мера точности арифметики с плавающей точкой основывается на величине ε, которая определяется формулой
[image: image249.png]e=mi
?;“g(xl(l‘f—x)-sél)



 (2.3.28)
То есть 8 является наименьшим положительным числом, таким, что представители 1 и 1+ ε отличаются друг от друга. Например, если вещественные числа в вычислительной машине представляются в виде  п десятичных  цифр,  то  ε приблизительно  равняется   10-п.
Хотя в математическом смысле целые числа являются подмно​жеством вещественных чисел, обычно типы integer и real рас​сматриваются как непересекающиеся типы. Чтобы удовлетворить основному правилу записи, в соответствии с которым тип константы должен определяться из самой записи этой константы, условимся, что число считается числом типа integer тогда и только тогда, когда его запись не содержит ни десятичной точки, ни масштабного мно​жителя. Все числа, запись которых содержит десятичную точку и/или масштабный множитель, считаются числами типа real. При программировании с использованием объектов типа real бу​дут учитываться следующие дополнительные условия:
1. В выражении типа real любой операнд типа real можно заме​нить операндом типа integer. Таким образом, нет необходимо​сти явно указывать преобразование из типа integer в тип real. Однако программист должен помнить, что компилятор в соответствующих местах вставит неявные команды преобразования, если в машине используются различные внутренние представ​ления для значений этих двух типов (в большинстве вычисли​тельных машин они различны).
2. Если аргумент типа real используется там, где допустим толь​ко аргумент типа integer, то необходимо явно указать функцию преобразования. В качестве стандартной функции преобразо​вания мы взяли ту, которая проще других реализуется на  вычислительных машинах, а именно
                                                         trunc(x)
Эта функция дает целое число, получаемое в результате от​брасывания дробной части х. Например:
                                    trunc (5.8) = 5,      trunc(4.3) = 4 
Функция округления выражается следующим образом:
[image: image250.png]J tranc(x+0.5) xam x2=0

round (x)z\( —trunc(0.5—x) gan x <0




Пример: Решение квадратного уравнения
Этот пример заставит программиста задуматься о тех опасностях, с которыми можно встретиться, когда используется арифметика с вещественными числами, и продемонстрирует, каким образом эти опасности  можно преодолеть.
Требуется найти два корня х1 и х2 квадратного уравнения
[image: image251.png]ax xibx x+e=0 a0



 (2.3.29.1) 
Буквальный перевод хорошо известной формулы
[image: image252.png]


 (2.3.29.2) 
приводит нас к следующим инструкциям программы:
[image: image253.png]d = sqri(sqr(b}—4 = a = ¢);;
Xy = —A{b+d)/(2 % a); x;:





Допустим, что а= 1.000, b=—200.0 и с= 1.000, и предположим так​же, что все арифметические операции выполняются с четырьмя де​сятичными цифрами. В результате мы получим
[image: image254.png]d=s4r{40000—4.000)=200.0
%=400.0/2.000=200.0
x5=0.000/2.000=0.000



 (2.3.30)
Правильными результатами, однако, будут х1=200.0 и х2 =0.005. Если качество программы оценивать с точки зрения отно​сительной точности, то результат х2 следует отвергнуть как совер​шенно неверный.
Алгоритм, в котором учитывается особенность использования арифметики с плавающей точкой и конечной точностью, основыва​ется на правиле Виета
[image: image255.png]


 (2.3.31)
Теперь с помощью (2.3.29.2) вычисляется только один корень с большим абсолютным значением. Второй корень получается, сог​ласно (2.3.31), с помощью одного умножения и одного деления—опе​раций, которые сохраняют относительную точность аргументов. В результате мы приходим к следующей программе:
[image: image256.png]t= sqrt(sqr (p)—dxaxc)

if b>0q then x1 : {(b+d)/(2%a)
else x1 := (d—b)/(2«a);

x2 = ¢/{xl %a)




 (2.3.32)
В этом примере приводится довольно характерный случай, когда математические методы, известные еще со школьной скамьи
требуют дополнительного и тщательного исследования, если решение получается с помощью вычислительной машины.
2.3.2. Введение в структуры данных
Ранее мы высказали утверждение о том, что выбор структур дан​ных может существенно повлиять на скорость и эффективность реали​зованного алгоритма. В этом разделе мы введем несколько структур данных (связанные списки, стеки и очереди) и процедуры для работы с ними, которые часто оказываются полезными.
Рассмотрим преимущества и недостатки использования массивов. Среди преимуществ отметим следующие:
1.  Массивы помогают объединять множества данных в осмыслен​ные группы.
2.  Имена массивов с индексами минимизируют потребность в сле​жении за многими элементами данных с различными именами.
3.  Использование индексов обеспечивает непосредственный и ав​томатический доступ к любому элементу в массиве.
4.  Индексация позволяет также производить с помощью циклов DO и FOR автоматическую, быструю и эффективную обработку всех данных или выделенных подмножеств данных, хранимых в массивах.  В эту обработку входит инициализация,  поиск, хранение   и   модификация.
Недостатки массивов не так очевидны. Лучше всего массивы го​дятся для данных, значения которых не изменяются, порядок которых (важен он или не важен) также не изменяется. Если порядок элемен​тов в массиве подвергается изменению, то каждый раз, когда порядок меняется,  перестановка элементов требует очень много времени.
Рассмотрим, например, N-элементный массив CSl00 (N), в котором содержатся лексикографически упорядоченные имена студентов, слу​шающих в данный момент курс программирования CS100 (рис. 2.3.1, а).
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Рис. 2.3.1. Переорганизация линейного списка.
Если студенты ГРАНТ и РУЗВЕЛЬТ перестают посещать курс, а но-ный студент ДЖЕФФЕРСОН добавляется, то нам бы хотелось полу​чить новый список слушателей, приведенный на рис. 2.3.1, б. Поду​майте о трудности и стоимости написания и выполнения программы, которая смогла бы перестроить массив CS100 в соответствии с этими изменениями. С другой стороны, связанный список представляет собой структуру данных, которая требует дополнительной памяти, но тшоляет легко вносить такие изменения.
Связанные списки
На рис. 2.3.2, а массив CS100 преобразован из одномерного в дву​мерный массив CS100L. В столбце 1 массива CS100L по-прежнему со-дсржптся фамилии студентов, зачисленных на курс CS100, хотя, как явствует из рис. 2.3.2, б, теперь уже не требуется, чтобы эти фамилии были упорядочены по алфавиту. В столбце 2 массива CS100L содер​жатся неотрицательные целые числа, называемые связями или указате​лями, значениями которых являются номера строк массива, содержа​щих фамилию следующего студента (в алфавитном порядке) в текущем списке.
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Рис. 2.3.2. Переорганизация связанного  списка.
Звездочкой (*) мы отметили те указатели, значения которых из​менились в связи с удалением фамилий GRANT и ROOSEVELT и до​бавлением JEFFERSON.  Заметим,  что на рис.  2.3.2, б:
ADAMS указывает на BUCHANAN [CS100L (1, 2)=2 и
CS100L(2,  1)=BUCHANAN].
BUCHANAN  указывает на  HARRISON  [CS100L(2,  2)=4
и CS100L(4,   1)=HARRISON].
JACKSON указывает на JEFFERSON.
JEFFERSON указывает на KENNEDY и т. д.
Массив CS100L(I, J) размера N×2 работает как линейный свя​занный список. Линейный связанный список — это конечный набор пар, каждая из которых состоит из информационной части INFO (ИНФО) и указующей части LINK (СВЯЗЬ). Каждая пара называется ячейкой. Если ми хотим расположить ячейки в порядке   [image: image259.png]€11y Cizy o o





[image: image260.png]Ciys



 то СВЯЗЬ [image: image261.png]


 для [image: image262.png].y n—1,




а СВЯЗЬ (in=0) и
указывает на конец списка.
На рис. 2.3.3, а приведена стандартная диаграмма линейного свя​занного списка; на рис. 2.3.3, б приведена диаграмма связанного спи​ска с рис. 2.3.2, б. Заметим, что GRANT и ROOSEVELT отсутствуют в списке на рис. 2.3.3, б, хотя они присутствуют на рис. 2.3.2, б как
заштрихованные элементы. При реализации связанных списков участ​вует переменная FIRST (ПЕРВЫЙ) или HEAD (ГОЛОВА), значение которой есть адрес первой ячейки списка (рис. 2.3.3, а).
Как было указано выше, одно из главных преимуществ связанных списков заключается в том, что можно легко удалять и добавлять эле​менты списка. Далее мы приводим два алгоритма, которые можно использовать при выполнении модификаций, требуемых для преобра​зования   рис.   2.3.2, а  в  2.3.2, б.
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Рис. 2.3.3. Диаграммы линейных связанных списков.
Первый алгоритм будет удалять заданный элемент из связанного списка. Этот процесс иллюстрируется на рис. 2.3.4, где мы ищем ячейку сi, у которой ИНФО(i)=ТРИ, передвигая указатели PREV и PTR до тех пор, пока такая ячейка не найдена. Затем мы заменяем значение СВЯЗЬ в ячейке, на которую указывает PREV, на значение СВЯЗЬ в ячейке, на которую указывает PTR. Далее следуют блок-схема (рис. 2.3.5), формальное описание и реализация (рис. 2.3.6) этого   алгоритма.
Algorithm DELETE (УДАЛЕНИЕ). Удаляется ячейка сi, у которой INFO(i)=VALUE из связанного списка, первая ячейка которого за​дается  переменной  FIRST. 
Шаг 1. [Выбор первой ячейки] [image: image264.png]Set PTR <« FIRST; PREV = 0.




Шаг 2. [Ячейка пуста?] [image: image265.png]


шаг 3 od.
Шаг 3. [Это она?][image: image266.png]If INFO (PTR)=VALUE




then [Это первая ячейка?]
[image: image267.png]if PREV=0 then



 [удалить спереди]
[image: image268.png]set FIRST«LINK(PRT), and
STO!




else [удалить изнутри]
[image: image269.png]set’ LINK(PREV)* LINK(PTR);
and STOP fi




else [Выбор следующей ячейки]
[image: image270.png]



Шаг 4. [Не в списке] НАПЕЧАТАТЬ «ЗНАЧЕНИЕ НЕ В СПИСКЕ»; and STOP.
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Рис. 2.3.4. Удаление  ячейки  из  связанного  списка.
Следующий алгоритм будет вносить в связанный список новую ячейку. Предположим, что в списке ячейки упорядочены в порядке возрастания содержимого поля ИНФО (INFO). Этот алгоритм анало​гичен алгоритму DELETE (УДАЛЕНИЕ) в том отношении, что при выполнении операции внесения используются указатели PREV и PTR.
На рис. 2.3.7 проиллюстрирован процесс внесения, причем мы предполагаем, что
ОДИН < ДВА < ТРИ < ЧЕТЫРЕ
На рис. 2.3.8 и 2.3.9 приведены блок-схема и реализация следую​щего  алгоритма:
Algorithm  INSERT (ВНЕСЕНИЕ).  Внести новую ячейку  ROW (РЯД), где INFO(ROW)=VALUE, в упорядоченной связанный список, первая ячейка которого задается в FIRST (ПЕРВЫЙ). 
Шаг 1. [Выбор первой ячейки]  Set PTR ←FIRST;  PREV←0.
 Шаг 2. [Ячейка пуста?] While РТК≠0 do шаг 3 od.
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Рис. 2.3.5. Блок-схема   алгоритма   DELETE   (УДАЛЕНИЕ).

Шаг 3. [Предшествует   ли   новая   ячейка   выбранной?]    If
VALUE<INFO(PTR)
 then [вносится спереди?]
if PREV=0 then [внести новую ячейку спе​реди]
[image: image273.png]set FIRST < ROW;
LINK(ROW) <« PTR;
and STOP




else [внести  новую  ячейку
внутрь]
[image: image274.png]set LINK(PREV) -
«— ROW: LINK (ROW) «




[image: image275.png]-«— PTR; and STOP i




else [Выбрать очередную ячейку]

[image: image276.png]



Шаг 4. [Список пуст?]  If PREV=0
then [внести новую ячейку как единственную ячейку в списке]

[image: image277.png]set FIRST «<— ROW; LINK(ROW)«(; and STOP




else [внестиновую ячейку в конец списка]

[image: image278.png]set LINK(PREV) <~ ROW; LINK(ROW) <~ 0; and
o STOP fi.




Списки смежности

В одном из эффективных способов представления сети G=(V, E) используются связанные списки смежности. Это представление сильно напоминает векторы смежности (см. разд. 2.2), но, как правило, требует меньше памяти. 
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Рис. 2.3.6. Реализация алгоритма  DELETE.
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Рис. 2.3.7. Внесение ячейки в связанный список.
На рис. 2.3.10, в приведено представление сети G с рис. 2.3.10, а в форме связанного списка. Это представление зависит как от разметки вершин v1; v2, . . ., vМ, так и от порядка, в котором задаются ребра G (случайное упорядочение ребер приведено на рис. 2.3.10, б).
Чтобы определить, какие вершины являются смежными для данной вершины при представлении в форме связанного списка, мы должны следовать указателям в столбце с названием NEXT. Например, для того чтобы найти вершины, смежные с вершиной 3, мы определяем, что NEXT (3) = 12. Проверяя двенадцатую строку, мы видим, что                        ADJ (12)=4, т. е. вершина 3 смежна вершине 4. Мы также видим, что EXT(12)=7. Так как ADJ(7) =1, вершина 3 смежна с вершиной 1.
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Рис. 2.3.8. Блок-схема   алгоритма    INSERT   (ВНЕСЕНИЕ).
И наконец, так как NEXT(7)=0, вершина 3 не смежна ни с какой дру​гой  вершиной.
Это представление требует 2(M+2N) слов памяти, где М — число вершин и N — число ребер в G. Заметим, что 2M этих слов                              ADJ (1), . . . , ADJ(M) и М слов, для которых NEXT(i)=0, имеют значение, равное 0. Впрочем, первые М слов массива ADJ могут быть использо​ваны для хранения полезной информации о вершинах [image: image282.png]Uy Yoy v o v 5 Uy



 Например, в них можно запоминать значения степеней di для vi.
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Рис. 2.3.9. Реализация   алгоритма   INSERT   (ВНЕСЕНИЕ),
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Рис. 2.3.10. Представление сети в форме связанного списка.
На рис. 2.3.11 приведен фрагмент программы на Фортране, с по​мощью которого можно получить списки смежности на рис. 2.3.10, в по ребрам,  заданным в порядке, указанном на рис. 2.3.10, б.
Стековые списки и стеки
Мы увидели, что (линейные) связанные списки — это эффективная структура данных для моделирования ситуаций, в которых подверга​ются изменениям упорядоченные массивы элементов данных. В част​ности, это справедливо для случая, когда модификациями являются главным образом внесение элементов в середину массивов или удале​ние элементов из середины массива. Когда модификации касаются лишь начала и конца, необходимость в связанных списках исчезает, и становятся достаточными простые линейные (одномерные) массивы.
В качестве примера рассмотрим следующую задачу. Во всех ком​пиляторах с языков программирования требуется узнавать, является
ли произвольное выражение правильно построенным. В частности, нужно определять, правильно ли расставлены в выражении скобки. Например,  последовательность
[image: image285.png]



представляет правильную последовательность скобок,  а
[image: image286.png])«

)

(

)]




неправильную (есть лишние левые скобки). В более широком матема​тическом контексте в арифметическом выражении обычно встречаются также квадратные скобки [   ] и фигурные скобки {   }.
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Рис. 2.3.11. Фрагмент программы для представления сети в форме связанного спискa.
Предположим, что вас попросили разработать алгоритм определе​нии того, что произвольная последовательность круглых, квадратных и фигурных скобок является правильно построенной. Что мы понима​ем иод правильно построенной последовательностью? Обычное опреде​ление состоит в следующем:
1.   Последовательности   (   ),   [    ]   и   {    }   являются   правильно построенными.
2.   Если последовательность х правильно построенная, то правиль​но построены и последовательности (х),  [х] и {x}.
3.   Если последовательности х и у правильно построенные, то тако​ва же и последовательность ху.
4.  Правильно построенными являются лишь те последовательно​сти,   правильность   которых   следует  из   конечной   последова​тельности применений правил 1, 2 и 3.
Это определение определяет правильно построенные последова​тельности конструктивно. Например, следующие последовательности являются   правильно   построенными:
[image: image288.png]OSpasorana ¢ nowomio
rpaBHit

Buement TlocneoBaTeALHOCTE.

a ) 1

& 1l 2ua

€ {1 216

e {Cme{ 1} I.3ne
@ qom{ 2mne

e 1) y» 1,3n2
£ {0 1ot m 2ue





Обычно, чтобы установить, являются ли выражения такого типа правильно построенными, используют стековую память (или просто стек), которая представляет собой бесконечную в одну сторону после​довательность слов памяти, как изображено на рис. 2.3.12.
[image: image289.png][« Beputina





Рис. 2.3.12.   Диаграмма стековой памяти.               
Для запоминания элемента данных в стеке элемент заносят в верхнее слово ТОР (ВЕРШИНА), сдвигая тем самым вниз (по одному слову) все другие слова, хранящие​ся в стеке (совершенно аналогично тому, как в столовой складывают подносы в стоп​ку). Выбор элементов данных из стека воз​можен лишь считыванием по одному за раз из слова ТОР, причем все остальные эле​менты данных сдвигаются вверх.
Мы не имеем права выбирать элементы  данных внутри стека. (В столовой мы обычно не выбираем двадцатый поднос из стопки.               подносов.)  Иногда термин «стек» обозначает стековую память, когда нам разре​шено считывать элементы, находящиеся ниже слова ТОР, но не раз​решается изменять их значения или добавлять новые элементы ниже слова ТОР.
Покажем на примере, как стековая память помогает нам легко определить, является ли такая последовательность, как                                      g={[ ] ({[ ()]}{ })}, правильно построенной. Элементы g будем обозначать [image: image290.png]


 где xі есть одна из скобок {, }, (, ), [ или ]. Элементы {, ( и [ назовем ЛЕВЫМИ символами; скажем, что xі — левый партнер xj, если хі=[ и хj=], или xі =( и хj =), или xі={   и хj =}.
Algorithm WELLFORMED (ПРАВИЛЬНО ПОСТРОЕННАЯ).
 Оп​ределяет, является ли произвольная последовательность символов [image: image291.png]


 где каждый xі — одна из скобок {, }, (, ), [, или ], правильно построенной. 
Шаг 0. [Инициализация][image: image292.png]



 Шаг 1. Читается последовательность слева  направо]
[image: image293.png]While /<N do through mar 3 od.




Шаг 2. [Записывается в стек ЛЕВЫЙ символ] 
if xі ЛЕВЫЙ символ then [записывается xі]
else [выбирается символ из стека]
 if TOP левый партнер xі
then выбрать элемент ТОР из памяти 
else  НАПЕЧАТАТЬ  «НЕПРАВИЛЬНО    ПО​СТРОЕННАЯ»; and STOP fi fi. 
Шаг 3. [Прочесть следующий символ] Set І←І+1. 
Шаг 4. [Память  пуста?]  If TOP=0 then  PRINT «ПРАВИЛЬНО ПОСТРОЕННАЯ»;
else  PRINT  «НЕПРАВИЛЬНО  ПОСТРОЕННАЯ»  fi;    and
STOP.
Применим теперь алгоритм ПРАВИЛЬНО ПОСТРОЕННАЯ к по​следовательности
[image: image294.png]



На рис. 2.3.13 приведено содержимое стека, соответствующее операци​ям чтения элементов из g слева направо. Целое значение над І-й конфи-гурацией стека указывает на то, что в данный момент читается хі-й символ.
Для реализации стека на Фортране мы возьмем одномерный массив STORE [описанный как STORE (M)] и целую переменную с именем ТОР. Всегда, когда нам нужно поместить на вершину стека элемент             Х (І), мы выполняем следующие простые команды:
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Рис. 2.3.13. Конфигурации стековой памяти при работе алгоритма WELL-FORMED (ПРАВИЛЬНО ПОСТРОЕННАЯ).
Далее для выбора элемента выполняются следующие команды:
[image: image297.png]IF (TOP. EQ. 0) GO TO 300
X(1)==STORE(TOP)
TOP=TOP—1
GO TO 400

300  PRINT «CTEK OYCT»
400  CONTINUE




Очереди
В стековой памяти для внесения и удаления элементов можно поль​зоваться только словом ТОР. В очереди элементы добавляются с од​ного конца, а выбираются с другого. Эти элементы обычно называются началом (FRONT) и концом (REAR) очереди. Термин «очередь» вы-
бран потому, что эти структуры данных часто используются для моде​лирования обслуживающих линий, например, люди в очереди к парик​махеру, автомобили у светофора, очередь заданий операционной сис​темы.
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Рис. 2.3.14. Реализация  очереди  с  использованием  линейного  массива.
Для моделирования очереди, как правило, используют линейный массив [например, QUEUE (500)1 и две целые переменные FRONT и REAR, которые указывают на первые и последние элементы очереди соответственно. Вначале REAR≥FRONT, но когда к очереди добавит​ся свыше 500 элементов, то, по-видимому, некоторые записи будут уда​лены из начала очереди. Если это так, то, чтобы не допустить пере​полнения массива, мы присваиваем REAR = 1 и продолжаем заполнять очередь с начала массива. Впрочем, REAR никогда не должен перего​нять FRONT.
На рис. 2.3.14 показано то, что называется ситуацией одна оче​редь — одно обслуживание. В этом примере емкость очереди 5, конкрет​ные клиенты помечены метками от А до Н, первый ожидающий в оче​реди клиент обслуживается за три единицы времени, после чего он покидает очередь. В момтент Т=0 очередь пуста, и значения FRONT (F) и REAR (F) равны нулю. В момент Т=1 прибывает А, ждет 3 единицы времени и покидает очередь в момент Т=4. Клиенты В, С, D, E, G и Н прибывают в моменты времени 2, 3, 4, 7, 8 и 9 соответственно. С ждет 4 единицы, прежде чем продвинуться в начало очереди, и покидает ее п момент Т=10. Когда прибывает G, в момент Т=8, конец очереди находится в массиве в положении 5. Здесь мы помещаем G в положение 1 очереди и присваиваем R = 1. Когда в момент Т=9 прибывает Н, в R засылается 2, в этот момент очередь полностью заполнена. Теперь конец очереди сравнялся с ее началом, и, пока С не покинет очередь, в нее становиться нельзя.
Подпрограмма QADD (рис. 2.3.15) добавляет элемент VALUE к очереди. Предполагается, что, когда очередь пуста, FRONT = REAR = =0. Процесс удаления элемента из очереди аналогичен. Подпрограм​ма QDELET (рис. 2.3.16) выполняет эту работу; при удалении из очереди последнего элемента программа присваивает величинам FRONT и REAR значения, равные 0. Позже очереди будут рассмотрены с точки зрения моделирования.
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SUBROUTINE QADD (QUEUEN.FRONT¢REARVALUED
INTEGER QUEUVE(N) 1FRONT +REARSVALUE

IPOBEPKA, MYCTA /M1 OHEPERk,
IF ( REAR JNEs G } GOTO 20
TOrAA {A05ABMTE NEPBHI ANEMEHT)
FRONT =
REAR =
auzu:u) VALUE
RETURN
NPOBEPKA, REAR=N?
1F t REAR ,NE4 N ) GOTO 40
TOrAA (YCTAHOBMTD SHAYEHME REAR=0)
REAR = 0
NEPEABAHYTH REAR.
REAR = REAR+I
TIPOBEPKA HE NEPENOHANACK /H 04£PERbe
1F { REAR JNE» FRONT 3 6070 69
TOrAA
WRITE(641000)
FORMAT (14% QUEVE 1S FULL)

REAR = REAR-1
IF { REAR +EQy 0 ) REAR 5 N
RETURN

UHAYE (ROBABMTH K REAR}
QUEUE(REAR) = VALUE

RETURN
END




Рис. 2.3.15. Подпрограмма, добавляющая к очереди один элемент. (Текст в операторе 1000: «Очередь полна».)
Деревья
Линейные массивы можно также использовать для компактного представления деревьев определенного вида. Пусть Т — дерево с М вершинами, в котором вершины помечены целыми числами 1,2,..., М. Говорят, что дерево Т рекурсивно помечено (или рекурсивное), если каждая вершина с меткой больше 1 смежна ровно с одной вершиной, у которой метка имеет меньшее значение. На рис. 2.3.17 приведены примеры рекурсивного дерева Т1 и нерекурсивного дерева Т 2.
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SUBROUTINE GOELET (QUEUE+N+FRONYREARVALUE)
INTEGER QUEUE{NIVFRONTIREARSVALUE

RPOBEPKA, NYCTA W DYEPELk
IF  REAR 4NE¢ 0 7 GOTO 20
TOFRA
WRITE(5+1000)
FORMAT (15H QUEUE 1S EMPTY)
RETURN
NPOBEPKA: OCTANCH TONGKO OAVH QMEMERTZ
IF { FRONT oNEs REAR 3 GOTO 49
TOFAA (YCTAHOBUTE MYCTYH) OYEPEAL)
VALUE = QUEUEIFRONT)
REAR = g
RETURN
VEANWTE M3 OUEPEDM SREMERT H NEPEABHHYTS:
FRONT
VALUE = QUEUE(FRONT}
FRONT = FRONT+1
EGNH FRONT >N, TO YCTAHOBUTE FRONT=1.

2IF ( FRONY +GTe N } FRONT = 1
RETURN

END





Рис. 2.3.16. Подпрограмма, удаляющая из очереди один элемент. (Текст в операторе 1000:   «Очередь   пуста»).
[image: image301.png]



Рис. 2.3.17. Рекурсивное дерево Т1, и нерекурсивное дерево Т2.
На примере линейного массива ДЕРЕВО показано, как компактно можно представить рекурсивное дерево Т1; ДЕРЕВО (І)=J  обоз​начает, что вершина І смежна вершине J.
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2.3.3.   Файловая структура данных

2.3.3.1. Понятие файла
Для всех рассмотренных ранее типов данных наиболее харак​терны два свойства: неделимость и упорядоченность их значений. Поэтому они и называются скалярными типами. Например, каждое значение типа integer (т. е. каждое целое число) есть объект, не рас​падающийся на компоненты, а множество целых чисел упорядочено. Следовательно, совершенно бессмысленно ссылаться на і-ю цифру (компоненту) целого числа; можно, однако, говорить об i-й цифре десятичного представления целого числа, которое само по себе яв​ляется не целым числом, а последовательностью литер. Поэтому в данном случае, очевидно, удобно иметь возможность адресоваться к представлению числа как к одному объекту, хотя он и состоит из отдельных цифр. Эта возможность давать коллективное имя всему множеству элементов имеет большое значение в обработке данных вообще. Такие множества значений или переменных с одним общим именем называются структурными. Существует несколько методов структурирования, каждый из которых отличается способом досту​па к индивидуальным компонентам и, следовательно, способом обо​значения этих компонент.
Переменные, состоящие из нескольких компонент, называются структурными переменными. Для определения типа (диапазона значений) структурной переменной необходимо задать
а) способ структурирования и 
b) тип(ы) ее компонент.
Во многих отношениях простейшей структурой данных является последовательность. По-видимому, наиболее известным примером пе​ременной с последовательной структурой является колода карт. В области обработки данных для описания последовательности часто используется термин последовательный файл. Здесь мы будем го​ворить просто файл, подразумевая, что он «последовательный». Чтобы определить тип F, т. е. диапазон значений, которые являются последовательностями компонент типа T,  мы используем запись
type F =file of T                            (1)
Очевидно, все компоненты последовательностей, определенных та​ким образом, должны быть одного и того же типа Т.
Пример:
type text=filt of char
Такой (заметим, кстати, бесконечный) диапазон значений можно определить формально с помощью операции конкатенации: конка​тенация  двух  файлов
[image: image303.png]=Xy, Xz ... Xp) H Pp={1, Y2, .. Yn?




обозначается как
[image: image304.png]a-B=0 . . Xm Y Yo - e Yn)



 (2)
Тогда диапазон значений типа F, соответствующий (1), строго определяется следующими аксиомами:
1) [image: image305.png]


есть файл типа F (пустая последовательность),
2)  если f есть файл типа F и t есть объект типа Т, то [image: image306.png]


 есть файл типа F,
3)  никакие другие значения не являются файлами типа F.
 Описание файловой переменной f соответствует соглашениям,
Принятым ранее:
[image: image307.png]varf: F wmn varf:fileof T



 (3)
Ее значением по определению всегда будет файл типа F. По причи​нам, которые мы объясним позже, мы предполагаем, что с каждым описанием новой файловой переменной f автоматически вводится дополнительная переменная типа Т. Такую переменную мы будем называть буферной переменной и обозначать f↑. Она ис​пользуется либо для добавления новой компоненты в конец файла, либо для выборки компонент из файла при просмотре.
Файлы играют важную роль в любой вычислительной системе. Файловая структура соответствует данным, хранящимся на устрой​ствах, в которых используется механическое перемещение, и поэтому последовательный доступ к компонентам часто оказывается единст​венно возможным, так как ячейки памяти проходят под головками чтения или записи в строго последовательном порядке. Операции, которые вычислительная система может выполнять на различных устройствах памяти, определяются принципами, заложенными в их конструкции. В следующих широко используемых устройствах дан​ные обычно хранятся в виде последовательных файлов.
1.  Магнитные ленты, диски и барабаны. Возможно чтение, за​пись и стирание (при смене позиции и повторной записи).
2.  Читающие устройства, устрой​ства вывода. Для  читающих устройств возможно только последовательное чтение. 
3. Печатающие устройства. Соответствующий файл, компонен​тами которого являются литеры, предназначенные для печати, называется файлом вывода.
Привязка файлов к тем или иным конкретным устройствам и вытекающие из этого ограничения на правила работы с файлом за​даются так называемой диспозицией. Но поскольку нас не интере​сует физическое представление данных, то нам не нужны языковые средства для задания диспозиции.
Понятие файла используется как абстракция данных, хранящих​ся на любом из запоминающих устройств, и позволяет единообразно формулировать их общие характеристики, а также операции над ними. В следующих разделах описываются наиболее важные опера​ции с файлами.
2.3.3.2. Генерирование файла
При описании файловой переменной указывается ее имя, струк​тура и тип. Кроме того, подразумевается, что вначале число компо​нент равно нулю. Число компонент называется длиной файла. Файл с нулевой длиной называется пустым и обозначается как < >. Длина растет по мере того, как добавляются новые компоненты с помощью стандартного файлового оператора put. Оператор put (f) мы опреде​ляем как процедуру, которая добавляет в конец файла f одну-единственную компоненту. Значение этой компоненты копируется из буферной переменной, которая появляется неявно в связи с опи​санием файла f (2). Формально результат выполнения инструкции put(f) можно выразить следующим образом:
[image: image308.png]{F=a) A (ft=x)} put(fy {f=a <0}



 (4)
В целях более эффективной реализации файлов на  вы​числительных машинах выгодно запретить пользоваться значением буферной переменной f↑ после операции put (f). Поэтому мы считаем, что после операции put(f) значение переменной f↑не определено.
Пример: Генерирование файла
Требуется сгенерировать файл целых чисел, в котором значение каждой i-й компоненты равно i2 и который содержит квадраты всех натуральных чисел, не превосходящих п. (Заметим, что из рекур​рентных соотношений
[image: image309.png]G=a b |
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 (5)

и a1=b1=1 непосредственно следует, что аi= i2)
[image: image310.png]var A, B:integer;
f:tile of integer;
begin A :=1; B := 1;
repeat {. (B+ I)‘/;i}
t (M
= B+2 A:= A+B
unhl A>n
end.




 (6)
2.3.3.3. Просмотр файла
После того как генерирование файла окончено, он пригоден для просмотра. Просмотр осуществляется строго последовательно, начиная с первой компоненты файла. Во время просмотра важной характеристикой файла является его позиция, которая отделяет уже просмотренную часть файла от еще непрочитанной. 
При генерации файла его позиция задается неявно, поскольку новые компоненты добавляются в конец файла, в то время как в процессе просмотра файла его позиция должна быть указана явно. Удобным явным заданием позиции может служить указание двух частей файла: [image: image311.png]=t



—уже прочитанной части файла, и [image: image312.png]T



—еще не про​читанной части файла. При конкатенации этих двух частей всегда получается весь файл:
[image: image313.png]


 (7)
Текущей просматриваемой компонентой можно тогда считать пер​вый элемент[image: image314.png]T



т. е.[image: image315.png]First({xy, Xay » + 5y Xp))=X1




Теперь введем стандартный файловый оператор reset (f), который вызывает установку файла в начальную позицию. Формально эту операцию можно описать следующим образом:
[image: image316.png]{F=cd reset () (=< AF=a) A Gt=rfirst (0}



 (8)
В этом определении предусматривается также присваивание буфер​ной переменной f↑ значения первой компоненты файла, если, ко​нечно, она есть. Для перехода к следующей компоненте мы вводим оператор get(f). При выполнении этого оператора позиция файла смещается на одну ячейку вправо и переменной f↑ присваивается зна​чение следующей компоненты. Формально оператор get можно опре-
делить следующим образом:
[image: image317.png](=) A F=co>-B) gt ()
{(F=o-c00) A F=P) A (Ft=first ()}



 (9)
Заметим, что равенство[image: image318.png]Fr=first ()




встречается в консеквентах операторов reset и get. Однако функция получения первого элемента (first) определена только в том случае, когда[image: image319.png]T



содержит по крайней мере одну компоненту, т. е. если[image: image320.png]


 не пустая часть файла. Поэтому необходимо иметь возможность про​верить, является ли[image: image321.png]


пустой частью. Эту возможность мы предо​ставляем в виде следующей логической функции (eof— end of fi​le — конец файла):
[image: image322.png]eof () = F=<>



 (10)
Следовательно, после операций reset (f) и get (f) значение f↑ опреде​лено только в случае [image: image323.png]



Помимо операторов put, reset, get и функции eof введем четвертый и последний файловый оператор rewrite (f). Он позволяет уничтожить значение файловой переменной и дает возможность генерировать новый файл с тем же именем. Действие этого оператора формально можно описать следующим образом:
[image: image324.png]rewrite(f)y {f=(



 (11)
Допустимые последовательности операций над файлами представле​ны на диаграмме (12). На этом графе ясно показано, что «фаза» генерирования файла во времени отделена от «фазы» просмотра файла.
[image: image325.png]


 (12)
Наиболее подходящей конструкцией для описания просмотра файла, если учесть его последовательную структуру, является цик​лическая инструкция. После обработки очередной компоненты файла в инструкции S переменной f ↑ с помощью операции get (f) присваивается значение следующей компоненты и позиция файла смещается на одну ячейку. Это представлено схемой программы (13).
[image: image326.png]while — eof (f) do
begin S; gef (f)
end




 (13)
Если файл f не пустой (и только в этом случае), можно использовать схему (14). Тогда схема (14) эквивалентна схеме (13):
[image: image327.png]repeat S; get(f)
untit eof(f)



 (14)
Пример: Подсчет количества компонент файла.
 Требуется вычислить длину файла f и полученное значение при​своить переменной L. Используя схему (13) и подставляя L : = L+1 вместо S, получим программу (15).
[image: image328.png]var L: mleger,
begin L
while - eof (fy do
hegm {L_— YHCI0 MPOYHTAHHBIX KOMTIOHEHT}
= L+1; get ()
end
end.



 (15)
Пример: Вычисление среднего значения и дисперсии.
 Дано п>0 измерений хi, представленных в виде файла f вещест​венных чисел. Необходимо вычислить среднее значение т и стан​дартное отклонение s по формулам
[image: image329.png]1
=y st
L



 (16)
Воспользовавшись   схемой   (14),   получим   программу   (17).
[image: image330.png]var f:file of real;
m, s:real; n:integer;
begin {renepuposanne f}
ni=0,m:=0;5 :=0;
repeat n 1= n+1; m 38 1= s5+sgr(ft)
{#== KOIHYeCTBO, M = CyMMa, §=CYyMMa KBaAPaToB
MPOUMTAHREIX 3HaueHuil} gef (f)

until eof (f)
m = mfn; s 1= sqrt(sin—sqr (m))
end.



 (17)
               2.3.3.4. Текстовые файлы
Файл, компонентами которого являются литеры, предназначен​ные для печати, называется текстовым файлом. Текстовые файлы играют большую роль при обработке данных, поскольку в большин​стве программ для ввода и вывода данных используются текстовые файлы. Результаты вычисле​ний, печатаемые на бумажном носителе, поток данных между терми​нальными телетайпами и вычислительной машиной — все это рас​сматривается как текстовые файлы. Можно считать, что вычисли​тельный процесс, использующий любую из этих сред в качестве но​сителя данных, осуществляет преобразование одного текстового файла, называемого input (ввод), в другой текстовый файл, назы​ваемый output (вывод).
[image: image331.png]otin nput
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Поэтому удобно ввести стандартный тип и две стандартные пере​менные. Предполагается, что они определены в любой вычислитель​ной системе, т. е. неявно описаны следующим образом:
[image: image332.png]type fext = file of char
var input, output: text



 (18)
Предполагается, что эти две переменные в любой вычислитель​ной системе обозначают носители ввода и вывода. Поэтому разумно ввести для них следующие ограничения.
1. Файл input можно просматривать только один раз, его нельзя повторно генерировать и нельзя вернуться к какой-либо прежней позиции. Следовательно, допустима только одна операция get. Генерирование этого файла (см. 12) про​исходит  заранее  до  запуска соответствующей  программы.
2.  Файл output можно только генерировать, его нельзя читать и нельзя смещать позицию. Следовательно, допустима только одна операция put. Просмотр этого файла (см. 12) осущест​вляется после завершения соответствующей программы.
Относительно управляющей литеры eol следует помнить следующее:
если файл output печатается, то каждая литера eol включает механизм транспорта бумаги в печатающем устройстве.
Поскольку эти два стандартных файла присутствуют практиче​ски в каждой законченной программе, мы вводим сокращения (19), которые применяются только в отношении этих двух файлов. Здесь[image: image333.png]


   обозначают переменные,[image: image334.png]


— выражения типа char.
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 (19)
Пример: Исключение лишних пробелов
Непустой файл input копируется в файл output так, что каждая последовательность подряд стоящих пробелов заменяется одним пробелом. Предполагается, что последняя литера файла input не есть пробел. Заменяя соответствующим образом инструкцию S в схеме (13), получим программу (20).
[image: image336.png]var c:char;
begin while — eof (input) do
begm rcad (r), wnte(c),
if c="" then
begin repeat read(c) until cs%* 3
write(c)
end
end
end.



 (20)
Пример: Графическое представление функции
Вещественная функция f представляется в виде графика на построчно печатающем устройстве. Можно, например, печатать звездочку в позициях, соответствующих координатам [image: image337.png](Xos o)y + - -



[image: image338.png]oo (X, Un)y



 где [image: image339.png]Xoy + v oy Xy



 — равноотстоящие абсциссы. Предположим, что ось абсцисс направлена вдоль бумаги и масштаб выбран так, что [image: image340.png]


 соответствует расстоянию между соседними строками. Чтобы определить положение звездочки с коорди​натой хi, необходимо вычислить [image: image341.png]


 умножить yi на масштаб​ный множитель s и округлить произведение до ближайшего целого числа. Полученное значение соответствует числу пробелов, пред​шествующих звездочке в строке. В программе (21) для конкрет​ности предполагается, что
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const d=0.03125; s=50; h=65; c=6.28318; lim= 128;

var x, yireal; i,n: integer;
begin 0;
repeat x 1= ixd; y 1= exp(—x)ssin(Cxx);
n i= round (s»y)+h
repeat write (' ), n 1= n—1
until n=0;

write («', eoll; £ 1= (41
until i=lim
end.



 (21)
С помощью литеры eol текстовые файлы разбиваются на отдель​ные строки. Это типичный пример разбиения файла на логические секции. Секции (в данном случае строки) могут состоять из разного числа компонент (в данном случае литер). Естественно, разбиение файла на логические секции оказывает влияние на структуру прог​раммы просмотра этого файла. Лучше всего рассматривать файл как последовательность секций, каждая из которых заканчивается спе​циальной литерой-разделителем, а сами секции можно рассматривать как последовательности компонент исходного файла.
Наиболее приемлемой структурой для такой программы просмот​ра будет вложенный цикл. Во «внешнем» цикле при каждом повторе​нии обрабатывается одна секция, а во «внутреннем» — одна компо​нента. Сказанное можно выразить схемой программы (22), в ко​торой учитывается специальный случай, когда секциями являются, строки текстового файла, а разделителем — литера eol.

[image: image343.png]while = eof (input) do

begin read (c); Sl;
while ¢ =eol do
begin S2; read (0)
end;
88

end




 (22)
В этой схеме инструкция S2 специфицирует действия, выполняемые применительно к каждой компоненте файла, кроме разделителей строк. Инструкции S1 и S3 специфицируют действия, которые долж​ны выполняться соответственно в начале и в конце каждой строки. Если достоверно известно, что файл содержит по крайней мере одну строку, а каждая строка содержит по крайней мере одну лите​ру (помимо eol), то вместо (22) можно воспользоваться схемой (23).
[image: image344.png]repeat read (c); Sl;
repeat {c=eol}
S82; read (c)

until ¢=eol;

until eof(input)




 (23)
Пример: Включение в текст литер, управляющих печатью В практике использования алфавитно-цифровых устройств очень часто первая литера каждой строки воспринимается устройством не как обычная литера, которая должна быть напечатана, а как управ​ляющая литера. Эта литера управляет транспортом бумаги при переходе на следующую строку или следующую страницу. Соглаше​ние возникло как результат широкого применения техники буфе​ризации данных вывода (например, если данные необходимо сохра​нить до тех пор, пока не освободится устройство). Поэтому нужно, чтобы данные, поступающие на печатающее устройство из буферной памяти, содержали необходимую управляющую информацию, и включение ее в файл в виде дополнительной литеры в начале каждой строки имеет очевидные преимущества. Ниже приводятся некоторые из таких управляющих литер.
[image: image345.png]


 (пробел) обычный интервал между строками 
[image: image346.png]


 двойной интервал между строками 
[image: image347.png]


 переход к следующей странице
В этом примере программа копирует файл input в файл output и при этом в начало каждой строки вставляет один пробел, чтобы при печати между строками был обычный интервал. Программа (24) получается из схемы (22) подстановкой соответствующих инструкций write вместо             S1, S2 и S3.
[image: image348.png]var c:char;
begin
while 7 eof (input) do
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 (24)
2.3.3.4. Масив как структура ланных
Подобно файлу, переменная, имеющая структуру массива, яв​ляется совокупностью компонент-переменных одного и того же типа. У массива, однако, есть характерные особенности, которые позволяют четко различать эти два вида структур.
1.   Каждая  отдельная  компонента  массива   может  быть  явно обозначена и к ней имеется прямой доступ.
2.  Число компонент массива определяется при его описании и в дальнейшем не меняется.
Эти особенности массива требуют определенных соглашений в нотации,  чтобы можно было
(a)  обозначать отдельные компоненты массива и
(b)  определять типы для массивов.
Для обозначения компонент используется имя переменной-массива и так называемый индекс, который однозначно указыва​ет желаемый элемент. Тот факт, что индекс может быть вычисляе​мым объектом, выделяет массив среди многих других структур данных. Индексы, следовательно, должны иметь один из доступных типов данных, который называется типом индекса массива. Мы усло​вимся, что типами индексов могут быть только скалярные типы. Поэтому все элементы массива линейно упорядочены. Теперь мы постулируем следующие соглашения, касающиеся нотации:
1. Определение типа для массивов включает спецификации типа компонент и типа индексов. Существует взаимно однознач​ное соответствие между компонентами массива и значениями индекса. Определение типа для массивов имеет следующий вид:
[image: image349.png]type A=array [T1] of T2



 (25)
где А — идентификатор нового типа, Т1 — тип индекса, а Т2 обозначает тип компонент. Ниже приводятся примеры описания массивов {с безымянными типами).
[image: image350.png]var ¥ : array [1..20] of real
var y : array [color] of color



 (26)
В соответствии с этими описаниями х состоит из 20 компонент типа real со значениями индекса 1,2,. . .,20 и у имеет четыре компоненты типа color со значениями индекса красный,  желтый,  зеленый,  голубой.
2. Элемент массива А,  соответствующий значению индекса  i, обозначается как A[i] или Aі. Примеры (см. 26):
[image: image351.png]x [10} x [i+])
y lrpacusiti] y [y [oceamauil]



 (27)
Два массива считаются равными тогда и только тогда, когда их типы совпадают и все соответствующие компоненты по​парно равны, т. е.
[image: image352.png]Ana Beex i




 (28)
Поскольку каждую компоненту можно явно обозначить, естественно потребовать, чтобы элементы массива (в памяти вычислительной машины) были одинаково доступны. Тем самым налагаются серьезные ограничения на выбор запоминающих устройств, пригодных для представления переменных, являющихся массивами. В частности, для этой цели не годятся все устройства с последовательной выборкой. Крайне желательно иметь запоминающие устройства с одинаковым временем выборки из любой ячейки памяти. Самыми известными представителями такого класса устройств являются память на магнитных сердечниках и полупроводниковые запоминающие устройства на интегральных схемах, в которых нет механически перемещающихся деталей. Такие устройства называются запоминающими устройствами с про​извольным доступом, поскольку к любой случайно выбранной ячей​ке можно получить немедленный доступ. Если объем данных таков, что они укладываются в прямо адресуемую память машины — так называемую первичную память,— то такие данные целесообразно представить в виде массива. В противоположность первичной па​мяти имеющиеся в вычислительной системе запоминающие устрой​ства большой емкости с последовательным доступом называются вторичной памятью.
Пример: Поиск компоненты массива
Задан массив   с  компонентами[image: image353.png]Alll, ..., Alul



и значение х.
Присвоить q значение false, если нет k, такого, что A [k]=x.
В противном случае q присвоить значение true, а переменной i при-
своить значение k.
[image: image354.png]var i O .. n; g:Boolean; {n> 0}
Azarray [1..n] of T;
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end.



 (29)
Поиск закончится, если выполнится хотя бы одно из двух условий: q (искомая компонента найдена) и i=n (все компоненты отличаются от х). Чтобы упростить это составное условие и тем самым ускорить работу алгоритма, обычно применяют следующий прием:
1.   К массиву А добавляется еще одна компонента.
2.  Новой компоненте присваивается значение х, и оно служит граничным признаком,  который гарантирует окончание по​иска.
В результате получается следующая программа:
[image: image355.png]conly fal c= n4-1)
A:array [1.. nl] of T;
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end.



 (30)
Пример: Поиск компоненты в упорядоченном массиве.

 Задача та же самая, что и в предыдущем примере. Но теперь компоненты массива упорядочены так, что A [i]<A[j] для любых j<i. Хотя программу (29) можно применить и в этом случае, мы рекомендуем воспользоваться упорядоченностью массива и приме​нить более эффективный поиск. Улучшенный метод поиска основан на  следующей  идее.
      Компоненты массива будем считать узлами дерева, которое в каждом узле имеет не более двух поддеревьев (и поэтому называется бинарный деревом). На рис. (31) представлено «дерево» с n=15 узлами.

Если вначале взять из середины массива компоненту с индексом k=(1+n)/2 и сравнить ее с х, то возможны три случая.
1.  A [k]=x—искомая компонента найдена.
2.  A [k]<х — в левом поддереве не может быть компоненты равной х, так как все индексы j в этом поддереве меньше k, и, следовательно,              A[j]<A[k]. Дальнейший поиск можно поэтому ограничить только правым поддеревом.
3.  A [k]>х — из аналогичных соображений дальнейший поиск следует вести только в левом поддереве.
[image: image356.png]


 (31)
Эти соображения приводят к следующей программе:
[image: image357.png]var i, j, kiinteger; g:Boolean;
Azarray [1..n] of T;
begin {npncsausaﬂne anavennit Maccnny A}
t:=1;j:=n; q:= false;
(i+]) div 2;
it A[k]=x then g:
if A|k] <xthemn ¢
antil ¢ /(i > )

frue else
= k41 else j 1= g—1

end.



 (32)
Стратегия поиска, которая лежит в основе программы (32), называется бинарным поиском. Заметим, что число требуемых срав​нений в среднем значительно меньше, чем при линейном просмотре, а точнее говоря, не более чем log2n вместо п в программе (30). Математическое ожидание будет гораздо меньше чем log2 п. Конечно, бинарный поиск можно использовать только тогда, когда компонен​ты массива упорядочены.
Пример: Вычисление скалярного произведения 
Даны числ а[image: image358.png]Xiy o



 и [image: image359.png]Yis o »



 Вычислить скалярное про-
изведение
[image: image360.png]s= Dxy




 (33)
Представив эту сумму в виде рекуррентных соотношений
[image: image361.png]S =S8y F X *yy, S =0



 (34) 
мы получим следующую программу:
[image: image362.png]var s real; it integer;
%, y: array [1 .. n] of real;

begin {npuceausanue HauabHbLX 3Hauenuit ¥ u y}
s = 0; i

repeat {s

x[l]*!/[l]}
T+l s = s+x[i]=y[i]

until i=n
end.



 (35)
Как и в (30), элементы массива просматриваются строго последо​вательно, но отличие состоит в том, что в данной программе всегда просматриваются все компоненты. Однако порядок просмотра несу​ществен — можно даже выполнять все п умножений одновременно. Этот случай при работе с массивами встречается так часто, что оправдано введение специальной нотации. Нам потребуется еще одна циклическая инструкция, аналогичная инструкциям while и repeat. Если S — повторяемая инструкция, V — скалярная пере​менная (называемая параметром цикла), а а и b — выражения того же типа, что и V, то инструкция
[image: image363.png]forV:=atobdo S



 (36)
означает, что две инструкции
[image: image364.png]


 (37)
выполняются для каждого значения х в интервале от а до b. В пол​ном соответствии с традицией, которая сложилась в наиболее ра​спространенных языках программирования, повторные действия выполняются последовательно для значений х, выбираемых в воз​растающем порядке в интервале от а до b. Инструкцию (37) можно тогда рассматривать как эквивалентную последовательности ин​струкций
[image: image365.png]begin V:=vy; § V:=uy §; s S end




 (38)
где[image: image366.png]a, U,



и[image: image367.png]


для i=2, . . ., п. (Из всего этого
следует, что функция получения следующего элемента (succ) над ти​пом переменной V должна быть определена, и поэтому тип V не может быть real.) Инструкцию (28) можно представить в виде 
следующей схемы программы:                                                      ,
[image: image368.png]if a<{b then
begin V := a; S;
while V < 6 do
begin V := succ(V};, S
end
end




 (39)
Из этой схемы в частности видно, что в инструкции for не предусмо​трено никаких действий, если а>b. Сложность схемы для а≤^b сви​детельствует о сложности соответствующих правил верификации, которые мы приведем в интересах полноты изложения. Пусть Р и Q(V) — некоторые произвольные условия. Тогда следующим об​разом можно записать посылки
[image: image369.png](@) {(V=aAP} S {Q@a
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 (40.1)
и следствия
[image: image370.png](2) {as<B) AP} for V:=a to b do SiQ(b\)
® $(a>b)AP) for V: =a to b do S{P}



 (40.2)
Применение этого индуктивного правила верификации можно продемонстрировать,  если переписать программу  (35)  в виде
[image: image371.png]0;
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for ¢
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 (41)   
Подставив в (40.1) s=0 вместо Р и[image: image372.png]


вместо Q(i), полу-
чим две посылки:
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 (42.1)
Легко проверить, что условие (b) выполняется для всех i=2, . . ., п Теперь с помощью той же подстановки в (41.2) получим следствие
[image: image374.png]{s=0} for { := 1 ton dos = s+x[ﬂ*!/[i]{5:



(42.2)
Очевидно, условие Q(V) соответствует инварианту в правилах верификации для инструкций while и repeat. Одна​ко необходима явная идентификация параметра цикла, так как присваивание этой переменной в заголовке инструкции for специфируется неявно. В заключение следует отметить существенное преимущество инструкции for: не нужно доказывать, что цикл за​вершится. В самом деле, доказательство непосредственно следует из того факта, что множество значений а, . . ., b конечно.
Разумеется, инструкцию for можно использовать не только в тех программах, в которых обрабатываются массивы. В следующем правиле суммируются случаи, когда удобно применять инструкцию for.
Рекомендуется использовать инструкцию for, если число повторе​ний заранее известно. Если число повторений становится известно лишь в процессе выполнения цикла, то рекомендуется пользо​ваться инструкциями while и repeat.
Три следующих примера демонстрируют использование массивов и инструкции for.
Пример: Поиск максимального значения х [j] 
Найти индекс j, такой, что[image: image375.png]max (Xms + v« X
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 (43)
Условием Q(k), используемым для верификации, является
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 (44)
Пример: Сортировка массива
Элементы массива переставляются таким образом, чтобы их зна​чения были расположены в убывающем порядке. Чтобы выполнить эти перестановки
(a)  с помощью программы (43) определяется максимальный элемент xj,
(b)  меняются местами xj и хi,
(c)  шаги (а)  и (b) повторяются соответственно для множеств
[image: image378.png]


 и т. д , до тех пор пока в множестве останется только хп.
Эти действия можно сформулировать в виде следующей инструк​ции:
[image: image379.png]for h:=1ton—1do
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 (45)
Инструкция 1 подробно описана в (43), а инструкцию 2 мож​но представить в виде трех последовательных присваиваний с ис​пользованием вспомогательной переменной  и,
[image: image380.png]u:=xthl; x Wl =xljl; x ljl




                           (46)
Для верификации программы используются следующие условия:
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 (47)
Делая соответствующие подстановки в (45), мы получаем следую​щую программу сортировки:
[image: image382.png]var &, f, & 1.
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 (48)
Эта программа содержит инструкцию for, в которую вложена другая инструкция for. Инструкция, начинающаяся с «if x[k]>x [j] then . . .», выполняется
[image: image383.png](—D+@E—2)+... +2+1=5(—1)



 (49)
раз. Затраты на выполнение сортировки с помощью этого  метода, грубо говоря, пропорциональны квадрату числа сор​тируемых элементов. Поэтому для большого числа п рекомендуется использовать более совершенные методы сортировки.
Элементы массива могут быть не только скалярами, но также и структурными компонентами. Если они являются снова массивами, то первоначальный массив А называется многомерным. Если эле​менты компонентных массивов являются скалярами, то массив А называется матрицей. Многомерный массив описывается в полном
соответствии с (25). Например, в описании
[image: image384.png]var M: array la..b] of array [c..d) of T



 (50)
объявляется, что М состоит из b—а+1 компонент (которые часто называют строками матрицы) с индексами а, . . ., b, каждая из ко​торых является массивом, содержащим d—с+1 компонент типа Т с индексами с, . . ., d. Для обозначения i-й компоненты (строки ма​трицы) М используется традиционная запись
[image: image385.png]Ml a<i<<b



 (51.1) 
а j-я компонента типа Т этой строки обозначается как
[image: image386.png]Ml ]



 (52.2)
Обычно удобно пользоваться следующими сокращениями, каждое из которых эквивалентно соответственно записям (50) и (51.2):
[image: image387.png]var M: array [a .. b,¢c..d]of T
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 (52)
Пример: Умножение матриц
Заданы две вещественнозначные матрицы А(т×р) и В(р×п). Вычислить произведение, т. е. матрицу С(т×п), элементы которой определяются  как
[image: image388.png]


 (53)
ДЛЯ[image: image389.png]



Непосредственно используя формулу (53), напишем следую​щую программу:
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 (54)
В этой программе используются многократные вложения цик​лических инструкций друг в друга. Поскольку такие программы неизбежно связаны с относительно большим количеством вычислений, необходим более тщательный анализ их эффективности. Оче​видно, что цикл по i выполняется т раз, по [image: image391.png]j— msn



 раз, а цикл по k выполняется [image: image392.png]me« it =




 раз. Если предположить, что т, п и р — боль​шие числа [image: image393.png]1),



 то затраты на выполнение инструкции
[image: image394.png]=s+Ali, k1= B [k, j]




составят самую значительную часть всех вычислений. В связи с этим следует помнить простое, но очень важное правило — «самая внутренняя» циклическая инструкция должна формулироваться с особой тщательностью с тем, чтобы по возможности минимизиро​вать затраты на вычисления и повысить эффективность программы. Затраты на умножение матриц растут как третья степень числа п, если предположить, что т=п=р.
3. Методы разработки алгоритмов
Каждый, кто занимается разработкой алгоритмов, должен овла​деть некоторыми основными методами и понятиями. Всем нам когда-то впервые пришлось столкнуться с трудной задачей и задать вопрос: с чего начать? Один из возможных путей — просмотреть свой запас общих алгоритмических методов для того, чтобы проверить, нельзя ли с помощью одного из них сформулировать решение новой задачи. Цель этой главы — построить и пояснить несколько фундаментальных методов разработки алгоритмов и решения задач.
В разд. 3.1 содержится краткое описание трех основных методов решения задач. По крайней мере один из этих методов в некотором смысле лежит в основе многих процедур и алгоритмов, обсуждаемых в последующих главах книги. В разд. 3.3 и 3.4 рассмотрены два об​щих метода решения больших комбинаторных задач — метод отхода и метод ветвей и границ. Рекурсия, инструмент, который может в зна​чительной степени упростить логическую структуру многих алго​ритмов, представлена в разд. 3.5. В разд. 3.2 и 3.6 изучаются два ши​роко используемых «житейских» метода: эвристика и имитация Види​мо, в больших, сложных прикладных программах эти два метода ис​пользуются чаще, чем все остальные вместе взятые.
3.1. Методы частных целей, подъема и отрабатывания назад
Как разработать хороший алгоритм? С чего начать? У всех нас есть печальный опыт, когда смотришь на задачу и не знаешь, что делать. В этом разделе кратко описаны три общих метода решения задач, по​лезные для разработки   алгоритмов.
Первый метод связан со сведением трудной задачи к последова​тельности более простых задач. Конечно, мы надеемся на то, что более простые задачи легче поддаются обработке, чем первоначальная зада​ча, а также, на то, что решение первоначальной задачи может быть получено из решений этих более простых задач. Такая процедура на​зывается методом частных целей.
Kак большинство общих методов решения задач или разработки алюритмов, его не всегда легко перенести на конкретную задачу. Осмысленный выбор более простых задач— скорее дело искусства или интуиции, чем науки. Более того, не существует общего набора правил для определения класса задач, которые можно решить с помощью такого подхода. Размышление над любой конкретной задачей начинается с постановки вопросов. Частные цели могут быть установлены, когда мы получим ответы на следующие вопросы:
1.  Можем ли мы решить часть задачи? Можно ли, игнорируя не​которые условия,  решить оставшуюся часть задачи?
2.  Можем ли мы решить задачу для частных случаев? Можно ли разработать алгоритм, который дает решение, удовлетворяющее всем условиям задачи, но входные данные которого ограничены некоторым подмножеством всех входных данных?
3.   Есть ли что-то, относящееся к задаче, что мы не достаточно хо​рошо поняли? Если попытаться глубже вникнуть в некоторые особенности задачи, сможем ли мы что-то узнать, что поможет нам  подойти  к  решению?
4.   Встречались ли мы с похожей задачей, решение которой извест​но? .Можно ли видоизменить ее решение для решения нашей задачи? Возможно ли, что эта задача эквивалентна известной нерешенной  задаче?
В сущности, все попытки решить задачу изоморфизма сетей  тем или иным образом используют метод частных целей. Это особенно характерно для попыток решить задачу путем нахождения (полного) множества инвариантов сети, такого, что две сети изоморфны тогда и только тогда, когда значения инвариантов из этого множества одни и те же для обеих сетей. Алгоритм изоморфизма изложенный ранее мож​но рассматривать как ориентированный на последовательность част​ных целей.
Второй метод разработки алгоритмов известен как метод подъема. Алгоритм подъема начинается с принятия начального предположения или вычисления начального решения задачи. Затем начинается на​сколько возможно быстрое движение «вверх» от начального решения по направлению к лучшим решениям. Когда алгоритм достигает такую точку, из которой больше невозможно двигаться наверх, алгоритм ос​танавливается. К сожалению, мы не можем всегда гарантировать, что окончательное решение, полученное с помощью алгоритма подъема, будет оптимальным. Этот «дефект» часто ограничивает применение метода подъема.
Название «подъем» отчасти происходит от алгоритмов нахождения максимумов функций нескольких переменных. Предположим, что               f(x, у) —функция переменных х и у и задача состоит в нахождении максимального значения f. Функция f может быть представлена по​верхностью (имеющей холмы и впадины) над плоскостью ху, как на рис. 3.1.1. 
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Рис. 3.1.1. Подъем    к   локальному   максимуму.

Алгоритм подъема может начать работу в любой точке z0 этой поверхности и проделать путь вверх к вершине в точке z1. Это значение является «локальным» максимумом в отличие от «глобально​го» максимума, и метод подъема не дает оптимального решения.
Вообще методы подъема являются «грубыми». Они запоминают не- которую цель и стараются сделать все, что могут и где могут, чтобы подойти ближе к цели. Это делает их несколько недальновидными.
Как показывает наш пример, алгоритмы подъема могут быть по​лезны, если нужно быстро получить приближенное решение. Этот во​прос будет исследован дальше в разд. 3 2.
Третий  метод,   рассматриваемый  в  этом   разделе,   известен  как
отрабатывание назад, т. е. начинаем с цели или решения и движемся обратно по направлению к начальной постановке задачи. Затем, если эти действия обратимы, движемся обратно от постановки задачи к ре​шению. Многие из нас делали это, решая головоломки. 
Давайте постараемся применить все гри метода этого раздела в довольно трудном примере.

Задача о джипе

Мы хотели бы пересечь на джипе 1000-мильную пустыню, израсхо​довав при этом минимум горючего Объем топливного бака джипа 500 галлонов, горючее расходуется равномерно, по 1 галлону на милю. В точке старта имеется неограниченный резервуар с топливом. Так как в пустыне нет складов горючего, мы должны установить свои соб​ственные хранилища и наполнить их топливом из бака машины. Где расположить эти хранилища? Сколько горючего нужно залить в каж​дое из них?
Подойдем к этой задаче с помощью метода отрабатывания назад. С какого расстояния от конца мы сможем пересечь пустыню, имея за​пас горючего в точности на k баков' Мы будем задавать этот вопрос для             k =1, 2, 3, . . . , пока не найдем такое целое п, что п полных баков позволят пересечь всю 1000-мильную пустыню.
Для k=1 ответ равен 500 милям, как и показано на рис. 3.1.2. 
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Рис. 3.1.2. Задача о джипе: пе​ресечение пустыни из А в С.
Можно заправить машину в точке В и пересечь оставшиеся 500 миль пустыни. Ясно, что это наиболее отдаленная точка, стартуя из которой можно преодолеть пустыню, имея в точности 500 гал​лонов горючего.
Мы поставили перед собой частную цель, потому что не смогли бы решить сразу исходную задачу. Мы не задаем вопрос: сколько топлива нужно машине, чтобы преодолеть заданную дистанцию? Вместо этого задаем более простой, но родственный вопрос: какое расстояние можно проехать на заданном количестве топлива? Ответить на первый вопрос становится воз​можным, когда ответом на второй является: не мень​ше 1000 миль.
Предположим, что k=2, т. е. имеется два полных бака (1000 галлонов). Будем рассматривать этот слу​чай, опираясь на результат для k =1. Данная ситуа​ция иллюстрируется на рис. 3.1.2. Каково максималь​ное значение x1, такое, что, отправляясь с 1000 гал​лонами горючего из точки 500—x1, можно перевезти достаточно горючего в точку В, чтобы завершить по​ ездку, как в случае k=1.                                              Один из способов определения приемлемого зна​чения х1 состоит в следующем. Заправляемся в точке 500—х1, едем х1 миль до В и переливаем в хранилище все горючее, кроме х1 галлонов, которые потребуют​ся для возвращения в точку 500—х1. В этой точке бак становится пус​тым. Теперь наполняем второй полный бак, проезжаем х1миль до В, забираем в В горючее, оставленное там, и из В едем в С с полным ба​ком. Общее пройденное расстояние состоит из трех отрезков по х1 миль и одного отрезка ВС длиной 500 миль. Мы должны израсходовать каждую каплю топлива, чтобы сделать значение х1 как можно боль​шим. Поэтому х1 находим из уравнения
3х1+500=1000 (галлонов);
его решение:  х1=500/3.  Таким образом, два бака (1000 галлонов) иочволяют нам проехать
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Заметим, что исходная предпосылка является недальновидной и  грубой. Когда имеются в распоряжении k баков горючего, мы просто стараемся продвинуться назад как можно дальше от точки, найденной дли k — 1 баков.
Рассмотрим k=3. Из какой точки мы можем выехать с 1500 гал​лонами топлива так, что машина сможет доставить 1000 галлонов в точку 500—x1? Возвращаясь к рис. 3.1.2, мы ищем наибольшее значение х2, такое, что, выезжая с 1500 галлонами топлива из точки 500— x1—х2, мы можем доставить 1000 галлонов в точку 500— x1. Мы выезжаем из точки 500—х1—х2, доезжаем до 500—х1, переливаем все горючее, кроме х2 галлонов, и возвращаемся в точку 500—x1—х2 с пустым баком. Повторив эту процедуру, мы затратим 4х2 галлонов на проезд и оставим 1000—4х2 галлонов в точке 500—х1. Теперь в точке 
500— x1—х2 осталось ровно 500 галлонов. Заправляемся послед​ними 500 галлонами и едем в точку 500— x1, израсходовав на это х2 галлонов.
Теперь мы находимся в точке 500—х1, затратив на проезд 5 x2 галлонов топлива. Здесь оставлено в общей сложности 1500—5х2 галлонов. Это количество должно быть равно 1000 галлонам, т. е. x2=500/5. Из этого заключаем, что 1500 галлонов позволяют нам проехать
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Продолжая индуктивно процесс отрабатывания назад, получаем, что п баков горючего позволяют нам проехать Dn миль, где
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Нужно найти наименьшее значение п, при котором Dn≥1000. Простые вычисления показывают, что для п=7 имеем D7=977,5 мили, т. е. семь баков, или 3500 галлонов, топлива дадут нам возможность проехать 977,5 мили. Полный восьмой бак — это было бы уже больше, чем нам надо, чтобы перевезти 3500 галлонов из точки А в точку, отстоящую на 22,5 мили (1000—977,5) от А. Читателю представляется самостоятельно убедиться в том, что для доставки 3500 галлонов топ​лива к отметке 22,5 мили достаточно 337,5 галлона. Таким образом, для того чтобы пересечь на машине пустыню из А в С, нужно 3837,5 галлона горючего.
Теперь алгоритм транспортировки горючего может быть пред​ставлен следующим образом. Стартуем из А, имея 3837,5 галлона. Здесь как раз достаточно топлива, чтобы постепенно перевезти 3500 галлонов к отметке 22,5 мили, где мы в конце концов окажемся с пустым баком и запасом горючего на семь полных заправок. Этого топлива достаточно, чтобы перевезти 3000 галлонов к точке, отстоящей на 22,5+500/13 миль от А, где бак машины будет опять пуст. После​дующие перевозки приведут нас к точке, отстоящей на 22,5+500/13+500/11 миль от А, с пустым баком машины и 2500 галлонами.
Продолжая  таким образом,  мы  продвигаемся  вперед благодаря
анализу,   проведенному  методом  отрабатывания  назад.   Вскоре  мы
окажемся у отметки 500(1—1/3) = 1000/3 миль с 1000 галлонами топ-
лива. Затем мы перевезем 500 галлонов в В, зальем их в бак машины и
доедем без остановки до С. Рис. 3.1.3 иллюстрирует весь этот процесс.
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Рис. 3.1.3. Схема решения задачи о джипе.
Для тех,  кто знаком с бесконечными рядами,  заметим, что Dn
есть n-я частная сумма нечетного гармонического ряда. Поскольку этот ряд расходится, алгоритм дает возможность пересечь любую пустыню. Как можно модифицировать этот алгоритм для того, чтобы оставить достаточно горючего в различных точках пустыни для воз​вращения в А?
Возникает вопрос, можно ли проехать 1000 миль, затратив меньше чем 3837,5 галлона горючего. Оказывается, что нельзя. Доказатель​ство этого факта довольно сложно. Однако можно высказать следую​щий, довольно правдоподобный довод. Очевидно, мы действуем наилучшим образом для k=1. При k=2 мы используем наш план для k=1 и затем вводим в действие второй бак горючего для того, чтобы оказаться как можно дальше от В. Исходная предпосылка для k баков заключается в том, что мы знаем, как действовать наилучшим образом в случае с k—1 баками, и отодвигаемся как можно дальше назад  с   помощью   k-го  бака.
Следующие четыре раздела так или иначе основываются на трех общих методах, рассмотренных здесь. 
3.2. Эвристики
Эвристический алгоритм, или эвристика, определяется как алгоритм со следующими свойствами:
1. Он обычно находит хорошие, хотя не обязательно оптимальные            решения.
2. Его можно быстрее и проще реализовать, чем любой известный точный алгоритм (т. е. тот, который гарантирует оптимальное
решение).
Понятия «хороший» и «обычно» в свойстве 1 меняются от задачи к задаче. Например, если для решения задачи все известные точные алгоритмы требуют нескольких лет машинного времени, то мы можем охотно принять любое нетривиальное приближенное решение, которое может быть получено за разумное время. С другой стороны, имея быстрое, близкое к оптимальному решение, мы можем стремиться все же к точному решению.
Хотя не существует универсальной структуры, которой можно описать эвристические алгоритмы, многие из них основываются или на методе частных целей, или на методе подъема. Один общий подход к построению эвристических алгоритмов заключается в перечислении всех требований к точному решению и разделении требований на два класса, например:
1.  Те, которые легко удовлетворить.
2.  Те, которые не так легко удовлетворить.
Или
1.  Те,   которые должны быть  удовлетворены.
2.  Те, по отношению к которым мы могли бы пойти на компромисс.
Тогда цель построения алгоритма — создать алгоритм, гарантиру​ющий выполнение требований 1-го класса, но не обязательно 2-го. Это не означает, что для удовлетворения требований 2-го класса не делается никаких попыток, это просто означает, что не может быть дано никаких гарантий, что они будут удовлетворены.
Часто очень хорошие алгоритмы должны рассматриваться как эвристические. Например, предположим, что мы построили быстрый алгоритм, который, кажется, работает на всех тестовых задачах, но мы не можем доказать, что алгоритм правильный. Пока не дано такое доказательство,   алгоритм  следует  рассматривать  как  эвристику.
В качестве примера рассмотрим следующий «грубый» алгоритм решения задачи коммивояжера .
Algorithm GTS (коммивояжер). Построить приближенное решение TOUR со стоимостью COST для задачи коммивояжера с N городами и матрицей стоимостей С, начиная с вершины U,
Шаг 0. [Инициализация] [image: image401.png]Set TOUR <« o, COST « 0, V<~ U;



 помечаем    U — «использована»,   а   все   другие   вершины — «не использована». (Вершина V — положение на сети в данный момент.) Шаг 1. [Посещение всех городов] [image: image402.png]For K+ 1 to N—1 do mar 2 od.




Шаг 2. [Выбор следующего ребра] Пусть (V, W) — ребро с наименьшей стоимостью, ведущее из V в любую неиспользованную вершину W; [image: image403.png]


[image: image404.png]+ (V, W); COST « COSTH-C(V, W);



 помечаем W — «использована»;[image: image405.png]and set V «— W



 
Шаг 3. [Завершение тура] [image: image406.png]Set TOUR < TOUR+ (V, 1};



[image: image407.png]COST «COST+



[image: image408.png]+CV, 1);



[image: image409.png]and STOP.




На рис. 3.2.1, а изображена сеть  с рис.  1.3.1; рис. 3.2.1,б — е иллюстрируют построение тура коммивояжера алгоритмом GTS, начинающегося с вершины 1; пройденные вершины обозначены черным квадратиком,  а непройденные — кружком.
[image: image410.png]



Рис. 3.2.1. Иллюстрация алгоритма GTS
Алгоритм GTS дает тур со стоимостью 14, а ранее мы нашли тур со стоимостью 13. Ясно, что алгоритм GTS не всегда находит тур с минимальной стоимостью.
Обычно грубые алгоритмы очень быстры и интуитивно привлека​тельны, но, как мы заметили, они не всегда работают, т.е. не всегда дают оптимальное решение задачи.
Нам повезло,и мы смогли легко найти контрпример для алгоритма GTS. Однако не всегда можно легко показать, что грубый алгоритм не работает. Разумеется, если мы считаем, что наш грубый алгоритм работает всегда, то мы должны доказать, что это так.
Алгоритм GTS основан на идее подъема. Цель — найти тур с минимальной стоимостью. Задача сведена к набору частных целей — найти на каждом шаге «самый дешевый» город, чтобы посетить его следующим. Алгоритм не строит плана вперед; текущий выбор де​лается безотносительно к последующим выборам.
Оптимальное решение задачи коммивояжера имеет два основных свойства:
1.  Оно состоит из множества ребер, вместе представляющих тур.
2.  Стоимость никакого другого тура не будет меньше данного.
Алгоритм GTS рассматривает свойство 1 как «обязательное», или «легкое», требование, а свойство 2 — как «трудное», относительно которого можно пойти на компромисс.
Пример с пятью городами на рис. 3.2.1 сразу показывает, что ал​горитм GTS не гарантирует свойство 2. Однако на шаге 2 делается некоторая попытка снизить стоимость тура Т.
Конечно, для алгоритма GTS легко написать программу, но яв​ляется ли он быстрым? Для произвольной задачи коммивояжера с п городами требуется О (п2) операций, чтобы прочесть или построить матрицу стоимостей С. Поэтому нижняя граница сложности любого алгоритма, способного дать нетривиальное возможное решение этой задачи, равна О(п2). Нетрудно проверить, что для любой разумной реализации шагов 1—3 требуется не больше, чем О(п2), операций. Поэтому   алгоритм   GTS  настолько  быстрый,   насколько  возможно.
По-видимому, алгоритм GTS — это хороший эвристический алго​ритм. Конечно, понятие «хороший» относительно. Поскольку алго​ритм ETS (исчерпывающий коммивояжер) слишком неэффективен, эпитет «хороший» может просто указывать на тот факт, что алгоритм GTS — наилучший из имеющихся для больших (в разумных пределах) значений п.
Качество алгоритма GTS может быть значительно улучшено про​стой модификацией. Самым плохим свойством алгоритма является то, что выбор ребер очень низкой стоимости при выполнении шага 1 на ранних или средних стадиях работы алгоритма может привести к выбору очень дорогих ребер в заключительной стадии. Один из спо​собов предостеречься от этого — применять алгоритм для каждого из р≤п разных, случайно выбранных, начальных городов. Другая модификация может состоять в повторении алгоритма для того же самого начального города, но надо начинать со второго по дешевизне ребра и затем, быть может, вернуться к прохождению самых дешевых ребер для последующих вершин. Возможны и другие вариации. За​тем можно выбрать наименьший из рассмотренных туров. Или лучше: сохранять только самый дешевый тур из до сих пор найденных и отбрасывать частично построенные туры, стоимости которых уже превышают стоимость текущего самого дешевого тура. Конечно, слож​ность модифицированного алгоритма, который мы назовем GTS2, может достигать порядка О(рп2).
Algorithm    GTS2   (грубый   коммивояжер,   версия   2).   Образовать туры из[image: image411.png]


разных начальных городов для задач коммивояжера
с N городами. Последовательно строятся Р туров и запоминается лучший из до сих пор найденных туров. В качестве ввода для алго​ритма требуются значения N, Р, матрица стоимостей С и Р начальных городов {V1, V2,t . . ., VP}.
 Шаг 0.   [Инициализация] [image: image412.png]et A U] COS L <—o0;



[image: image413.png]and BES| «~— @,




(Переменная К отсчитывает число до сих пор использованных; начальных городов; BEST служит для запоминания лучшего из до сих пор найденных туров, стоимость которого равна COST.)
Шаг 1. [Начало нового тура] Do through шаг 3 while K<P od; and STOP.
Шаг 2. [Образование нового тура] [image: image414.png]Set A — K—+1,



and CALL
GTS   (VK).    (Оператор  CALL   GTS(VK )   заставляет алгоритм  GTS построить тур с городом VK  в каче​стве   начального.   Тур   Т (К)   со  стоимостью   С (К) построен.) 
Шаг  3. [Обновление  лучшеготура]   If  C(K)<COST  then
[image: image415.png]set BEST — T(K);



[image: image416.png]and CO>L - C(K) I,




Реализация алгоритма GTS2 с подалгоритмом GTS не представляет труда. Алгоритм GTS2 должен передавать текущее значение COST алгоритму GTS. Если в процессе выполнения подпрограммы стои​мость частично построенного тура больше или равна COST, то воз​вращается значение С(К) = ∞.
Что получится, если применить алгоритм GTS2 к задаче с пятью городами, показанной на рис. 3.2.2?
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Рис. 3.2.2. Иллюстрация алгоритма GTS2.
Возьмем р=3, а в качестве на​чальных городов — три вершины с нечетными номерами.
Начиная с вершины  1,  находим следующие ребра:
(1,  2) со стоимостью 25,
(2, 3) со стоимостью 17 [замечаем, что (2,1) дает нежелательный      подтур],
(3,5) со стоимостью 1,
(5.4)   со стоимостью  10 (это ребро мы вынуждены выбрать как единственно возможное на данном этапе), 

(4.1)   со  стоимостью  9.
Общая стоимость полученного тура равна 62. Начиная с вершины 3, находим следующие ребра:
(3.5)  со стоимостью 1,
(5.2)   со стоимостью 8 [замечаем,  что  (5,3) даег нежелательный подтур],
(2,1) со стоимостью 5, 
(1,4) со стоимостью 31,
(4.3)  со стоимостью 24.
Общая стоимость этого тура равна 69. Наконец,   начиная   с   вершины   5,   находим:
(5.3)   со стоимостью  7,
(3.4)   со стоимостью  6,
(4.1)  со стоимостью 9,
(1.2)   со стоимостью 25,
(2.5)   со   стоимостью  25.
Здесь   общая   стоимость   равна  72.
Этот маленький пример показывает, как повторное применение эвристического алгоритма с некоторыми модификациями при каж​дом повторении может компенсировать его слабые места. Это похоже на взятие выборки для определения среднего значения случайной переменной. Чем больше выборка, тем больше мы имеем информации и тем лучшую получаем оценку. Однако в данном случае у нас нет теоретического результата, аналогичного закону больших чисел, который гарантирует сходимость к истинному значению.
В оставшейся части этого раздела будет описан простой,   но    эффективный  эвристический   алгоритм.
Предположим, что у нас есть множество п одинаковых процессо​ров, обозначенных Р1, . . ., Рп, и m независимых заданий J1, . . ., Jm, которые нужно выполнить. Процессоры могут работать одновре​менно, и любое задание можно выполнять на любом процессоре. Если задание загружено в процессор, оно остается там до конца обработки. Время обработки задания Jі известно, оно равно tі, i=1, . . ., m. Наша цель — организовать обработку заданий таким образом, чтобы выполнение всего набора заданий было завершено как можно быстрее. Прежде всего построим модель.
Как действует эта система процессоров и заданий? Каково рас​писание ее работы? Расписанием просто является упорядоченный список заданий L. Система работает следующим образом: первый освободившийся процессор берет из списка следующее задание. Если одновременно освобождаются два или более процессоров, то выполнять очередное задание из списка будет процессор с наименьшим номером. Предполагается, что время, необходимое для загрузки задания в машину, равно нулю. Процессор будет обрабатывать задание до полного завершения, а затем, если список не исчерпан, получит сле​дующее задание.
Предположим, что имеется три процессора и шесть заданий с t1=2,
[image: image418.png]


 Рассмотрим расписание [image: image419.png]L={J,, J,, I,



[image: image420.png]Sy d gy J3)



 В начальный момент времени Т=0, P1 начинает обработку J2, Р2 начинает J5, а Р3 начинает J1. Процессор Р3 заканчивает J1 в момент времени Т=2 и начинает обрабатывать задание J4, пока P1 и Р2 еще работают над своими первоначальными заданиями. При Т=3 Р3 опять заканчивает задание J4 и начинает обрабатывать за​дание J6, которое завершается в момент Т=4. Тогда он начинает последнее задание J3. Процессоры P1 и Р2 заканчивают задания при Т=5, но, так как список L пуст, они останавливаются. Процессор Р3 завершает выполнение J3 при Т=12. Рассмотренное расписание проиллюстрировано на рис. 3.2.3 временной диаграммой, известной как схема Ганта. 
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Рис. 3.2.3. Схема Ганта для расписания  L.
Очевидно, что расписание не оптимально. У процес​соров P1 и Р2 велико время бесполезного простоя. Расписание [image: image422.png]



[image: image423.png]=(a 2, J5, J1, Iy, J§)



 позволяет завершить все задания за Т* =8, что должно быть оптимумом, так как никакое расписание не может
позволить завершить все задания за меньшее время, чем требуется для выполнения самого длинного задания.
Обозначим через L0 оптимальное расписание, а через Т0 соот​ветствующее кратчайшее время завершения всех заданий. Построение L0 — это трудная задача, требующая сложных методов, таких, как метод ветвей и границ (см. разд. 3.4).
Рассмотрим следующий, простой эвристический алгоритм. Обозначим через L* расписание выполнения заданий, в котором задание с наибольшим временем обработки стоит первым, затем в порядке убывания времени обработки стоят остальные задания, последним стоит задание с самым маленьким временем обработки. Эвристический алгоритм создает расписание L*, перечисляющее задания в порядке убывания времени их обработки (при совпадении времен порядок выбирается произвольно).
Возвращаясь к предыдущему примеру, видим, что[image: image424.png]L¥=(J3, Ja, I,
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 Расписание L* завершает все задания за время Г*=8, как показано на рис. 3.2.4. Таким образом, в этом примере эвристиче​ский алгоритм построил оптимальное расписание.
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Рис. 3.2.4. Схема   Ганта  для  оптимального  расписания   L*.
Конечно, наивно было бы думать, что такой простой эвристический алгоритм является точным. Действительно, легко придумать задачу, для которой он не дает оптимального решения. На рис. 3.2.5 показан пример для двух процессоров и[image: image427.png]


. 
На рис. 3.2.5, а показано расписание L*, а на рис. 3.2.5, б— оптималь​ное расписание.
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Рис. 3.2.5. Неоптимальное эвристическое расписание L* и оптимальное расписание L0
Для этого эвристического алгоритма получается очень полезный результат. Как и раньше, обозначим через Т* время завершения всех заданий в задаче с п процессорами при использовании эвристического
алгоритма с расписанием работ, упорядоченных в порядке убывания времени обработки. Пусть Тп обозначает время завершения этих заданий при использовании оптимального расписания. Можно до​казать тогда, что
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При помощи этого результата можно получить верхнюю границу ошибки,  если мы  пользуемся этим эвристическим  алгоритмом,   не
желая затрачивать усилий на поиск оптимального расписания. Для [image: image430.png]n=2, T*/T<7/6,



 и эта максимальная ошибка достигается, как по​казано на рис. 3.2.5. Для большого числа процессоров максимальная ошибка может достигать 33%.
Точные верхние оценки эвристических алгоритмов на самых пло​хих случаях получить трудно. Такие оценки известны фактически для очень малого числа эвристических алгоритмов.
Теперь рассмотрим другой тип задач по составлению расписания для многопроцессорных систем. Вместо вопроса о быстрейшем завер​шении набора заданий фиксированным числом процессоров теперь ставим вопрос о минимальном числе процессоров, необходимых для завершения данного набора заданий за фиксированное время Т0. Конечно, время Т0 будет не меньше времени выполнения самого трудоемкого задания.
Эта задача составления расписания эквивалентна следующей задаче упаковки. Пусть каждому процессору Рj  соответствует ящик Bj размера То. Пусть каждому заданию Jі соответствует предмет размера
Tі, равного времени выполнения задания Jі, і=l.....п. Теперь для
решения задачи по составлению расписания нужно построить алго​ритм, позволяющий разместить все предметы в минимальном коли​честве ящиков. Конечно, нельзя заполнять ящики сверх их объема Т0  и предметы нельзя дробить на части.
Рассмотрим множество предметов, показанных на рис. 3.2.5. Их пять: два из них имеют размер 3 и три — размер 2. Какое требуется минимальное число ящиков размера 4, чтобы поместить в них все предметы? Ответ показан на рис. 3.2.6, где заштрихованные участки обозначают пустые места в ящиках.
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Рис. 3.2.6. Минимальное число ящиков размера 4, требуемое для размещения предметов размерами 2, 2, 2, 3 и 3.
Для решения этой задачи существует несколько простых эври​стических алгоритмов. Каждый из них может быть описан в несколь​ких строках.  Рассмотрим четыре таких алгоритма:
H1 (первое попавшееся размещение для заданного списка, First Fit, FF). Пусть L — некоторый порядок предметов. Первый предмет из L кладем в ящик В1. Второй предмет из L кладем в В1; если он туда помещается. В противном случае кладем его в следующий ящик В2. Вообще очередной предмет из L кладем в ящик Ві, куда этот пред​мет поместится, причем индекс i ящика наименьший среди всех воз​можных. Если предмет не помещается ни в один из k частично запол​ненных ящиков, кладем его в ящик Вк+1. Этот основной шаг повто​ряется, пока список L не будет исчерпан.
Н2 (первое попавшееся размещение с убыванием, First Fit Decreasing, FFD). Этот алгоритм отличается от алгоритма FF тем, что список L упорядочен от больших предметов к меньшим.
Н3 (лучшее размещение для заданного списка, Best Fit, BF). Пусть L — заданный порядок заданий. Основной шаг тот же, что и в FF, но очередной предмет кладется в тот ящик, где остается наименьшее неиспользованное пространство. Таким образом, если очередной предмет имеет размер 3 и есть четыре частично заполненных ящика размера 6, в которых осталось 2, 3, 4 и 5 единиц незаполненного пространства, тогда предмет кладется во второй ящик, и тот стано​вится полностью заполненным.
Н4 (лучшее размещение с убыванием. Best Fit Decreasing, BFD). Этот алгоритм такой же, как и BF, но L упорядочен от больших пред​метов к меньшим.
Для этой задачи упаковки было найдено несколько хороших верхних оценок. Одна из лучших, принадлежащая Грэхему, выглядит следующим образом. Пусть No — минимальное число необходимых ящиков, полученное при помощи точного алгоритма. Если NFPD обозначает приближенное решение, найденное алгоритмом FFD, тогда для любого ε>0 и достаточно большого N0
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Таким образом, алгоритм FFD дает решение, которое не может быть хуже оптимального более чем на 23%. Это гарантированная оценка; для любой конкретной задачи ошибка может быть намного меньше. Нелегко построить пример, на котором эвристический алгоритм FFD работает наихудшим возможным образом. Прежде чем читать дальше, попытайтесь немного поэкспериментировать. Представим один такой «плохой случай». Пусть ε>0 — произвольно выбранное, но маленькое положительное действительное число.  Предположим, что все ящики размера 1 и что нужно упаковать следующие предметы:
 6 предметов размера[image: image433.png]



 6 предметов размера[image: image434.png]
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На рис. 3.2.7, а показана оптимальная упаковка, использующая N 0=9 ящиков.  
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Рис. 3.2.7. Пример, в котором эвристический алгоритм первого попавшегося раз​мещения с убыванием   дает наихудшее возможное соотношение:  N FFD / N 0=11/9.
Очевидно, что эта упаковка оптимальна, так как все 9 ящиков полностью заполнены. Если для решения этой задачи при​менить эвристический алгоритм FFD пункта Н2, получим упаковку, показанную   на   рис.   3.2.7, б,   использующую   NFFD=11    ящиков.
Задачи упаковки могут быть обманчивы. Например, если нужно упаковать в ящики размера 1000 предметы размеров L=(760, 395, 395, 379, 379, 241, 200, 105, 105, 40), то эвристический алгоритм Н2 потребует для этого NFFD =3 ящика. Это на самом деле оптимальное решение (проверьте это). Давайте уменьшим все размеры на одну единицу, что приводит к списку L'= (759, 394, 394, 378, 378, 240, 199, 104, 104, 39). Теперь эвристический алгоритм FFD дает N′FFD =4. Это, очевидно, не оптимальное и совершенно неожи​данное решение. Почему этот пример не нарушает результата 11/9?
Обратим внимание на другую аномалию. Применяя эвристический алгоритм H1, упакуем L=(7, 9, 7, 1, 6, 2, 4, 3) в ящики размера 13. Находим, что NFFD =3, как показано на рис. 3.2.8, а; очевидно, что этот результат оптимальный. 
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Рис. 3.2.8. Аномалия  при  использовании  эвристического  алгоритма   первого  по​павшегося размещения; упаковка становится хуже, когда убран предмет.
Уберем предмет размера 1, что приводит к списку L'= (7, 9, 7, 6, 2, 4, 3). Теперь, как показано на рис. 3.2 8, б,
N′FFD =4.
3.3. Программирование с отходом назад
Метод разработки алгоритма, известный как программирование с отходом назад, можно описать как организованный исчерпывающий поиск, который часто позволяет избежать исследования всех возмож​ностей. Этот метод особенно удобен для решения задач, требующих проверки  потенциально большого,  но  конечного числа  решений.
Задача о велосипедном замке
В качестве примера рассмотрим комбинационный замок для вело​сипеда, состоящий из набора N переключателей, каждый из которых может быть в положении «вкл» или «выкл». Замок открывается только при одном наборе положений переключателей, из которых не менее [image: image439.png]


 (целая часть от N/2) находятся в положении «вкл». Предпо​ложим, что мы забыли эту комбинацию, а нам надо отпереть замок Предположим также, что мы готовы перепробовать (если необходимо) все комбинации. Нам нужен алгоритм для систематического генери​рования этих комбинаций. Если проигнорировать условие[image: image440.png]


 то для замка существует 2N возможных комбинаций. (Покажите, что это так.) Неплохие шансы найти правильную комбинацию могут быть при N <10. Однако условие[image: image441.png]


позволит отбросить (или
лучше не генерировать) многие комбинации.
Промоделируем каждую возможную комбинацию вектором из N нулей и единиц. На і-м месте будет 1, если i-й переключатель нахо​дится в положении «вкл», и 0, если і-й переключатель — в положении «выкл». Множество всех возможных N -векторов хорошо моделируется с помощью двоичного дерева. Каждая вершина k-го уровня этого дерева будет соответствовать определенному набору первых k компонент           N -вектора. Две ветви, идущие вниз из вершины этого уровня, соответствуют двум возможным значениям (k +1)-й компоненты в            N -векторе. У дерева будет N уровней. Рис. 3.3.1 на примере N=4 поясняет основную конструкцию.
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Рис. 3.3.1. Двоичное дерево,  представляющее N -векторы из нулей и единиц.
Усювие, заключающееся в том, что число переключателей в положении «вкл» должно быть не меньше[image: image443.png]


 позволяет нам не
образовывать части дерева, которые не могут привести к правильной комбинации. Например, рассмотрим вершину 00 на рис. 3.3.1. Так как правая ветвь (к 000) не может привести к допустимой комбинации, нет нужды ее формировать. Если какие-то вершины, следующие за рассматриваемой вершиной, не удовлетворяют ограничению задачи, то эти вершины не надо рассматривать. В данном случае никакие из вершин, находящихся внутри пунктирных линий, не нужно исследо​вать и даже формировать.
Теперь, воспользовавшись этой моделью двоичного дерева, можно изложить процедуру отхода назад для образования только тех ком​бинаций, в которых по крайней мере[image: image444.png]


переключателей нахо​дятся в положении «вкл». Алгоритм сводится к пересечению дерева.
Двигаемся вниз по дереву, придерживаясь левой ветви, до тех пор, пока это возможно. Достигнув конечной вершины, опробуем соот​ветствующую комбинацию. Если она не подходит, поднимаемся на один уровень и проверяем, можем ли мы спуститься опять по другой ветви. Если это возможно, берем самую левую из неисследованных ветвей. Если нет, отходим вверх еще на один уровень и пытаемся спуститься из этой вершины. Перед спуском проверяем, можно ли удовлетворить  условие  об [image: image445.png]


 включенных  переключателях  в
последующих вершинах. В ситуации, изображенной на рис. 3 3.1, этот алгоритм  просмотрит следующую  последовательность  вершин:
1
11 111
1111    Проверка этой комбинации.                                 .    .
111    Отход, так как 1111 — конечная вершина.
1110    Спуск   по единственной непросмотренной ветви вниз, про​верка этой комбинации.
111    Снова отход.
11    Отход дальше, так как из 111 все ветви просмотрены.
110   Спуск по единственной непросмотренной ветви.
1101    Проверка комбинации.
110    Отход из  1101.
1100    Проверка комбинации.
110    Отход из 1100.
11    Отход, так как все ветви просмотрены.
1    Отход, так как все ветви просмотрены.
10    Спуск  по единственной непросмотренной ветви.
101    Спуск по самой левой непросмотренной ветви.
1011    Проверка комбинации.
101    Отход.
1010  Проверка комбинации.
101    Отход.
10    Отход.
100    Спуск по единственной непросмотренной ветви.
1001    Проверка комбинации.
100    Отход.
10    Отход; заметим, что мы не опускаемся к 1000, так как эта вершина нарушает условие о том, что должно быть по край​ней мере две единицы.
1    Отход.
 Корень    Отход.
0    Спуск по единственной непросмотренной ветви.
.

.

.
и т. д.
Алгоритм останавливается, когда мы возвращаемся к корню и не остается непросмотренных ветвей.
Этот простой пример иллюстрирует основные свойства, общие для всех алгоритмов с отходом назад. Если можно сформулировать задачу так, что все возможные решения могут быть образованы построением N -векторов, тогда ее можно решить при помощи процедуры с отходом.
Задача — головоломка «8»
Рис. 3.3.2. иллюстрирует так называемую головоломку «8». В ко​робке 3×3 находятся восемь подвижных квадратов, одно место — пустое (обозначенное ×). Любой занумерованный квадрат, прилега​ющий к пустому месту, можно передвинуть на это место, при этом пустое место окажется в позиции, занимаемой до этого занумерован​ным квадратом. Например, на рис. 3.3.2, а квадрат 3 можно пере​двинуть на место, обозначенное ×, пустое место окажется в позиции, занимаемой до этого квадратом 3, как показано на рис. 3.3.2, б. По​пытаемся найти последовательность передвижений, которая преобра зует конфигурацию, изображенную на рис. 3.3.2, а, в конфигурацию, показанную на рис. 3.3.2, в.
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Рис. 3.3.2. Головоломка  «8».
Не очевидно, что программирование с отходом назад годится для головоломки «8».  Придется построить  несколько  искусственную, но
тем не менее эффективную N -векторную структуру. Каждая вершина дерева будет соответствовать конфигурации головоломки. Корень (на уровне 0) будет соответствовать исходной конфигурации (рис. 3.3.2, а), от него будут отходить ветви, ведущие к вершинам уровня 1, каждая из которых будет соответствовать конфигурации, полученной одним передвижением из исходной. Вершины, непосредственно сле​дующие за любой вершиной дерева, будут упорядочены слева направо по направлению, в котором движется пустая клетка. Самая левая конфигурация будет соответствовать движению пустой клетки влево, остальные конфигурации будут соответствовать движениям пустой клетки вверх, вниз и направо. На рис. 3.3.3 показаны первые два уровня нашего дерева.
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Рис. 3.3.3. Построение дерева отходов для головоломки «8»
Заметим, что передвижение пустой клетки наверх из исходной конфигурации невозможно.
Вершины уровня k соответствуют всем конфигурациям, которые можно достичь за k ходов из корневой конфигурации. Не теряя при этом никаких возможных путей к желаемой конфигурации, мы не будем допускать, чтобы непосредственно следующая за какой-либо
вершиной конфигурация повторяла непосредственно предшествующую. Например, рассмотрим самую правую вершину уровня 1 на рис. 3.3.3. Эта вершина могла бы иметь две последующие, соответствующие пере​движениям пустого-квадрата влево и вниз. Но передвижение влево повторит корневую конфигурацию и не приблизит нас к окончатель​ному состоянию.
Таким образом, элементы N -векторов, соответствующие конфигу​рациям, должны удовлетворять условию, состоящему в том, что                (k + 1)-й элемент должен получаться из k-гo одним ходом и (k +1)-й элемент не может быть таким же, как (k—1)-й. Каково значение N ? Глубина дерева N означает максимальное число ходов, которые мы собира​емся рассматривать на пути от исходной конфигурации к конечной. Так как мы не представляем себе, сколько ходов может потребоваться, N должно быть выбрано на основании нашего запаса терпения или машинного времени. Например, если N=7, то процедура покажет, может ли быть получена окончательная конфигурация не более чем за семь передвижений из исходной конфигурации.
Теперь мы подготовлены к тому, чтобы воспользоваться проце​дурой с отходами для головоломки «8». Как и в задаче с велосипедным замком, постараемся всегда двигаться влево вниз по дереву поиска. Рис. 3.3.4 иллюстрирует дерево отходов. 
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Рис. 3.3.4. Дерево отходов, построенное для получения конфигурации в вершине 20.
Номера, стоящие рядом с конфигурациями, показывают порядок генерации вершин в проце​дуре. Окончательная конфигурация в вершине 20 может быть достиг​нута через три передвижения от исходного состояния. Продолжите в качестве упражнения процедуру с отходами, чтобы получить конфи​гурацию, изображенную на
 рис. 3.3.2, г.
В наихудшем случае алгоритмы с отходами экспоненциальные, ибо может оказаться необходимым исчерпывающий поиск на множе​стве решений с экспоненциальным числом элементов. В ранее рас​смотренной задаче о велосипедном замке может быть 2N вершин на уровне N, так как поиск бинарный. Процедура с отходами, отбрасы​вающая 99% потенциально возможных решений, является все еще экспоненциальной,   потому   что 2N/100 растет экспоненциально при
N→∞.
Программирование с отходом часто называют «методом на крайний случай», так как можно привести аргументы, показывающие, что оно всего лишь на один уровень эффективнее «лобовых» методов полного перебора. Следует, конечно, искать более эффективные методы, но такое пожелание легче высказать, чем осуществить. Программиро​вание с отходом — важный инструмент, которым должен уметь поль​зоваться каждый программист.
3.4. Метод ветвей и границ
Метод, известный как метод ветвей и границ, похож на методы с отходами назад тем, что он исследует древовидную модель простран​ства решений и применим для широкого круга дискретных комбина​торных задач. Алгоритмы с отходами нацелены на то, чтобы найти одну или все конфигурации, моделируемые N-векторами, которые удовлетворяют определенным свойствам. Алгоритмы ветвей и границ ориентированы в большей степени на оптимизацию. В решаемой задаче определена числовая функция стоимости для каждой из вершин, появляющихся в дереве поиска. Цель — найти конфигурацию, на которой функция стоимости достигает максимального или минималь​ного значения.
Алгоритм ветвей и границ хорошо работает в задаче коммивоя​жера, рассмотренной ранее. В данном разделе изложение будет вестись на примере задачи коммивояжера. Предупреждаем читателя, что алгоритмы ветвей и границ, как правило, бывают довольно сложны и представленный здесь — не исключение. При помощи алгоритмов ветвей и границ удалось решить большой круг разнообразных серь​езных практических задач ; эти алгоритмы редко оказыва​ются простыми.
Напомним, что задача заключается в нахождении в торговом участке коммивояжера тура из N городов с наименьшей стоимостью. Каждый город входит в тур только один раз. В терминах сетей в сети городов надо найти покрывающий цикл наименьшей стоимости. Имеется матрица С, каждый элемент которой cіj равен стоимости (обычно в единицах времени, денег или расстояния) прямого проезда из города i в город  j . Задача называется симметричной, если сіj=сjі для всех i и j , т. е. если стоимость проезда между каждыми двумя городами не зависит от направления. Предположим, что сіі=∞ для всех i.
Алгоритмы ветвей и границ для задачи коммивояжера могут быть сформулированы разными способами. Авторы излагаемого алгорит​ма — Литл, Мерти, Суини и Карел. Это своего рода классика.
Во-первых, рассмотрим ветвление. На рис. 3.4.1, а показана мат​рица стоимостей для асимметричной (несимметричной) задачи комми​вояжера с пятью городами, представленной на рис. 3.4.1, б.
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Рис. 3.4.1. Задача коммивояжера: (а) матрица стоимостей; (б) сеть из пяти городов.
 Обратите внимание на то, что мы пользуемся направленной сетью, чтобы ука​зать стоимости, так как стоимость проезда из города i прямо в город  j не обязательно такая же, как стоимость проезда из города  j  в город i. Корень нашего поискового дерева будет соответствовать множеству «всех возможных туров», т. е. эта вершина представляет множество всех 4! возможных туров в нашей задаче с пятью городами. В общем случае для любой асимметричной задачи с N городами корень будет представлять полное множество R всех (N—1)! возможных туров. Ветви, выходящие из корня, определяются выбором одного ребра, скажем (i, j). Наша цель состоит в том, чтобы разделить множество всех туров на два множества: одно, которое, весьма вероятно, содер​жит оптимальный тур, и другое, которое, вероятно, не содержит. Для этого выбираем ребро (і, j ); оно, как мы надеемся, входит в оп​тимальный тур, и разделяем R на два множества [image: image450.png]{, iy n {i, ).



 В мно​жество {i, j } входят туры из R, содержащие ребро (i, j ), а в [image: image451.png]{, j}



— не содержащие (i, j).
Предположим, в нашем примере мы производим ветвление на ребре 
(i, j)= (3,5), имеющем наименьшую стоимость во всей матрице. Корень и первый уровень дерева пространства решений будут тогда такими, как показано на рис. 3.4.2. [image: image452.png]Spoders Q




Рис. 3.4.2. Построение дерева поиска по методу ветвей и границ.
Заметим, что каждый тур из R содержится только в одном множестве уровня 1. Если бы мы как-то могли сделать вывод, что множество [image: image453.png]


 не содержит оптимального тура, то нам нужно было бы исследовать только множество {3, 5}.
Затем разделяем множество {3, 5} таким же образом, как и множе​ство R. Следующее по дешевизне ребро в матрице — это ребро (2, 1) со стоимостью c21=5. Поэтому можно разделить множество {3, 5} на туры, включающие ребро (2, 1), и туры, не включающие этого ребра; это показано на уровне 2 на рис. 3.4.2. Путь от корня к любой вершине дерева выделяет определенные ребра, которые должны или не должны быть включены в множество, представленное вершиной дерева. Например, левая вершина уровня 2 на рис. 3.4.2 представляет множе​ство всех туров, содержащих ребро (3, 5) и не содержащих ребра (2, 1). Вообще, если X — вершина дерева, a (i, j) — ребро ветвления, то обозначим вершины, непосредственно следующие за X, через Y и[image: image454.png]


 Множество Y  обозначает подмножество туров из X с ребром (i, j), а множество[image: image455.png]


— подмножество X без (i, j).
Проведенное обсуждение должно дать читателю некоторое пред​ставление о том, что подразумевается под ветвлением. Перед тем как приступить к полному описанию алгоритма для задачи коммивояжера, поясним, что подразумевается под вычислением границ.
С каждой вершиной дерева мы связываем нижнюю границу стои​мости любого тура из множества, представленного вершиной. Вычис​ление этих нижних границ — основной фактор, дающий экономию усилий в любом алгоритме типа ветвей и границ. Поэтому особое внимание следует уделить получению как можно более точных границ. Причина этого следующая. Предположим, что мы построили конкрет​ный полный тур со стоимостью т. Если нижняя граница, связанная с множеством туров, представленных вершиной vk, равна М≥т, ти до конца процесса поиска оптимального тура не нужно рассматривать вершину vk и все следующие за ней (почему?).
Основной шаг при вычислении нижних границ известен как при​ведение. Оно основано на следующих двух соображениях:
1.  В терминах матрицы стоимостей С каждый полный тур содержит только один элемент (ребро и соответствующую стоимость) из каждого столбца  и каждой строки.  Заметим, что обратное утверждение не всегда верно. Множество, содержащее один и только один элемент из каждой строки и из каждого столбца С, не обязательно представ​ляет тур. Например, в задаче, изображенной на рис. 3.4.1, множе​ство {(1, 5), (5, 1), (2, 3), (3, 4), (4, 2)} удовлетворяет этому условию, но не образует тура.
2.  Если вычесть константу h из каждого элемента какой-то строки или столбца матрицы стоимостей С, то стоимость любого тура при новой матрице С ровно на h меньше стоимости того же тура при матрице С. Поскольку любой тур должен содержать ребро из данной строки или данного столбца, стоимость всех туров уменьшается на п. Это вычитание называется приведением строки (или столбца).
Пусть  t — оптимальный тур  при матрице стоимостей С.  Тогда стоимостью тура t будет[image: image456.png]2(ty= 3 ¢y
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Если С′ получается из С приведением строки (или столбца), то t дол​жен остаться оптимальным туром при С′ и
[image: image457.png]2{t)=h+7 (1),




где z' (t) — стоимость тура t при С.
[image: image458.png]1 2 3 ] 5
o 0 15 3 2
° o 12 2 20
18 14 o 2 0
3 a4 18 o 0
15 1 [ 4 o

he=8 h;=0 hgsQ he=3 hy=0

ha25+6+1+6+7+3=47




Рис. 3.4.3. Приведение матрицы стоимостей, показанной на рис. 
3. 4. 1, а.
Под приведением всей матрицы стоимостей С понимается следую​щее. Последовательно проходим строки С и вычитаем значение наи​меньшего элемента hі каждой строки из каждого элемента этой строки. Потом то же самое делаем для каждого столбца. Если для некоторого столбца или строки hі =0, то рассматриваемый столбец или строка уже приведены, и тогда переходим к следующему столбцу или строке. Положим
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Полученную в результате матрицу стоимостей назовем приведенной из С. На рис. 3.4.3 показано приведение матрицы стоимостей, изобра​женной на рис. 3.4.1, а. Значения hі  даны в конце каждой строки и столбца (строки и столбцы последовательно перенумерованы).
Общее приведение составляет h=47 единиц. Следовательно, ниж​няя граница стоимости любого тура из R также равна 47, т. е.
[image: image460.png]zZ(H=h+2 (H=h=47,




так как[image: image461.png]


для любого тура t  при приведенной матрице С. Эта
граница указана около корня дерева на рис. 3.4.2.
Рассмотрим нижние границы для вершин уровня 1, т. е. для мно-
жеств {3, 5}   и  [image: image462.png]


 Будем работать с приведенной матрицей, изоб-
раженной на рис. 3.4.3, имея в виду, что значение 47 должно быть прибавлено к стоимости оптимального тура t при С′ для того, чтобы получить истинную стоимость t при С.
По определению ребро (3, 5) содержится в каждом туре множе​ства 
{3, 5}. Этот факт препятствует выбору ребра (5, 3), так как ребра (3, 5) и (5, 3) образуют цикл, а это не допускается ни для какого тура.
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Рис. 3.4.4. (а) Приведенная матрица стоимостей после вычеркивания строки 3 и столбца 5 и установления с53=∞; (б) приведение матрицы стоимостей, изображенной в части (а).
Ребро (5, 3) исключаем из рассмотрения, положив с53=∞. Строку 3 и столбец 5 также можно исключить из дальнейшего рассмотрения по отношению к множеству {3, 5}, потому что уже есть ребро из 3 в 5. Часть приведенной матрицы стоимостей, показанной на рис. 3.4.3, которая будет хоть сколько-нибудь полезна для дальнейшего поиска на множестве туров {3, 5}, показана на рис. 3.4.4, а. Она может быть приведена к матрице стоимостей, показанной на рис. 3.4.4, б с h =15. Теперь нижняя граница для любого тура из множества {3, 5} равна 47+15=62; она указана около вершины {3, 5} на рис. 3.4.2.
Нижняя граница для множества[image: image464.png]{3, 5}



 получается несколько иным
способом. Ребро (3, 5) не может находиться в этом множестве, поэтому полагаем c35=∞ в матрице, изображенной на рис. 3.4.3. В любой тур из [image: image465.png]


 будет  входить какое-то ребро из города 3 и какое-то
ребро к городу 5. Самое дешевое ребро из города 3, исключая старое значение (3, 5), имеет стоимость 2, а самое дешевое ребро к городу 5 имеет стоимость 0. Следовательно, нижняя граница любого тура в множестве [image: image466.png]


 равна   47+2+0=49;   это указано около вершины
[image: image467.png]


 на рис. 3.4.2.
На данной стадии нам удалось сократить размер матрицы стои​мостей, рассматриваемой в вершине (3, 5}. Кроме того, если мы смо​жем найти тур из множества [image: image468.png]


 со стоимостью, меньшей или рав​ной 62, тогда не нужно проводить дальше ветвления и вычисления границ в вершине {3, 5). В этом случае будем говорить, что вершина    {3, 5}   в   дереве отработана. Тогда следующей целью может быть ветвление из вершины[image: image469.png]


 в надежде найти тур со стоимостью в
пределах[image: image470.png]



В основных чертах блок-схема этого алгоритма ветвей и границ показана на рис. 3.4.5. 
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Рис. 3.4.5. Блок-схема  алгоритма  ветвей  и  границ.
Вскоре мы дополним эту схему рядом важных деталей. Здесь используются следующие обозначения. Буква X обо​значает текущую вершину на дереве поиска, a w (X) — соответствую​щую нижнюю границу. Вершины, следующие непосредственно за X, назовем Y и[image: image472.png]


; они выбираются ветвлением по некоторому ребру (k, l). Символ z0 обозначает стоимость самого дешевого тура, извест​ного на данный момент. В начальный момент z0=∞. 
Теперь раскроем более детально содержание некоторых блоков этой схемы.
Блок 1. Установление начальных значений переменных, или ини​циализация, не представляет труда; детали оставлены в качестве упражнения.
Блок 2. Первое приведение — это непосредственная реализация описанной ранее процедуры; детали оставляем в качестве упражнения.
Блок 3. Выбор следующего ребра ветвления (k, l) определяет множества Y и[image: image473.png]


 непосредственно следующие за текущим X. Ребро 
(k, l) нужно выбирать так, чтобы попытаться получить большую по величине нижнюю границу на множестве[image: image474.png]


 что   облегчит
проведение оценки для множества[image: image475.png]


 Обычно предпочтительнее про​вести оценку для[image: image476.png]


так как размер этого множества и соответству​ющая ему матрица стоимостей обычно больше, чем у Y (из матрицы для Y вычеркнуты строка k и столбец l). Можно надеяться также, что[image: image477.png]


с большей вероятностью содержит оптимальный тур.
Как применить эти идеи к выбору конкретного ребра ветвления ( k, l)? В приведенной матрице стоимостей С, связанной с X, каждая строка и столбец имеют хотя бы по одному нулевому элементу (если нет, то С не полностью приведена). Можно предположить, что ребра, соответствующие этим нулевым стоимостям, будут с большей веро​ятностью входить в оптимальный тур, чем ребра с большими стои​мостями. Поэтому мы выберем одно из них. Но какое? Пусть ребро
 (i, j) имеет сij=0 в С′. Мы хотим, чтобы у[image: image478.png]


была как можно
большая нижняя граница. Вспоминая метод вычисления нижней границы для [image: image479.png]


 в нашем примере, мы видим, что для Y эта граница
задается в виде
[image: image480.png]w(N=w(X)+



 (наименьшая стоимость в строке i, не включая сij)+               + (наименьшая стоимость в столбце j, не включая cij).
Следовательно, из всех ребер (i, j) с сij= 0 в текущей матрице С′ мы выбираем то, которое дает наибольшее значение для [image: image481.png]w(Y).



 Пусть
это будет ребро (k, l),
Поэтому более подробное описание выбора, представленного бло​ком 3, имеет следующий вид:
Шаг 1. Пусть S — множество ребер (i, j), таких, что сij=0 в те​кущей матрице стоимостей С.
Шаг 2. Пложим  Dij равным наименьшей стоимости в строке i, исключая cij , плюс наименьшая стоимость в столбце j, исключая cij. Вычисляем Dij для всех [image: image482.png]{t, NES.




Шаг 3. Выбираем следующее ребро ветвления (k, l) из условия
[image: image483.png]Dk,— max D;,
. ES




Рассмотрим опять задачу с пятью городами, изображенную на рис. 3.4.1. Из приведенной матрицы С видно, что первое значение X, корень R, имеет w(X)=47. Применяя подалгоритм, описанный выше, находимнаше первое ребро ветвления следующим образом:
[image: image484.png]Mae 1. S={(1, 2), @, 1), 3, 5
ez | D,,—2+l—( % 3.5, 4, 5), 5, 3), 6, 4)}
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Шаг 3. Выбираем ребро (k, l)=(2, 1), так как D21 — это макси​мальный элемент множества {Dij}.
Блок 4. Определяем вершину[image: image485.png]


следующую за X, точно так же, как мы делали раньше.
В рассматриваемом примере[image: image486.png]


т. е. это множество
всех туров, не содержащих ребро (2, 1). Вычисляем нижнюю границу [image: image487.png]w(Y)



 так же, как в блоке 3, т. е.
[image: image488.png]w(Y)=w(X)+ D}




и
[image: image489.png]w ({2, 1}) =474 15=562.




Блок 5. Вершине Y, следующей за X, соответствует подмножество туров из X, содержащих то ребро (k, I), которое выбрано в блоке 3. В рассматриваемом примере Y={2, 1}. При вычислении w(Y) необ​ходима известная осторожность. Подробный подалгоритм имеет следующий вид:
Шаг 1. Из С исключаем строку k и столбец l.
Шаг 2. Все туры множества, представленного вершиной Y, содержат сколько-то (быть может, ни одного) из ранее выбранных ребер, помимо ребра (k, l). Ребро (k, l) будет или изолировано от этих других ребер, или будет частью пути, включающего некоторые или все эти ребра. Пусть р и q — начальный и конечный города этого пути. Возможно, что р=k и (или) q=l. Положим cqp=∞. Эта мера предохраняет от выбора ребра (q, p) в качестве последующего для Y, а тем самым предохраняет от формирования замкнутого цикла длины мень​ше N. Такие циклы, конечно, не разрешены при построении тура. 
Шаг 3. Приводим рассматриваемую матрицу С. Пyсть h будет равно
сумме констант приведения. 
Шаг 4. Вычисляем  w(Y)   по формуле[image: image490.png]w(Y)=w(X)+h.




Возвращаясь к примеру, вычеркиваем строку 2 и столбец 1  из матрицы С, показанной на рис. 3.4.3. Так как ребро (2, 1) — единственное выбранное ребро, полагаем р=2, q=1 и c12=∞. После этих шагов, соответствующих шагам 1 и 2 описанного выше подалгоритма, текущая матрица показана на рис. 3.4.6, а. После приведения полу​чаем матрицу, изображенную на рис. 3.4.6, б, с hi=3 и
 w [(2, 1)] =w(Х)+h=47+3=50. Текущее состояние показано на уровнях 0 и  1   на рис.  3.4.7.
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Рис. 3.4.6. (а) Приведенная матрица стоимостей после вычеркивания строки 2 и столбца 1 и установления c12=∞; (б) приведение матрицы стоимостей, изображенной в части (а).
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Рис. 3.4.7. Дерево поиска, построенное для задачи, изображенной на рис. 3 4.1.
Блок 6. В конце концов мы должны прийти к множествам, содержа​щим так мало туров, что мы можем рассмотреть каждый из них и провести оценку для этой вершины без дальнейшего ветвления. Блок 6 проверяет, не пришли ли мы уже к таким множествам. Каждое ребро, про которое мы знаем, что оно содержится во всех турах из Y, сокра​щает размер С на одну строку и один столбец. Если в исходной задаче было N городов, а текущая матрица С имеет размер 2×2, то выбрано уже N—2 ребер каждого тура Y. Поэтому множество Y содержит самое большее два тура (почему?). Вопрос о том, как их распознать, оставим в качестве упражнения. Таким образом, блок 6 проверяет, является ли С матрицей размера 2×2. Заметим, что это, по существу, дает ответ на вопрос, поставленный в конце шага 2 при обсуждении блока 5.
Блоки 7 и 8. Блок 7 работает, только если С — матрица размеров 2×2. В этом блоке отыскивается самый дешевый тур в Y и его вес обозначается через w(Y). В блоке 8 проверяется, лучше ли данный тур, чем текущий лучший из известных туров. Если нет, то новый тур отбрасывается. Если да, то текущим лучшим туром становится новый тур, и мы полагаем zo=w(Y).
Блок 9. Теперь нужно выбрать следующую вершину X, от которой проводить ветвление. Этот выбор довольно очевиден. Выбираем вер​шину, из которой в данный момент не выходят ветви и которая имеет наименьшую нижнюю границу. Следовательно, данный блок состоит из следующего подалгоритма:
Шаг 1. Ищем множество S конечных вершин текущего дерева поиска. Шаг 2. Пусть вершина X будет выбрана так, что
[image: image493.png]w(X)=xvnEigw(u).




В рассматриваемом примере:                 
[image: image494.png]Wae 1. S={{2, 1}, {2, 1}}-
ez 2. w({2, 1})=62,
w ({2, 1})=50.
Tostomy X={2, 1}.




Блок 10. Наше обсуждение помогает решить, что делать с этим бес​покоящим вопросительным знаком, поставленным в блоке 10. Вы, должно быть, заметили, что алгоритм, представленный блок-схемой на рис. 3.4.5, не имеет окончания. Блок 10 показывает, должны ли мы остановиться. Если текущая граница для нашего лучшего тура z0 меньше или равна w(X) — наименьшей из неисследованных нижних границ,—тогда никакая из вершин, следующих за X, не может содержать лучшего тура. Благодаря способу выбора X в блоке 9 лучший тур не может также содержаться ни в какой другой из не​оцененных конечных вершин. Теперь все дерево поиска оценено, и мы останавливаемся.
Если[image: image495.png]


поиск должен быть продолжен. В нашем примере
z0=∞, поэтому поиск не прекращается.
Блок 11. В этой части алгоритма получается откорректированная матрица стоимостей С для текущей вершины X. Процедура коррек​тировки следующая:
Шаг 1. Равно ли множество X множеству Y, последний раз образо​ванному в блоке 5? Если да, то текущая матрица С — это то, что нам нужно, и мы возвращаемся в блок 3. Именно это обычно случается на уровне 2 дерева поиска.
Шаг 2. Устанавливаем С ← исходная матрица стоимостей.
Шаг 3. Устанавливаем S ← {множество всех пар (i, j), которые должны быть ребрами в X}.
Шаг 4. Вычисляем[image: image496.png]B=2,, ycsCij.




Шаг 5. Для каждой[image: image497.png](i, NES



вычеркиваем строку i и столбец j в С.
Для каждого пути, проходящего через (i, j), находим началь​ный и конечный города р и q и полагаем cqp=∞. У каждого ребра (k, l),  запрещенного для туров в X, полагаем ckl=∞.
Шаг 6. Приводим матрицу С. Полагаем h равным сумме констант приведения.
Шаг 7. Вычисляем[image: image498.png]w(X)=g-h.




Шаг 5 вносит неудобство, так как он сводится к повторению того, что мы делали раньше. Очевидная альтернатива, осуществление кото​рой потребует большого объема памяти,— запоминать матрицы С' для каждой конечной вершины дерева. Как правило, это непрак​тично. В рассматриваемом примере мы просто выходим из подалго​ритма на шаге 1.
Продолжим пример. Сейчас мы находимся в блоке 3, Х={2, 1}, w(Х)=50, и дерево содержит только уровни 0 и 1 (рис. 3.4.7). Для определения множеств, следующих за X, нужно ребро (k, l). Подхо​дящая матрица С показана на рис. 3.4.6, б. Используя подалгоритм, описанный в блоке 3, имеем
[image: image499.png]Llaz 1. S={(1, 5}, (3, 5), ¢4, 5), (5, 2), (5, 3), (5,-4)}
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Шаг 3.[image: image500.png]


(в случае нескольких равных выбираем про-
извольно). Таким образом, (k, l)= (4, 5).
Теперь устанавливаем[image: image501.png]


используя блок 4:
[image: image502.png]=y

i

w4, B =w ({2, 1})+D5=50418=68.




Далее рассматриваем вершину Y={4, 5}. Во-первых, вычеркиваем из С строку 4 и столбец 5. Так как ребро (4, 5) не пересекается с ребром          (2, 1), р=4 и q=5. Полагаем с54=∞ и приводим С. Находим, что h=3 и w(Y)=50+h=53. Приведенная матрица С показана на рис. 3.4.8, а. Заметим, что нижние границы не уменьшаются при прохождении в глубь дерева.
Теперь мы находимся в блоке 6. Является ли текущая матрица С матрицей 2×2? Так как С — матрица 3×3, переходим в блок 9. Подалгоритм блока 9 выполняется следующим образом:
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Следовательно, Х={4, 5}.
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Рис 3.4.8. Дополнительные приведенные матрицы стоимостей для задачи, сформулированной на рис. 3.4.1.
В блоке 10 z0=∞, поэтому идем дальше. В блоке 11 нам повезло, и мы выходим на шаге 1. Опять переходим в блок 3 с Х={4, 5}, w(X) =53, и матрица С представлена на рис. 3.4.8, а.
Еще один раз, и цель может быть достигнута! Подалгоритм блока 3 дает следующее:
[image: image505.png]Hae 1. S={(1, 4), (3 L @ 2. 6.3
Hiaz 2. Dy=12+0=

Dg,fn+o~11

Dyp=11-4+0=11

D..—=124-0=12




Шаг3. [image: image506.png]


 Мы произвольно выбираем (k, l)=(1, 4).
Теперь[image: image507.png]Y={1, 4}



 и
[image: image508.png]w(V)=w({4, 5})+ D¥=53+12 =65.




Поскольку Y={1, 4}, из С вычеркиваем строку 1 и столбец 4. Ребро          (1, 4) вместе с ребрами (2, 1) и (4, 5) образует путь. Поэтому р=2 и              q=5. Полагаем с52=∞ и приводим текущую матрицу С. На​ходим, что h=11 и w(Y)=53+h=64. На рис. 3.4.8, б показана при​веденная матрица С.
Теперь мы находимся в блоке 6 с матрицей С размеров 2×2. Блок вырабатывает тур со следующим порядком городов:
                                                         3 2 14 5 3
и стоимостью z=64 (проверьте это). В блоке 8 полагаем z0=64; теперь это текущий лучший тур.
Все ли мы сделали? Нам не надо рассматривать вершины, следу​ющие за вершинами[image: image509.png]


так как их нижние границы боль​ше чем 64. Однако в блоке 10 мы видим, что у конечной вершины [image: image510.png]


 нижняя граница равна 62<64. Следовательно, возможно, что тур из этого подмножества может быть несколько лучше, чем тот, который мы получили. Таким образом, надо еще кое-что сделать.
Мы находим, что [image: image511.png]


 а матрица С, откорректи-
рованная с помощью подалгоритма блока 11, имеет вид, как на рис. 3.4.8, в. Затем в блоке 3 выбирается ребро (4, 1) с D*41=l2 в качестве следующего ребра ветвления. В блоках 4 и 5 вычисляются [image: image512.png]


 =62+12=74 и w({4, 1})=62. Необходима еще одна итерация. Ос​тавим это в качестве упражнения. Существует ли тур со стоимостью 62 или 63?
Хотя кажется, что только что построенный алгоритм работает очень долго на нашем маленьком примере с пятью городами, на самом деле это достаточно мощный инструмент. 
Существуют различные эвристические приемы, которые могут ускорить этот основной алгоритм ветвей и границ (некоторые из них были использованы для получения указанных выше оценок времени). Два таких приема были рассмотрены в разд. 3.2.
Алгоритм GTS2 можно использовать как начальный этап для алгоритма ветвей и границ из данного раздела. Как мы видели при построении этого последнего алгоритма, может понадобиться неко​торое время, прежде чем будет найден первый полный тур и z0 станет реалистической оценкой стоимости оптимального тура. Если в начале работы алгоритма известен довольно хороший тур, скажем получен​ный алгоритмом GTS2, тогда z0 с самого начала устанавливается на достаточно низкий уровень. В этом случае любая вершина на дереве поиска, нижняя граница которой оказывается больше или равной z0, сразу может считаться исследованной. Таким образом, можно в значительной мере избежать бесполезного поиска при работе точ​ного алгоритма.
Обо всех более или менее эффективных алгоритмах ветвей и гра​ниц известно или имеются предположения, что их трудоемкость в худшем случае является экспоненциальной. Анализ ожидаемой тру​доемкости очень сложен и часто выходит за рамки наших аналити​ческих возможностей. 
3.5. Рекурсия
В математике и программировании рекурсия — это метод опреде​ления или выражения функции, процедуры, языковой конструкции или решения задачи посредством той же функции, процедуры и т. д. Несколько примеров придадут этой идее более конкретный характер.
Факториалы и числа Фибоначчи
Факториальная функция определяется рекурсивно следующим образом:[image: image513.png]0l=l,
N (N—D)1, ecan N>0,





или в виде фрагмента программы:
[image: image514.png]FAC(0)=I1,



                                            (1)

 [image: image515.png]FAC(N)=N«FAC(N—1), ecan N>0.



                       (2)
Областью определения функции FAC является множество неотрица​тельных целых чисел.
Уравнение (2) — это пример рекуррентного соотношения. Рекур​рентные соотношения выражают значения функции при помощи дру гих значений, вычисленных для меньших аргументов. Уравнение (1) — нерекурсивно определенное начальное значение функции. Для каждой рекурсивной функции нужно хотя бы одно такое начальное значение, в противном случае ее нельзя вычислить в явном виде.
Аналогично числа Фибоначчи определяются следующей беско​нечной последовательностью целых чисел: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, .... Проверка показывает, что N-й элемент этой последова​тельности равен сумме двух непосредственно предшествующих эле​ментов. Таким образом, если FIB(N ) обозначает N-e число Фибо​наччи, то значение FIB (N) может быть определено из рекуррентного соотношения:
[image: image516.png]FIB (N)=FIB (N—1)+FIB (N—2).




Так как FIB (N) определено через два разных значения для мень​ших аргументов, необходимы два начальных значения. Ими служат
[image: image517.png]FIB(l)=1,
FIB(2)=1.




Определенные здесь числа Фибоначчи  являются рекурсивным решением следующей задачи:
Каждый месяц самка из пары кроликов приносит двух кроликов (самца и самку). Через два месяца новая самка сама приносит пару кроликов. Нужно найти число кроликов в конце года, если в начале года была одна новорожденная пара кроликов и в течение этого года кролики не умирали.
Посмотрим, какую работу надо проделать, чтобы вычислить FAC (N) для произвольного натурального числа N. Для вычисления FAC(N ) мы должны произвести рекурсивное обращение и вычислить FAC (N—1). Это в свою очередь требует другого рекурсивного обращения для вычисления FAC(N—2) и т. д. Таким образом, для того чтобы вычис​лить FAC(N), нужно произвести N рекурсивных обращений, по​следнее из которых выполняется для FAC(0) = 1. Принято говорить, что глубина рекурсии, требуемой для вычисления FAC(N), равна N. В машинных программах глубина рекурсии соответствует самой длин​ной последовательности обращений к процедуре, требуемой для вычисления функции. Поэтому глубина рекурсии — это мера вычис​лительной сложности рекурсивно определенной функции.
Для вычисления значения FIB (N) функции Фибоначчи нужно вычислить два значения функции [FIB(N —1) и FIB (N —2)]. Каждое из этих вычислений в свою очередь требует двух вычислений — два для FIB (N—1) и еще два для FIB (N—2) и т. д. Это подсказывает, что глубина рекурсии, требуемая для вычисления FIB (N), равна приблизительно   2 N- 2.   Однако  после  недолгого  размышления  мы
видим, что такой подход дает сильно завышенную оценку. Ясно, что если известны N—1 значений, FIB(l), FIB (2), . . ., FIB(N—1), то можно вычислить FIB (N ). Более того, поскольку сразу были за​даны FIB (1) и FIB (2), потребуется только N—3 вычислений для FIB(3), .., FIB(N —1). Таким образом, N—2 вычислений функции будет достаточно для вычисления FIB (N).
Функция Аккермана

Две рекурсивные функции, рассмотренные до сих пор, были до​статочно простыми. Поэтому, чтобы не сложилось неправильное впе​чатление о том, насколько сложны рекурсивные функции, представим следующую, довольно простую на первый взгляд, дважды рекурсив​ную функцию, известную как функция Аккермана. Функция дважды рекурсивна, если сама функция и один из ее аргументов определены через самих себя.
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Беглый просмотр рис. 3.5.1 показывает, как трудно вычислить эту функцию даже для таких малых аргументов, как М=4 и N=2.
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Рис. 3.5.1. Вычисление функции Аккермана А (4, 2),
 Заметьте, например, что А (4, 1)=А(3, 13).
Разбиения целого

Разбиение положительного целого числа М — это представление М в виде суммы целых чисел. Классическая счетная задача — оп​ределение количества Р(М) разбиений числа М.
Для М=6 разбиениями являются
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Интересен способ выражения функции Р(М) через другую функ​цию Q(M, N), которая определяется как число разбиений целого М со слагаемыми, не превышающими N. Несложные рекурсивные рас​суждения приводят к следующему:
1.  Q(M, 1) = 1. Это значит, что существует только одно разбиение целого числа М, в которое наибольшее слагаемое есть единица, а именно М= 1+1+. . . + 1.
2.  Q(1,   N )=1.   Очевидно,   существует   только   одно   разбиение целого числа 1 независимо от величины N наибольшего слага​емого.
3.[image: image521.png]


, если M<N. Ясно, что никакое разбиение М не может содержать слагаемого N, большего М.
4.[image: image522.png]


 Существует только одно разбие​ние М со слагаемым, равным М, Все другие разбиения М имеют наибольшее слагаемое N≤M—1.
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  Это означает, что любое
разбиение М с наибольшим слагаемым, меньшим или равным N, или не содержит N в качестве слагаемого — в этом случае данное разбиение также входит в число Q(M, N—1), или со​держит N — при этом остальные слагаемые образуют разбие​ние числа М—N.

Уравнения 1—5 рекурсивно определяют функцию Q(M, N). Они определяют Р(М), так как P(M)=Q(M, M).
Каждый, кто знаком с Фортраном, знает, что в этом языке нельзя производить рекурсивных обращений к подпрограммам. Казалось бы, это должно препятствовать нам в реализации вычисления рекур​сивной функции Q(M, N) на Фортране. Однако ниже представлена программа реализации итеративного алгоритма на Фортране, пра​вильно вычисляющая Q(M,  N).
[image: image524.png]INTEGER FUNCTION Q(M,N)

INTEGER M, N, VA(M,N)

IF (M AT 1 O N LT. 1) 60 TO 70

DO 60 K=1,M

2050 L=tN

IF (K EQ, 1 .0R. L £0.1) GOTO 0
IF (K~L) 10,20,50
VALK, L) = VAL, )
6010 50
VALK, U= 1 + VALK, K= 1)
10 TO 50
VALK, Ly VAL(K, L~ 1)+ VALK~ L,L)
GO TO 50

VALK, L) =1
CONTINUE

CONTINUE

Q= VALM, N)

RETURN

WRITE (5, 1000) M,N

FORMAT (1H0, 21H HEBEPHGIE APFYMEMTES, 26)

RETURN

END




Заметим, что для вычисления Q(M, N) сначала вычисляются и запоминаются в виде массива VAL(I, J) все предыдущие значения 
Q(M, N) для [image: image525.png]<M un JN.



Таким образом, то, что кажется рекурсив-
ными обращениями (например, строка 10), на самом деле есть только обращения к массиву.
Предыдущий пример показывает, что с некоторым усилием можно написать на Фортране программу реализации рекурсивной функции. С другой стороны, сопоставьте это с естественностью реализации той же функции на Алголе:
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Идентификаторы языка
Рекурсия естественным образом встречается во всех областях машинной математики. Например, в Фортране идентификатор (пере​менная, функция или имя подпрограммы) обычно определен как последовательность, содержащая от одной до шести букв или цифр, первая из которых — буква. В Алголе идентификаторы определены почти так же, но без ограничения на длину. Определение идентифи-
катора обычно задается так:
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Обращаем внимание на то, что в последних двух определениях иден​тификатор выражен сам через себя.
Формулы, аналогичные приведенным выше, используются ком​пиляторами Алгола, чтобы определять, все ли переменные в исходной программе правильно сформированы. Предположим, что функция VAR определяется таким образом, что для любой цепочки символов X, VAR (X)=«YES» тогда и только тогда, когда X — правильный иден​тификатор; в противном случае VAR(X)=«NO». Функция VAR оп​ределяется рекурсивно следующим образом:
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здесь X=Y (цифра) означает, что X — цепочка символов, последний из которых цифра.
Поиск в глубину и в ширину
Во многих сетевых теоретических задачах нужно найти произ​вольное остовное дерево в сети G (например, для определения, связна ли G) или проверить каждое ребро G хотя бы по разу. Тарьян пред​ложил простой рекурсивный алгоритм для этих двух задач. Алго​ритм называется поиском в глубину. Его основная идея может быть применена во многих ситуациях, когда нужно найти какой-то оптимум в результате поиска по большой структуре типа дерева. Проиллю​стрируем этот алгоритм (алгоритм DFS) с сетью на рис. 3.5.2, которая представлена списками смежности.
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Рис. 3.5.2. Представление сети связанными списками: (а) сеть, (б) ребра, (в) связан​ные списки.
Алгоритм DFS выражен рекурсивно и требует в качестве началь​ных данных сеть G, произвольную начальную вершину V и начальные значения I=0 и Т=
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.
Algorithm DFS (Поиск в глубину).  Найти остовное дерево Т в
связной сети G, вершины которой перенумерованы 1,2,.. ., М. Ал​горитм является рекурсивным и обращается к себе самому оператором CALL DFS (V ), вершина V — новая вершина, которую нужно про​смотреть; если VISIT (W)=I, тогда вершина W была I-й новой про​смотренной вершиной: VISIT (W) не определена, если W не просмо​трена.
Шаг 1. [Просмотр   вершины][image: image531.png]



Шаг 2. [Поиск непросмотренной вершины, смежной с  V]  For всех
вершин W, смежных с V, do шаг 3 od; and RETURN.
Шаг 3. [Просмотрена   ли   вершина   W?]   If   VISIT (W)   не определена [image: image532.png]then set T T+ (V, W)



 ( Здесь  знак +  означает добавление элемента  к множеству);[image: image533.png]


 DFS(W) fi.
Предложим интуитивное объяснение работы алгоритма. Перемен​ная V показывает текущую вершину, т. е. вершину, в которой мы сей​час находимся. Алгоритм DFS работает, проходя произвольное ребро
из V, скажем, к вершине W. Если вершина W ранее не была про​смотрена, алгоритм рекурсивно обращается к себе самому при помощи оператора CALL DFS(W). Если же, наоборот, вершина W уже про​смотрена, алгоритм испытывает другое ребро из V, всегда пытаясь отыскать непросмотренные вершины для просмотра на следующем шаге. Если непросмотренных вершин, смежных с V, не обнаружено, алгоритм возвращается в вершину, из которой он опустился в V, и проверяет новые ребра отсюда. Если сеть связна, алгоритм DFS «проверит» каждое ребро дважды и найдет остовное дерево.
Теперь проследим шаги алгоритма DFS, работающего на графе рис. 3.5.2, начиная (произвольно) с вершины 4. Первое обращение к алгоритму — DFS(4).
Ребра сети G пройдены в порядке a b с d е f, как показано на рис. 3.5.3, а; окончательное остовное дерево, найденное алгоритмом DFS, приведено на рис. 3.5.3, б. 
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Мы представим реализацию алгоритма DFS на Фортране, так как она поможет проиллюстрировать: (1) создание и использование связанного списка представления сети; (2) использование стека и (3) метод, которым может быть итеративно реализован рекурсивный алгоритм.
Для того чтобы понять, как можно использовать стек для реализации рекурсивных обращений,  рассмотрим опять последовательность операций, выполняемых алгоритмом DFS для нахождения остовного дерева графа G (рис. 3.5.2), начиная с вершины 4.
Каждый раз, когда мы производим рекурсивное обращение (CALL), например, к DFS(5), прерывается процесс проверки всех вершин, смежных с вершиной V=l, и заменяется значение V (например, V=5).
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Рис. 3.5.3. Остовное дерево, найденное алгоритмом DFS,
После возврата (RETURN) из обращения (CALL) к DFS(5) нам надо как-то запомнить, где мы были, а были мы в вершине 1 и проверили только что следующую вершину W=5, смежную с V.
Чтобы запомнить местоположение в тот момент, когда мы произ​водили обращение (CALL) к DFS(5), мы запоминаем текущие значе​ния V и W в стеке (т. е. V=1 и W=5). Значения V и W называются текущей внешней средой алгоритма DFS. Если во время выполнения обращения (CALL) к DFS(5) произведено другое обращение [напри​мер, к DFS(2)], то новая текущая внешняя среда помещается в верх​нюю часть стека (именно V=5 и W=2). При каждом возврате (RETURN) из процедуры, к которой мы обращались, берем самую последнюю внешнюю среду из верхней части стека и с ее помощью восстанавливаем предыдущие значения V и W.
Рис. 3.5.4 показывает, что содержалось бы в стеке в этом примере.
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Рис. 3.5.4. Содержимое стека при реализации алгоритма DFS.
 На рис. 3.5.5 показана реализация на Фортране рекурсивного алго​ритма DFS. 
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Рис. 3.5.5. Реализация алгоритма DFS на Фортране. (Текст в операторе 2000: «Представление списком сети G»; 2100: «Ребра остовного дерева»; 2300: «Заметим, что сеть не связная»; 1000: «Ошибка в подпрограмме DFS»,)
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Рис. 3.6.4. Продолжение
[image: image539.png]¢

WRITE (6420000 (T1ADJIT)eNEXT(I3e T 3 14WORDSI

2000 FORMAT { IH1¢38H THE LIST REPRCSENTATION OF NETWORK & 1///%
+ 23 1 ADS NEXT v/v ¢ 1HO¢38e160063)
WAITE 1642100}

2100 roann € uﬂ.zau SPANNING TREE EDGES )
KaT=
uRn: Ter22001 (¢ TREE(Lad]a VE12)y 110K )

2200 FORMAT { MO« T10+ g )

IF £ T (EQe P ) STOP

<

WRIVE (6423007
2300 FORMAT ( 1K1,41H NOTE THAT THE NETWORK IS NOT CONNEGTED: §
c

STOP

£no

SUBROUTINE OFS ¢ ADJe NEXTe Ve TREEy Py WORDSs ¥ ¥

TIPHMEREHHE PEKYPCHEBHOCO ANTOPHTMA TAPLAHA MOHCKA B CIYSHHY.
DrS HAXOAT OOTOBHOE REPERG CES3AHHON HEBIBELIEWHOM CETH G,
MMEIOLLEN P \LE. 100 BEPWHH W G. PESEP, G NPEACTARNERA
COAIAHHGIMA COHCKAMH, © KOMOAE3OBAHHEM MACCHBOR ADJ(WORDSY
W NEXT (WOROS), IIE WORDS = P+ 24Q, DFS ROMEUAET BLIGPAHKGIE
/A OCTOBHOMO HIEPESA PESPA B MACCHB TREE H HAYMHAEY NOMCK
OCTOBHOMD AEPEGA 8 BERUMHE Vi EGH G HE CAABAHA, OFS mmz;r
OCTOBHOE JEPEBO CBR3HOA KOMROHEHTEI G, COREPKAWEN V,
DFS MOAEAHPYET CTEK, 4T0BbI PEATHAOBATS PEKYPCUID § ANTOPHTMES

NEPEMEHHAR  ORUCAWIE
v © JIOG0A MOMEHT PACCMATPHBAEM BEPWHHY V.
L CAEAYOUAR BEPAMHA, CHEXHAD © Ve

VISIT{Y) O3HAYAET, §TO V¥ EHIMA I-it szmwﬁw, MPACMOTPENAOR
BMEPBYE. VISIT(V)=0 OSHAYAET, 41O V
EUE HE IPOCMOTPENA,

STORE CTEK_MCMOML30BAH RAIA SANOMHAHMR MPOWNOR
NOCEAOBATEMGHOCTH MPOCMOTPERHBIX BEPLIUH.
CTEK HYKEH, UTOBbI SANOMHUTL TEKYULYID BEPWHY V
¥l JANOMHATS, HACKONGKO NPOJBUNYACH VKAZATENb K
B CIUOKE CHEKHOCTH V. ECRH P LE. 100, 10 B CTEKE
HE BYAET XPAUMTBCS BONEE 200 J/IEMERTOS.

PR YKASATENb HA GEPX CTEKA.
T CHETYUK YC/TA PEGEP B OCTOBHOM JEPEBE.
K YKASATE T, HCROMLIVEMIR NIPH TPOXOM EHKH

CBASAHHBIX COHCKOB CMEXHOCTER,

INTEGER Py PTRs Ta Vo Vs
INTEGER ADJ(WOROSI ¢ u:xr(waﬂusn STORE(2000r TREEL2¢Q4R)
INTEGER VISIV(100}

MHAGKATABALAT REPEMENHBIX,

00 100 1 = 14200
SITCE) =
200 conTINGE
PR = g
LY

aonoNnannANRNNNAnRaNNNONNABBRAANANAAR

nan




Рис. 3.5.5. Продолжение
Заметим, что подпрограмма SUBROUTINE DFS хранит в стеке значения переменной V и указателя К на вершину W вместо самой вершины W.
Относительно алгоритма DFS нужно сделать несколько дополни​тельных замечаний. Первое касается его названия: почему он назы​вается поиском в глубину? Этот алгоритм на самом деле является алгоритмом с отходом (см. разд. 3.3), осуществляющим поиск по древовидной структуре таким образом, чтобы как можно быстрее найти «нижнюю» вершину. На рис. 3.5.6 показана древовидная струк​тура, исследованная алгоритмом DFS для случая, изображенного на рис. 3.5.2; обведенные окружностями номера показывают порядок,
в котором обходятся вершины этого дерева (они точно соответствуют последовательности значений W в DFS). 
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Рис. 3.5.6. Дерево   поиска в   глубину,   построенное алгоритмом DFS.
Знак × под вершиной озна​чает, что она уже просмотрена. Заметим, что, продвигаясь непрерывно от данной вершины к первой непросмотренной вершине, DFS дости​гает нижней вершины дерева самым быстрым из возможных способов. Видно, что на рис. 3.5.6 у дерева Т (G) ровно в два раза больше ребер, чем у G, и каждое ребро сети G встречается дважды в T(G).
Доказательство правильности алгоритма DFS может быть осно​вано на следующих замечаниях:
1.  Ребро прибавляется к Т только в том случае, если одна из его двух вершин еще не просмотрена. Это означает, что Т не может содержать цикла.
2.   Если каждая из М—1 вершин, отличных от начальной вер​шины, на самом деле проверена, то к Т  прибавляется М—1 ребер.
3.  Остовное дерево Т в сети G с М вершинами состоит из М—1 ребер, не образующих цикла.
С помощью этих замечаний вы можете попробовать построить дока​зательство правильности алгоритма DFS.
Завершим обсуждение алгоритма DFS анализом его сложности. Число операций, необходимых при работе алгоритма с сетью G= (V, E), есть О(|Е|), т. е. линейная функция от числа ребер в сети. Это следует из того факта, что алгоритм проходит каждое ребро G дважды и об- работка любого ребра требует не больше 12 шагов. Также заметим, что к DFS производится в точности | V| обращений.
Методу поиска по дереву в глубину следует противопоставить другой метод, известный как поиск в ширину. При поиске в ширину
последовательно просматриваются все вершины дерева на уровне k, затем все вершины на уровне k+1 и т. д. При отыскании остовного дерева в сети G, изображенной на рис. 3.5.2, методом поиска в ширину
было бы построено такое де​рево, как на рис. 3.5.7.
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Рис. 3.5.7.   Дерево   поиска в   ширину,  по​строенное алгоритмом BFS.
Теперь для полноты изло​жения опишем алгоритм оты​скания остовного дерева в сети G методом поиска в ши​рину (алгоритм BFS).
Алгоритм BFS начинает работу с произвольной вер​шины V и добавляет к списку LIST все смежные с V, еще не просмотренные вершины, отмечая каждую из них «про​смотрена» в момент, когда она прибавляется к LIST. На каждой из последовательных итераций алгоритма для сле​дующей вершины W из LIST проверяется,  нет   ли  непросмотренных   смежных  с   ней вершин,   которые можно   до-
бавить к LIST . Как только к LIST добавляется новая вершина, ребро от нее к теку​щей, уже проверенной верши​не добавляется к остовному дереву.
Algorithm BFS (Поиск в ширину). Поиск остовного дерева Т в связной сети G, вершины которой перенуме​рованы 1,2,..., М. Алго​ритм начинает работу в вер​шине U; VISIT(W)=1 озна​чает, что вершина W уже просмотрена; VISIT (W)=0, если W не просмотрена.
Шаг 0. [Инициализация][image: image542.png]
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Шаг 1. [Проверка всех вершин][image: image549.png]While LIST (/)=£0 do through



шаг 3
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Шаг2. [Следующая вершина][image: image551.png]
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Шаг 3. [Поиск всех непросмотренных смежных с V вершин]
For всех вершин  W, смежных с V, do шаг 4 od.
Шаг 4. [Добавление   непросмотренной   вершины   в LIST,   а   ребра —к   Т]   If   VISIT (W )=0 [image: image553.png]
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Теперь покажем простую, нерекурсивную реализацию алгоритма BFS. Выход VECTOR подпрограммы BFS — это рекурсивное пред​ставление остовного дерева Т сети G, которое обсуждалось ранее. На рис. 3.5.8 показано это представление Т. 
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Рис. 3.5.8. Векторное   представление   остовного   дерева.

Полная про​грамма нахождения остовного дерева, использующая поиск в ширину, представлена на рис. 3.5.9.
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Рис. 3.5.9. Реализация алгоритма BFS на Фортране (Текст в операторе 2000: « Вектор остовного дерева».)
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Рис. 3.5.9. Продолжение
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Рис.3.5.9.   Продолжение.
Доказательство правильности и анализ сложности алгоритма BFS можно провести точно так же, как и для алгоритма DFS. Оставляем это читателю. Рассмотрите также следующий вопрос: какой алго​ритм предпочтительнее, DFS или BFS? Или это можно установить не во всех случаях? Предлагаем вам проверить оба алгоритма, чтобы ответить на эти вопросы.

Рекурсия в сравнении с итерацией

Полное рассмотрение преимуществ и недостатков рекурсивных и итерационных алгоритмов лежит за пределами этой книги. Так же обстоит дело и с рассмотрением связей между рекурсией и итерацией, представляющих глубокий теоретический интерес. Кое-кто утверж​дал, что любой рекурсивный алгоритм следует преобразовывать в эквивалентный итеративный алгоритм. Другие утверждают, что это не всегда имеет смысл делать.
Наша точка зрения состоит просто в том, что рекурсия — это естественный метод представления алгоритмов решения множества математических и вычислительных задач и что это метод, о котором не следует забывать. Как только алгоритм рекурсивно сформулирован, возникает несколько вариантов реализации. Первый и наиболее очевидный — реализовать его на языке программирования, допу​скающем рекурсию. Второй вариант — реализовать его на нерекур​сивном языке, моделируя стек, как мы делали в алгоритме DFS. Третья возможность — обратиться за помощью к литературе по разным «автоматическим» процедурам преобразования рекурсивного алгоритма в итеративный. Наконец, можно пересмотреть задачу с тем, чтобы выяснить, действительно ли рекурсия необходима, т. е. можно построить новый алгоритм.

3.6. Моделирование

Большая часть алгоритмов, представленных в этой книге, решает относительно простые задачи. Многие из этих задач легко сформули​ровать и смоделировать. Они содержат не много параметров, и обычно их можно решить аналитически. Более того, получающиеся алгоритмы довольно компактны.
Эти задачи резко отличаются от задач, описывающих большие системы, например, для (1) военных расчетов, (2) космических поле​тов, (3) принятия административных решений, (4) управления производ​ством, (5) сетей связи или (6) картотек и инвентаризационных описей.
Задачи, относящиеся к большим системам, значительно труднее моделировать, анализировать и решать. Например, трудно определить все переменные, влияющие на поведение системы, внутренние связи между переменными. Обычно неизвестны распределения вероятностей случайных переменных системы, а присущие функциям системы свойства   непрерывности  и  согласованности  нелегко  моделировать.
Появление ЭВМ позволило подойти к изучению таких сложных систем при помощи моделирования. Машинное моделирование — это процесс экспериментирования на ЭВМ над моделью динамической системы. Непосредственная цель этих экспериментов — наблюдение за поведением системы при заданных предположениях, условиях и значениях параметров. Конечной целью может быть: (1) формулиро​вание стратегии управления, (2) определение оптимальных или воз​можных конфигураций системы, (3) установление реальных произ​водственных планов или (4) решение вопроса об оптимальных эконо​мических стратегиях.
Преимущества машинного моделирования многочисленны. Они позволяют изучить с желаемой степенью детальности все части си​стемы, объединенные в единое целое, в то время как аналитически можно изучить только отдельные части системы. Всеми переменными можно управлять, и все можно измерять. Машинное моделирование позволяет получить информацию о реальной системе, когда непрак​тично проводить на ней прямой эксперимент. Имитация позволяет испытать систему до того, как на соответствующую реальную систему затрачены время и деньги.
Имитационные эксперименты можно проводить в разных масшта​бах времени. Время может быть замедлено, чтобы проверить на мик​роскопическом уровне свойства, которые трудно проанализировать в реальной системе. Время может быть ускорено, чтобы охватить все на макроскопическом уровне, например, при изучении отдаленных последствий тех или иных допущений. Время также можно остано​вить, повернуть вспять и проиграть заново, чтобы изучить случаи необычного поведения более детально. В реальных системах часто бывает, что, начав некоторый эксперимент, остановить его нельзя.
Кто-то вполне может задать вопрос: почему мы не прибегаем к моделированию во всех случаях? Существует несколько частичных ответов на этот вопрос. Во-первых, моделирование — это эксперимен​тальный метод. Поэтому всегда возникает серьезный вопрос, как ис​толковать результаты. Важно понять, что достоверность выходных данных зависит от того, в какой степени модель и основные допуще​ния отражают характеристики системы. Машинная имитация может стать дорогостоящей, если модель становится чрезмерно детализи​рованной.
Область имитационного моделирования слишком обширна, чтобы всесторонне охватить ее здесь. Для наших целей достаточно будет представить несколько важных соображений, относящихся к построе​нию имитационных моделей; мы также проиллюстрируем их одним-двумя примерами. Это должно помочь читателю подойти к разработке и анализу вычислительного имитационного алгоритма достаточно разумно.
Возможно, самые простые и наиболее распространенные из всех имитационных алгоритмов — это алгоритмы, моделирующие очереди. Они будут отправной точкой нашего обсуждения, так как на них можно   проиллюстрировать   понятия,   присугструющие   во   многих машинных моделях. Задачи об очередях допускают также большое число разных предположений и обобщений, что делает их хорошими примерами для дальнейшего изученья.
Основными объектами в простой очереди (линии обслуживания) являются клиенты, прибывающие через случайные интервалы вре​мени, и обслуживающее устройство, которое обслуживает каждого клиента в течение случайного интервала времени. Когда клиенты прибывают, их или сразу обслуживают, или они выстраиваются, образуя очередь, и их обслуживают по принципу: первым пришел — первым обслужен. Рис. 3. 6.1 иллюстрирует систему одна очередь/ одно обслуживающее устройство.
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Рис. 3.6.1. Система «одна очередь ; одно обслуживающее устройство».
Функционирование такой очереди определяется следующими ха​рактерными особенностями  и предположениями.
1.  Имеется случайная переменная X, которая определяет время прибытия следующего клиента. Существует несколько возможностей для решения вопроса о времени прибытия клиента. Мы будем пред​полагать, что если клиент К прибывает в момент времени t, то клиент К+1 прибывает в момент t +Т, где Т — случайная переменная, зна​чение которой лежит между  1  и некоторым фиксированным целым числом МАХА, с заданным распределением вероятностей.
2.  Имеется случайная переменная S, определяющая, сколько вре​мени длится обслуживание клиента К   Предполагается, что значение величины S лежит между 1 и некоторым другим фиксированным целым числом МАХС с заданным распределением вероятностей. Если обслу​живание начато, оно продолжается до полного завершения, т. е. не допускается прерывание или обслуживание с приоритетом.
3 Существует очередь клиентов, обслуживаемая по принципу: первым пришел — первым обслужен. Как только клиент встает в очередь, он остается в ней, пока не будет обслужен. Сразу после обслуживания он покидает систему
4. Все действия в системе описываются дискретными «событиями»; отсюда название «моделирование дискретных событий». Событие, грубо говоря, может быть описано как что-то меняющее «состояние» или конфигурацию системы. Говорят, что событие является первичным или независимым, если оно не вызвано другим событием, в противном случае оно называется вторичным или условным событием. Независи​мыми событиями в системе обслуживания являются:
(а)  Прибытие клиента.
(б)  Завершение обслуживания клиента.
5.  В начальном состоянии система пуста. В момент времени t=0 обслуживающее устройство не занято и в очереди никого нет.
6.  Потоком действий управляют часы с дискретным, постоянным приращением времени. Эти часы отсчитывают постоянные единицы времени; это могут быть секунды,  наносекунды (при рассмотрении имитационных   моделей   операционных   систем  ЭВМ)   или   месяцы, годы  (при  рассмотрении  имитационных  моделей  народонаселения).
7.   Для   определения   промежутков  времени  между  прибытиями клиентов и продолжительностей их обслуживания применяется датчик случайных чисел.
Чтобы разработать алгоритм для моделирования конкретной системы одна очередь/одно обслуживающее устройство, нужно вы​яснить ряд вопросов:
1.   Каковы    распределения   вероятностей   промежутков   времени между  прибытиями  клиентов  и  продолжительности обслуживания?
2.   Каким датчиком случайных чисел и как пользоваться для по​лучения случайных промежутков времени?
3.  Каковы правила в очереди (свойства очереди)? Например, пойдут ли первыми клиенты, имеющие самый высокий приоритет? Будут ли нетерпеливые клиенты покидать очередь из-за того, что она слишком большая  или  слишком  медленно движется?  Ограничено  ли  число клиентов, которые одновременно могут находиться в очереди?
4.  Сколько времени следует продолжать процесс имитации? Долж​ны ли часы отсчитывать по единице времени, или они должны пере​ходить к моменту следующего определенного события?
5.  Как будут «составлены расписания» для событий, относительно которых установлено (случайно или не случайно), что они должны произойти в определенное время? Иными словами, как мы убедимся, что эти события и все другие, являющиеся их следствием, действи​тельно происходят и происходят вовремя? Что делать в случае «сов​падения», т. е. когда два или более событий случаются одновременно?
6.   Какие данные нужно собрать  во время  процесса  имитации? Типичные данные,  в получении которых могла бы возникнуть за​интересованность, следующие:
(а)  Число прибытий в процессе имитации.
(б)  Средняя длина очереди.
(в)  Среднее время ожидания в очереди.
(г)  Максимальная длина очереди.
(д)  Эффективность   использования   обслуживающего   устройства, т.   е.   процент времени,  в  течение которого  обслуживающее устройство было занято.
(е)  Среднее, максимальное и минимальное время обслуживания.
(ж)  Функция   распределения  длины   очереди,   т.   е.   процентные доли времени, в течение которого длина очереди была t.
(з)  Число клиентов, которым не пришлось ждать.
Ответы на вопросы 1—6 зависят от специфики моделируемой системы обслуживания. Но как на них отвечать?
Можно начать с наблюдения за реальной системой обслуживания в течение некоторого времени и собрать данные такого рода, как указано в пункте 6, регистрируя промежутки времени между прибы​тиями и продолжительность обслуживания. В большинстве систем обслуживания моменты прибытия подвержены большим колебаниям, зависящим от времени дня (явление времени пика). Возникает не​сколько дополнительных вопросов по поводу этих данных. Например, что можно из них вывести? Достаточно ли велика выборка? Можно ли эти временные интервалы аппроксимировать некоторыми стан​дартными распределениями? Разумные ответы на эти вопросы тре​буют понимания теории проверки гипотез, теории выборок и т. п. 
Фактически во всех вычислительных устройствах имеется систем​ный датчик случайных чисел для равномерного распределения на интервале [0, 1). Это распределение может быть использовано для того, чтобы смоделировать другие распределения случайной пере​менной, применяя методы, которые будут описанны позже.
Большинство систем обслуживания имеют заранее установленный неизменный порядок (правила) очереди. Поэтому для таких систем этот вопрос не входит в задачу разработки имитационного алгоритма. Но в других случаях, таких, как операционные системы ЭВМ, оп​ределение оптимальных порядков очереди — важная цель модели​рования.
Основное предположение в системах с дискретными событиями заключается в том, что состояние системы изменяется, только когда происходит событие; в противном случае состояние остается неизмен​ным. Таким образом, нет нужды в беспрерывном ходе часов, когда ничего не случается. Наиболее общий подход — произвести все изменения, необходимые вследствие совершившегося события, а затем продвинуть имитируемое время ко времени следующего собы​тия. Такой подход к моделированию дискретных событий называется методом планирования событий.
Для иллюстрации этого подхода на рис. 3.6. 2 представлена прин​ципиальная блок-схема алгоритма моделирования системы одна очередь/одно обслуживающее устройство. [image: image562.png]Havane

GurZAYIAT

Opedotense
\enediouszs cosuman

3 Ttepetod wiot
¢ Coedymrmory colimn)

Tpubsmee Sodegoesie

puderm Kowoe e

L, megymef b
covimie?

[Tranipafeige Tinomapodosse
enedyodeza codeimus 0l oused IBEILERET;
rnacmarofia 8 avepeds gekmBeHIE UT SYCORBE

I |




Рис. 3.6.2. Блок-схема моделирования системы «одна очередь/одно обслуживающее устройство».

Чтобы получить модели​рующую программу, необходима некоторая переработка этой блок-схемы. В частности, на рис. 3. 6.2 нет условия для остановки (или возвращения). С этой целью мы вводим три различные целочисленные переменные ARR,   СОМР   и  TERM,   обозначающие  соответственно время следующего прибытия, время завершения обслуживания и время окончания моделирования. Мы также вводим переменную CLOCK для записи текущего времени. Так как мы используем метод планирования событий, полагаем переменную CLOCK равной времени следующего запланированного события: это или время следующего прибытия, или время завершения обслуживания, или время окон​чания моделирования. Тогда блоки 2, 3 и 4 становятся такими, как показано на рис. 3.6.3.
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Рис. 3.6.3. Блок-схема определения следующего события,
Далее рассмотрим, что должно быть сделано в блоке 5 на рис. 3.6.2, когда имеет место новое прибытие. Во-первых, мы можем определить время следующего прибытия в соответствии с правилом вида
[image: image564.png]ARR=CLOCK+RANARR (1, MAXA)




где RANARR(1, МАХА) — функция, которая дает случайное целое число между 1 и некоторой фиксированной константой МАХА с оп​ределенным распределением вероятностей.
Следующая работа, которую нужно выполнить, когда прибывает новый клиент,— это или поставить клиента в очередь, или если об​служивающее устройство свободно, то обслужить его. Если очереди нет (длина очереди определяется переменной QUEUE), то можно оп​ределить время ухода данного кли​ента (т. е. время полного обслу​живания) из уравнения
COMP=CLOCK+RANCOM(1, MAXC)
Тогда  блок  5   становится  таким, как на рис. 3. 6.4.
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Рис. 3.6.4.  Блок-схема    для    нового    прибытия.

Для завершения блока 6 так​же потребуется определить время завершения следующего обслужи​вания:
СОМР=CLOCK+R ANCOM (1, МАХС)
Следует,    однако,   рассмотреть    и   особую  ситуацию,   когда  очередь становится пустой. Конечно, в этом случае время завершения следую​щего обслуживания не имеет смысла. Поэтому мы произвольно пола​гаем COMP=TERM+1, чтобы гарантировать, что завершение не является следующим запланированным событием. Тогда блок 6 ста​новится таким, как показано на рис. 3.6.5.
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Рис. 3.6.5. Блок-схема   для   завершения   обслуживания.
Что еще осталось сделать? Во-первых, нужно задать начальные значения (иницналпзовагь) всем переменным, таким, как ARR, TERM,
QUEUE, QMAX, МАХА, МАХС и СОМР. Затем нужно определить подпрограммы для вычисления RANARR и RANCOM. Наконец, нужно представить какой-то вывод — в окружности, обозначенной Т на рис. 3.6.3. Заметим, что эта блок-схема еще не совсем полна. На​пример, не организован сбор данных — по существу мы регистри​ровали только QMAX.
Оставляем вам самим обеспечить вычисление любых нужных вам статистических данных. Обратите также внимание на неявные допущения, сделанные в отношении порядка и размера очереди.
Приведенный выше пример очереди не слишком сложен. Поэтому теперь представим более сложную и тем не менее разрешимую задачу, которая проиллюстрирует взаимозависимость отдельных параметров и поведение всей системы.
Задача о пшенице, мышах и кошках
Жители одной деревни выращивают пшеницу, которая является для них основным продуктом питания. Они собирают 2 миллиона фунтов пшеницы каждый июль и хранят ее в амбаре. Хотя они по​требляют только 100 000 фунтов пшеницы в месяц (поэтому урожай дает запас на 20 месяцев), они иногда оказываются без пшеницы, так как мыши в амбаре съедают запасы.
Деревенские жители, находясь на невысокой ступени развития, не пользуются ядами, вместо этого они пытаются уничтожать мышей, заведя в амбаре кошек. Они обнаруживают, что по какой-то причине кошки не решают их проблему, так как периодически они по-преж-пему остаются без пшеницы.
Единственный выход для жителей деревни — убирать пшеницу из амбара, когда там остается меньше 1,5 миллиона фунтов. Затем они убивают мышей, затопляя их. Однако этот метод не очень хорош:
работы затрачивается много, а уничтожается только 80% мышей. Во всяком случае, жители решают, что они будут проделывать это самое большее раз в год.
Теперь жители деревни просят нас помочь решить проблему. Сначала введем несколько дополнительных переменных, которые могут существенно влиять на ситуацию. Первая переменная — ми​нимальное число кошек в амбаре. Вторая переменная — число ам​баров, используемых для хранения пшеницы. Третья переменная — количество собранной в год пшеницы (очевидно, что жители собирают урожай с наибольшей отдачей, но, может быть, им следует собирать меньше пшеницы!).
Теперь ясно, что нужна математическая модель, имитирующая на ЭВМ систему пшеница — мыши — кошки. Это позволит за корот​кое время проделать большое число «экспериментов» для того, чтобы сравнить результаты различных стратегий и, возможно, найти среди них оптимальную.
Для построения модели нужно больше фактов и/или допущений. Например:
1.  Каждая мышь съедает около 10 фунтов пшеницы в месяц.
2.  Каждая мышь живет около 12 месяцев, т. е. каждый месяц от старости умирает приблизительно  1/12 всех мышей.
3.  Если в амбаре нет пшеницы, все мыши умрут в течение месяца. К сожалению, в этом случае из полей в амбар переберутся 20 мышей. Следовательно, в амбаре никогда не бывает меньше 20 мышей.
4.  Если на каждую мышь приходится больше 100 фунтов пшеницы, число мышей будет удваиваться  каждый месяц.  (Если  W100*M, то число рождений = М.) При меньшем количестве пшеницы число рождений есть наименьшее из чисел М и W/100 (Заметим, что 
MIN (М, W/100) = W/100, a MIN (С, M/50) =M /50).
5.  Кошки процветают при изобилии мышей. Если на одну кошку приходится более 50 мышей (т. е. M>50*С), то каждая кошка съедает 30 мышей в месяц. Когда[image: image567.png]M=Z00=0,



число съедаемых мышей в 30 раз больше наименьшего из чисел С и М/50 (Заметим, что 
MIN (М, W/100) = W/100, a MIN (С, M/50) =M /50).
6.  Когда[image: image568.png]


(т. е. на кошку приходится меньше чем по 25 мышей),  некоторые  кошки умирают от голода.   Когда  нет мышей, каждый месяц умирает половина кошек; когда [image: image569.png]M<25:C, (25:C—M)/50



 кошек умирают ежемесячно.
7.  Когда мышей много [image: image570.png]


каждая кошка-самка (половина от общего числа кошек) приносит шесть котят в течение марта и сен​тября.  Но,  когда [image: image571.png]M<25:C,



 кошки настолько истощены,  что они совсем не размножаются. Для промежуточных соотношений                   мыши/ кошки,[image: image572.png]202 C=M<H0=C,



 число новорожденных  кошек  (в марте  и сентябре) изменяется от 0, когда [image: image573.png]


 до [image: image574.png]


 когда [image: image575.png]M=00«C.



 Число рождений равно 3(М/25—С).
8. Каждая кошка живет около 10 лет. Поэтому ежемесячно уми​рает от старости примерно 1 из каждых 120 кошек. Когда С<120, за месяц с вероятностью С/120 умирает одна кошка. Никогда не допу​скается, чтобы число кошек было меньше некоторого минимального значения MINCATS.
Теперь, когда мы имеем всю эту информацию, что нам с ней делать? Какое решение мы ищем? Какие сделать допущения?
Предположим, что мы 1) хотим изучить, как влияет минимальное число кошек на количество мышей, 2) не будем уничтожать мышей, 3) будем содержать только один амбар и 4) будем продолжать собирать 2 миллиона фунтов пшеницы каждый июль. Теперь предложим алго​ритм, моделирующий систему пшеница — мыши — кошки за период, скажем, 10 лет, варьируя в каждом эксперименте минимальное число кошек.   Принципиальная   блок-схема   такого   алгоритма   приведена
на рис. 3.6.6.
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Рис. 3.6.6. Блок-схема для задачи о пшенице, мышах и кошках.
Рассмотрим блок 7 более детально. Здесь мы вычисляем ежеме​сячное изменение количества пшеницы, а также числа кошек и мышей. Месячное изменение количества пшеницы вычислить легко. Если месяц — июль, то произведены 2 миллиона фунтов. В остальных случаях 100 000 фунтов в месяц съедают жители деревни и 10 фунтов в месяц съедает каждая мышь (рис. 3.6.7а).
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Рис. 3.6.7а. Блок-схема для ежемесячного изменения в запасе пшеницы.
Месячное изменение числа мышей вычислить несколько сложнее (см. выше допущения 2, 3, 4 и 5). Из допущения 2 мы знаем, что каж​дый месяц число погибающих от старости мышей равно MICE/12. Из допущения 5 находим, что если на кошку приходится более 50 мы​шей, то в месяц съедаются 30*CATS мышей; в противном случае число съеденных мышей — MIN (30*CATS, 30*MICE/50). Из допу​щения 4 следует, что если на мышь приходится более 100 фунтов пшеницы, то число мышей, рожденных за месяц, равно имеющемуся числу мышей; в остальных случаях число рожденных мышей равно наименьшему из имеющегося числа мышей и количества пшеницы, деленного на 100. Наконец, если пшеницы нет, все мыши погибают (рис. 3.6.7б).
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Рис. 3.6.7б. Блок-схема   для   ежемесячного   изменения   численности   мышей,
[image: image579.png]b

DCATS =0

3 MICE< He
L ZS'C?ATS o

DCATS=DCATS —
{(25*CATS ~ MICE)/50)

DCATS =

CAT§/1 20 CATS/120

DCATS=
DCATS -1

DCATS=DCATS
FI*CATS

DCATS=DCATS
+3F(MICE/25-CATS)





Рис. 3.6.7в. Блок-схема   для   ежемесячного   изменения    численности   кошек.
Аналогично можно вычислить ежемесячное изменение в численности кошек, используя допущения 6, 7 и 8 (рис. 3.6.7в). На рис. 3.6.8 приведены подробная программа и пример выдачи для этой задачи. 
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Рис. 3.6.8. Реализация на Фортране задачи о пшенице, мышах и кошках. (Текст в операторе 1: «Новыи эксперимент»; 2: «Год, месяц, пшеница, мыши, кошки».)
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Рис. 3.6.8.   Продолжение
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Рис. 3.6.8. Окончание

Переменные DWHEAT, DMICE и DCATS представ​ляют собой изменения за месяц (рост или убыль) соответственно в запасах пшеницы (WHEAT), численности мышей (MICE) и числен​ности кошек (CATS).
3.7. Пример
Ранее обсуждались несколько основных этапов, входящих в пол​ное построение алгоритма. Были продемонстрированы некоторые ос​новные средства проектирования и методы, которые можно использо​вать при построении алгоритма. Ниже проиллюстрированы  многие из этих идей на конкретном примере — полностью построен​ном алгоритме отыскания остовного дерева минимального веса в неко​торой сети. Этот пример также иллюстрирует многие приемы проверки программ и составления документации.
3.7.1. Построение алгоритма для отыскания остовного дерева минимального веса

Администратор вычислительного центра сталкивается с необходи​мостью принять решение, надо или нет организовать сеть вычислительных машин в N различных территориальных пунктах. Это решение является довольно сложным и зависит от большого количе​ства факторов. Эти факторы включают вычислительные ресурсы, до​ступные в каждом пункте, соответствующие уровни потребностей, пи​ковые нагрузки на систему, возможное неэффективное использование основного ресурса в системе и, кроме того, стоимость предлагаемой сети. В эту стоимость входят приобретение оборудования, прокладка линий связи, обслуживание системы и стоимости прогона задания дан​ного типа в данном пункте. Администратор просит нас определить сто​имость такой сети.
Поразмыслив, мы решаем, что нужна сеть минимальной стоимости, в которой каждый пункт может связаться с любым другим. Позвонив представителю телефонной компании, мы можем выяснить, какова сто​имость cіj прокладки прямой линии связи (некоммутируемой линии) между двумя пунктами i и j в предполагаемой сети. Представитель те​лефонной компании информирует нас, что стоимость некоммутируемой линии является функцией географического расстояния между пунк​тами, необходимой скорости передачи и желаемой информационной емкости линии.
После дальнейшего обсуждения этого вопроса вместе с администра​тором и представителем телефонной компании нам удается определить подходящие цены cіj >0, т. е. мы получаем симметричную матрицу сто​имостей, подобную использованной в задаче о коммивояжере.

 Построение модели
Что представляет собой решение задачи? Мы должны решить, ка​кие именно соединения следует установить, а какие не следует, т. е. для каждой пары i и j  следует решить, устанавливать или нет соеди​нение   СТОИМОСТЬЮ   cіj.
Следовательно, решение должно представлять собой модифициро​ванную матрицу С′, полученную из первоначальной матрицы цен, в которой элементы (i, j ) и (j , i) равны ∞, если мы не устанавливаем сое​динения, и cіj , если устанавливаем. Кроме того, поскольку предпола​гается, что каждый пункт может устанавливать связь в сети с любым другим, то в каждой строке (и в каждом столбце) матрицы С′ должен содержаться по крайней мере один конечный элемент. Но любая ли мо​дифицированная матрица, удовлетворяющая этому условию на строки и столбцы, является решением? Оставив пока этот вопрос открытым, давайте рассмотрим вторую модель для этой же задачи. Рис.3.7.1 показывает, как можно представить любую симметричную матрицу сто​имостей полной сетью с весами. 
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Рис. 3.7.1. (а) матрица стоимостей С; (б) соответствующая взвешенная полная сеть G.
Рис.3.7.1, а представляет гипотетиче​скую матрицу С для сети связи, состоящей из пяти пунктов, помечен​ных цифрами 1, 2, 3, 4 и 5. Для удобства стоимости cіj для і≠ j  предпо​лагаются положительными целыми числами. Заметим, что cіj = cjі, т. е. С — симметричная матрица. Все элементы на главной диагонали сделаны бесконечными, чтобы избежать установления связи некоторо​го пункта с самим собой. Пять вершин полной сети с весами на рис.3.7.1, б, помеченные цифрами 1, 2, 3, 4 и 5, соответствуют пяти пунктам сети связи. Для любой пары различных вершин vі  и vj ребро, соединяющее их, помечено стоимостью cіj.
Возвращаясь к вопросу о том, что же представляет собой решение задачи, рассмотрим модифицированную матрицу С′ для матрицы С на рис.3.7.2, которая удовлетворяет условию, что каждая строка (и каждый столбец) имеет по крайней мере один конечный элемент. 
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Рис.3.7.2. (а) С′; (б) G'.
Могло бы это быть решением? Визуальное рассмотрение соответствующей под​сети G' и G показывает, что это не может быть решением, так как в G' не существует пути, соединяющего пункты 3, 4 или 5 с пунктами 1 или 2.
На рис.3.7.2 мы обнаружили, что подсеть G' не является связной. Поэтому образуем связную сеть добавлением (самой дешевой) линии связи между пунктами 1 или 2 и пунктами 3, 4 или 5, т. е. соединяем пункты 1 и 4, стоимость с14=7 (см. сеть G" на рис.3.7.3, а). [image: image586.png]



Рис.3.7.3. (a) G"; (б) G'"'.
Могла бы сеть G" быть решением? Стоимость этой сети является суммой стоимо​стей всех линий связи, которые она содержит. Посмотрим, что про​изошло бы, если бы мы удалили соединение между пунктами 3 и 5 (см. сеть G" на рис.3.7.3, б). Полученная сеть оказывается более де​шевой, но все еще связной, т. е. любой пункт можег связаться с любым другим  пунктом.
Таким образом, сеть, соответствующая решению задачи, не будет содержать циклов. Если бы решение содержало цикл, тогда можно было бы найти более дешевое решение, удалив самую дорогую связь в цикле. Следовательно, решением задачи является самая дешевая подсеть, которая связна, не содержит циклов и содержит все вершины. Таким образом,  эта подсеть окажется остов-ным деревом.
Наша первоначальная задача теперь может быть сформулирована математически следующим образом: Дана связная полная сеть G с ве​сами, найти остовное дерево минимальной стоимости (или веса).
Разработка алгоритма
Теперь, когда мы поставили нашу задачу математически, мы долж​ны найти решение. Возможно, естественнее всего было бы испытать грубый алгоритм, т. е. выбрать сперва caмoe дешевое ребро, затем следующее самое дешевое из оставшихся и т. д. Но, выбирая ребра, мы должны помнить о трех требованиях: (1) окончательная подсеть должна содержать все вершины и должна быть связной; (2) оконча​тельная сеть не должна содержать циклов; (3) окончательная сеть должна обладать минимальным возможным весом. Заглядывая не​сколько вперед, мы должны также приготовиться доказать, что наша окончательная   сеть   действительно   обладает   минимальным   весом.
Попытаемся  сформулировать  эту  процедуру  в  виде  алгоритма.
Algorithm А. Отыскание остовного дерева Т минимального веса во взвешенной, связной и полной сети G с М вершинами и N ребрами. Шаг 0. [Инипиализация] Set Т ← сеть, состоящая из М вершин, но
без ребер; set H ← G.
Шаг 1. [Цикл] While Т не является связной сетью do through шаг 3 od; and   STOP.
Шаг 2. [Отыскание ребра с минимальным весом] Пусть (U, V) - ребро с наименьшим весом в Н; if T+(U, V) не имеет циклов then [добавить             (U, V) к Т] set T← Т+(U,    V)  fi. 
Шаг 3. [Удаление   (U,   V)  из Н]   Set Н←( U ,   V).
Возникает несколько  вопросов относительно этого алгоритма:
1.   Всегда  ли  он  выходит на  STOP?
2.   Когда он выходит на STOP, всегда ли Т оказывается остовным деревом для  G?
3.   Гарантировано ли, чго Т — остовное дерево минимального веса?    4. Является ли алгоритм замкнутым (или содержит скрытые или
неявные   подалгорпгмы)?                                                                                                5. Эффективен ли  алгоритм?                  
Сейчас вы уже могли бы подумать над вопросами 1, 2 и 3; ответ на все три будет «да». Сосредоточимся на вопросах 4 и 5.
На вопрос 4 ответ будет «нет», а на вопрос 5 — «может быть». Шаг 1 требует подалгоритма определения связности сети, а шаг 2 требует подалгоритма для решения вопроса о наличии циклов в сети. Эти два шага могут сделать алгоритм неэффективным, потому что подалгоритмы  могли  бы  потребовать  много  времени.
Это наводит на мысль, что можно было бы улучшить алгоритм А, если бы удалось найти метод построения остовного дерева, гаранти​рующий без проведения проверок, что создана связная сеть без циклов.
Следующий алгоритм, принадлежащий Приму, делает как раз то, что мы хотим. Его правильность будет доказана в следующем раз​деле.
Algorithm PRIM. Найти остовное дерево Т минимального веса во взвешенной связной сети G с М вершинами и N ребрами.
 Шаг 0. [Инициализация]   Помечаем   все   вершины   «невыбранными»; set Т ← сеть с М вершинами и без ребер; выбираем произ​вольную вершину и помечаем ее «выбранной». 
Шаг 1. [Цикл] While существует невыбранная вершина do шаг 2 od; and   STOP.
Шаг 2. [Отыскание ребра с минимальным весом] Пусть (U, V) — ребро с наименьшим весом между произ​вольной выбранной вершиной U и произвольной невыбранной вершиной V; помечаем V как «выбран​ную»; and set T←T+(U, V).
Блок-схема  алгоритма  PRIM  приведена  на   рис.   3.7.4.
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Рис.3.7.4. Блок-схема алгоритма PRIM.
На рис.3.7.5, а показана сеть с рис.3.7.1,б; рис.3.7.5,б—е иллюстрируют рост остовного дерева Т минимального веса по мере работы алгоритма PRIM; выбранные вершины указываются черными квадратами, а невыбранные — окружностями. 
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Рис.3.7.5.
Начальной вершиной на  рис.   3.7.5, б является  вершина  5.
Заметим, что оба алгоритма построения остовного дерева минималь​ного веса можно было бы применить и к произвольной связной сети G, т. е. сети на входе алгоритма не обязательно ограничивать классом полных сетей. Ребрам, отсутствующим в G, следует приписать беско​нечный вес.
Отрабатывание назад часто используется для понимания разработ​ки алгоритма. Ключевую идею разработки алгоритма PRIM можно было бы найти отрабатыванием назад. Предположим, что мы нашли каким-либо методом остовное дерево Т минимального веса для сети G. Ребра G, не входящие в Т, должны быть как-то устранены из рас​смотрения. Введем одно из них обратно в Т, например ребро е. По тео​реме 2.2.4 (е) Т+е имеет в точности один цикл, который мы назовем С. Вес ребра е должен быть не меньше веса каждого из остальных ребер из С. Это следует из того, что если ребро f из С обладает весом, большим, чем у ребра е, то тогда остовным деревом для G было бы Т+е—f с весом, меньшим, чем у Т. Последнее противоречило бы предположе​нию о том, что Т является остовным деревом минимального веса для G. Это подсказывает естественную процедуру отыскания остовного дерева минимального веса, которая последовательно находит циклы в G и разрывает их, удаляя из цикла ребро, обладающее наибольшим весом.
Правильность алгоритма
Алгоритм PRIM является еще одним примером того, что называется «грубым» алгоритмом (см. разд. 3.2). Нужно принимать последователь​ность решений (в данном случае выбор ребер). Каждый раз, когда мы принимаем одно из этих решений, мы просматриваем всю текущую информацию и делаем по возможности наименее дорогой выбор. Этот выбор производится без учета воздействия, которое он может оказать на   последующие   выборы.
Правильность алгоритма PRIM основана на различных фундамен​тальных результатах, касающихся деревьев, в частности на теореме 2.2.4. Прежде чем обсуждать правильность, имеет смысл остановиться на одном общем факте, относящемся к разработке алгоритмов.
Вообще говоря, нетрудно разработать какой-то алгоритм для ре​шения некоторой проблемы. Трудно разработать эффективный алго​ритм, и очень трудно разработать наилучший возможный алгоритм.
Чаще всего различие между эффективным и неэффективным алго​ритмами состоит в наличии ясного представления не только о самой задаче, но и о соответствующих математических свойствах структур, используемых для ее моделирования. Поэтому не следует удивляться, что для разработки эффективного алгоритма могут понадобиться не​сколько ключевых теорем, помогающих выбрать направление разра​ботки.
Наше доказательство правильности алгоритма PRIM состоит из приведенной ниже последовательности теорем.
Теорема 3.7.1. При каждом завершении шага 2 алгоритма PRIM ребра, принадлежащие в данный момент Т, образуют дерево на мно​жестве вершин, выбранных к данному моменту.
Доказательство. Проведем индукцию по числу К выполнений ша​га 2. Очевидно, при K=1 должны существовать две выбранные верши​ны и одно ребро в Т между ними.
Теперь предположим, что после К выполнений шага 2 ребра, в дан​ный момент входящие в Т, образуют дерево (назовем его Тс) на мно​жестве выбранных к данному моменту вершин. Рассмотрим (K+1)-е выполнение шага 2.
Оно обязательно включает добавление одной новой вершины и од​ного нового ребра к Тс. Так как это новое ребро является единственным ребром между новой вершиной и Тс, добавление этой вершины и ребра не может создать цикла в Tс и новое Тс по-прежнему связно. Таким образом, Тс остается деревом.
Теорема 3.7.2. При завершении работы алгоритма PRIM T яв​ляется остовным деревом для G.
Доказательство. Это непосредственно следует из теоремы 3.7.1, которая гарантирует нам, что Т — дерево, и из того, что Т содержит все вершины G, т. е. алгоритм прекращает работу только тогда, когда все  вершины   выбраны.
Теорема 3.7.3. Пусть Т — поддерево сети G, а е — ребро с наи​меньшим весом, соединяющее вершину, принадлежащую Т, и вершину, не принадлежащую Т. Тогда в G существует остовное дерево T′, содер​жащее Т и е, такое, что если Т" — любое остовное дерево в G, содержа​щее Т, то[image: image589.png]W (T yW(T").




Доказательство. Пусть Т" — остовное дерево для G, содержащее Т и обладающее минимальным весом среди всех остовных деревьев, со​держащих Т. Предположим далее, что Т" не содержит е. Рассмотрим сеть[image: image590.png]T {e}



и единственный цикл С в ней, содержащий е. Теперь цикл
С должен содержать ребро f≠е, соединяющее вершину, принадлежа​щую Т, с вершиной, не принадлежащей Т. Почему? Согласно нашим предположениям, однако, мы знаем, что[image: image591.png]wiey=wf).



 Следовательно,
дерево, полученное из Т" удалением f и добавлением е:
[image: image592.png]T"—{fy U {e}=T",




является остовным деревом G, содержащим Т и е, и удовлетворяет условию[image: image593.png]WA(T)<W(T).




Теорема 3.7.3 дает достаточное обоснование шага 2 алгоритма PRIM; она утверждает, что оснований для выбора нового ребра на ша​ге 2 достаточно, чтобы гарантировать существование остовного дерева минимального веса, содержащего выбранное ребро. Далее мы будем использовать обозначение ОДМВ для остовного дерева минимального веса.                    
Теорема 3.7.4. Пусть G=(V, E) — связная взвешенная сеть, и пусть е=( v , w) — ребро с наименьшим весом, инцидентное вершине v. Тогда существует ОДМВ  Т, содержащее е.
Доказательство. Пусть Т — ОДМВ G, не содержащее е. Рассмот​рим сеть [image: image594.png]T U {e}.



 Согласно теореме 2.2.4 (е),[image: image595.png]Ty e}



содержит в точно​сти один цикл. Этот цикл содержит два ребра, инцидентных вершине v, включая e=(v, w) и другое ребро, скажем f=(u, v). Согласно гипотезе, [image: image596.png]wie)==wiy),



 и поэтому[image: image597.png]


является ОДМВ для G, содержа​щим е.
Теорема 3.7.5. Алгоритм PRIM находит ОДМВ Т во взвешенной связной сети G с М вершинами.
Доказательство. Согласно теореме 3.7.2, алгоритм PRIM находит остовное дерево.
Согласно теореме 3.7.4 существует ОДМВ Т1, содержащее первое ребро — назовем его е1 — выбранное алгоритмом PRIM.
Согласно теореме 3.7.3, существует остовное дерево Т2, содержащее первое ребро е1 и второе ребро е2, выбранное алгоритмом PRIM. T2 также обладает минимальным весом среди всех остовных деревьев, со​держащих е1, т. е.[image: image598.png]W{T,)=W(T)),



так как Т1 — наше ОДМВ.
Повторяя этот процесс, по теореме 3.7.3, мы убеждаемся в существо​вании ОДМВ, содержащего первые k ребер, выбранных алгоритмом PRIM,  для  всех [image: image599.png]



Наконец, так как выбранные М—1 ребер сами образуют остовное дерево, из этого следует, что Т есть остовное дерево минимального веса для G.
Реализация алгоритма

Теперь настало время описать программу для машины, отыскиваю​щую ОДМВ, с использованием алгоритма PRIM. Алгоритм будет реализован в виде подпрограммы. Это соглашение вводится для того, чтобы избежать определенных вопросов ввода и вывода, зависящих от местных требований к организации вычислений и вопросов стиля. Используя данное соглашение, мы не подразумеваем этим, что вопросы ввода и вывода тривиальны. Например время ввода/вывода может ока​заться существенно больше времени вычислений при отыскании ОДМВ для очень больших сетей.
Первое, что можно было бы спросить: каковы должны быть входные и выходные параметры этой подпрограммы? Начальное предложение алгоритма PRIM частично отвечает на этот вопрос: на входе должна быть взвешенная связная сеть G с М вершинами и N ребрами, а на выходе нужно получить для G остовное дерево Т минимального веса.
Следовательно, мы должны решить, как хранить сеть в памяти. В разд. 2.2 и 2.3 обсуждались некоторые способы представления сети в машине. Пока мы произвольно решим организовать массив размера М×М (т. е. матрицу стоимостей), где сij равно весу ребра G между vi и vj. Если же между vi и vj нет ребра, то используем сij= 1 000 000, т. е. некоторое значение, большее веса любого ребра в G. Мы также будем предполагать для  удобства,  что  все  веса — положительные  целые.
Выходная информация будет состоять из последовательности М—1 упорядоченных троек, элементы которых расположены в трех масси​вах FROM(I), TO(I ), COST(I ). Пара FROM(I ), TO(I) представляет I-е ребро ОДМВ Т, вес которого равен COST(I ).
Решив, как представить входную и выходную информацию для подпрограммы, мы приступаем к реализации каждого шага алгоритма PRIM. Шаги 0 и 1 предполагают наличие массива CHOSEN, в котором CHOSEN (I)=1, если вершина I  «выбрана», и CHOSEN (I)=0, если вершина I  пока еще «не выбрана».
 Однако шаг 2 требует двух массивов CHOSEN и UNCHOSEN, что​бы найти минимальный вес ребра между вершиной в CHOSEN и вер​шиной в UNCHOSEN. Имея это в виду, мы можем представить себе реа​лизацию шага 2 в виде проверки всех ребер с одной вершиной в
CHOSEN, а другой в UNCHOSEN. Как только будет найдено ребро с минимальным весом, невыбранная вер​шина этого ребра исключается из мас​сива UNCHOSEN и добавляется к мас​сиву CHOSEN. Шаг 2 можно затем повторить с обновленными массивами. 
При более пристальном взгляде на этот подход к реализации шага 2 мы обнаруживаем, что будет производить​ся много лишних проверок ребер и что возникают некоторые трудности при обновлении массивов CHOSEN и UNCHOSEN. Более эффективная реа​лизация шага 2 получается, если хра​нить только список невыбранных вер​шин UNCHSN (I ), который первона​чально содержит NUMUN=М—1 вер​шин, и создать два дополнительных массива. Это будут массивы LIGHT, каждый I -й элемент которого равен наименьшему весу ребра между I -й невыбранной вершиной и некоторой выбранной вершиной, и VERTEX, со​держащий в I -м элементе выбранную вершину на этом ребре.
При наличии этих массивов шаг 2 можно реализовать следующим обра​зом: 
(1) ищем ребро с наименьшим ве​сом в массиве LIGHT;                                          (2) исключаем K-й элемент из списка UNCHSN (по​мещаем последнюю невыбранную вершину    UNCHSN (NUMUN)    в UNCHSN (K));                    (3)  уменьшаем   значение NUMUN, числа невыбранных вер​шин, на 1; (4) запоминаем или выдаем на печать вновь выбранное реб​ро LIGHT; (5) используя UNCHSN (К) в качестве вновь выбранной вершины, обновляем значения LIGHT для остающихся невыбранных вершин, сравнивая LIGHT(I) с  С(I,   UNCHSN(K)).
Приняв решение о реализации самого трудного шага алгоритма PRIM, мы можем теперь завершить реализацию остальных шагов. Шаг 0 сводится к произвольному выбору вершины М в качестве начальной и к размещению вершин 1,2,3,. . . , М—1 в массиве UNCHSN. Шаг 1
реализуется посредством проверки, остались ли еще невыбранные вер​шины, т. е. не равно ли значение NUMUN нулю. Эти соображения све​дены в блок-схему на рис.  3.7.6.
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Рис. 3.7.6. Более   детальная блок-схема   алгоритма  PRIM.    
В программе на Фортране, показанной на рис. 3.7.7, мы произволь​но решили отвести достаточное пространство в памяти для работы с сетью, имеющей 100 вершин. 
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Рис.3.7.7. Подпрограмма  PRIM.
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Рис. 3.7.7. Продолжение
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Рис. 3.7.7. Продолжение
Символы в крайних правых позициях за​писи программы будут кратко пояснены; числа в левых позициях бу​дут  обсуждены  в  следующем  разделе.
Оператор CALL CHECK на рис. 3.7.7 вызывает подпрограмму, которая должна проверять, допустимы ли значение М и значения С. Если   обнаружено   недопустимое   значение,   подпрограмма   CHECK
напечатает соответствующее сообщение об ошибке и прекратит выпол​нение алгоритма. Построение этой простой подпрограммы мы предо​ставляем читателю
Анализ алгоритма
Теперь проанализируем сложность алгоритма PRIM. Цель состоит в том, чтобы попытаться определить наибольшее количество операций, которые должен выполнить этот алгоритм, чтобы найти ОДМВ для произвольной связной сети с М  вершинами.
Прежде чем проводить детальный анализ реализации на рис. 3.7.7, дадим сначала грубый анализ «по порядку величины».
Шаг 0 алгоритма PRIM требует О(М) операций для инициализации списка невыбранных вершин. В нашей реализации это включает О (М) операций для инициализации каждого из трех массивов по (М—1) элементов плюс постоянное количество (не зависящее от М) вспомога​тельных операций. Так как количество работы здесь прямо пропорцио​нально М, шаг 0 имеет сложность О(М).
Шаг 1, итерационный, по существу требует О(М) проверок, чтобы установить, есть ли еще невыбранные вершины.
Шаг 2 выполняется точно М—1 раз. Каждое выполнение шага 2 тре​бует поиска в текущем списке LIGHT для отыскания ребра с наимень​шим весом от невыбранной вершины к выбранной. Эта работа требует O(NUMUN) операций, где NUMUN — текущее число невыбранных вершин. Так как NUMUN≤М—1, эта часть шага 2 ограничена сверху О(М) операциями. После идентифика​ции вновь выбранной вершины I  нужно обновить список невыбранных UNCHSN. Для каждой невыбранной вершины К мы должны сравнить значение LIGHT (К) с 
С (К, I), чтобы увидеть, не дешевле ли теперь связать какую-нибудь из невыбранных вершин с некоторой выбранной, используя вновь выбранную вершину I . Необходим один проход по текущему списку LIGHT; процесс обновления ограничен сверху О(М) операциями. Так как ни один из остальных подшагов шага 2 не тре​бует более, чем О(М) операций, сложность шага 2 ограничена сверху величиной О(М) (напомним, что О(М)+О(М)=О(М)).
Мы показали, что шаг 2 имеет сложность О(М) и выполняется (М—1) раз. Следовательно, полная работа, производимая на шаге 2, составит (М—1)(О(М)) = О(М2), т. е. алгоритм PRIM имеет общую сложность О(М2).
Алгоритм PRIM весьма эффективен, особенно если мы полагаем, что можно проверить ребер ( Заметим, что полная сеть с М вершинами имеет М(М—1) ребер.). Таким образом, ни один алгоритм построения ОДМВ не мог бы сколько-нибудь улучшить результат О(М2), и алгоритм PRIM достигает этой нижней границы.
Наиболее важной целью анализа является получение функцио​нальной зависимости чигла операций, выполняемых алгоритмом, от параметров, характеризующих размеры задачи. Разумеется, алгоритм, требующий 2М2+1 операций на сети с М вершинами, гораздо эффек​тивнее алгоритма, требующего 30М2+500 операций. Тем не менее оба алгоритма имеют сложность О(М2), а их время работы, приблизи​тельно пропорциональное числу операций, возрастает с ростом М, по существу, одинаково. Сравните это со случаем двух алгоритмов, один из которых требует 1000М2+2000М+3000 операций, тогда как другой требует 0,5 М! операций для решения той же задачи. Для значений око​ло М=2 второй алгоритм превосходен, но обычно нас интересуют большие значения М. Каков будет результат сравнения этих алгорит​мов при М = 10, М=20 или М = 100?
Теперь предпримем более детальный анализ алгоритма PRIM. При таком анализе тщательно рассматривают программную реализа​цию и подсчитывают число исполнений каждого оператора или по край​ней мере стремятся получить ближайшую верхнюю границу для этого числа. Сумма всех этих чисел дает довольно точную оценку числа опе​раций, необходимых данному алгоритму для задачи размера М. Этот тип анализа обычно более трудоемок, чем анализ «по порядку величи​ны», но зато дает более тонкую оценку сложности алгоритма и его част​ной рассматриваемой реализации.
На рис. 3.7.7 справа от каждого оператора приведена верхняя гра​ница числа его выполнений. Большую часть этих чисел легко прове​рить, и читателю следует проделать это. Однако некоторые участки программы требуют специального пояснения.
Мы опускаем детальный анализ сложности оператора CALL CHECK, который исполняется только один раз. Легко видеть, что лю​бая реализация этой подпрограммы будет иметь сложность О(М2), так как необходимо проверить все М2 элементов матрицы стоимостей.
Цикл DO300 выполняется М—1 раз. Каждое исполнение этого цик​ла включает итерации по NUMUN, причем значение NUMUN изме​няется от М—1, М—2, ... до 1. Таким образом, оператор J= UNCHSN(I), помещенный после оператора DO300, выполняется М—1 раз при первом выполнении этого цикла DO, M—2 раз при вто​ром и т. д. Следовательно,  всего он выполняется
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раз.
Теперь легко определить кратность выполнения каждого из осталь​ных операторов в подпрограмме PRIM. Объяснения требуют только кратности выполнения, помеченные буквами А, В, С и D. Они    удовлетворяют  уравнениям
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Если мы просуммируем все кратности выполнения, то увидим, что количество операторов, выполняемых подпрограммой PRIM, ограни​чено сверху величиной
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Так как значения В и D оба ограничены сверху величиной М (М—2)/2, общее число исполняемых операторов ограничено сверху величиной
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Таким образом, общая сложность равна О(М2). Заметим, что в трудо-емкости подпрограммы PRIM относительно мало неопределенности. Иначе говоря, число исполняемых операторов для двух различных се​тей с М вершинами различается только в числах В и D.
Хотя мы и считали каждый оператор за одну операцию, на выпол​нение этих операторов затрачивается различное количество времени. Например, на операцию сравнения затрачивается больше времени, чем па операцию сложения. Такие уточнения анализа требуют детального знания компиляторов  и операционных систем.
 Algorithm EXCHANGE (ПЕРЕСТАНОВКА). Нужно найти остовное дерево Т минимального веса на взвешенной связной сети G, имеющей М вершин и N ребер. 
Шаг 0.   [Инициализация] Set T ← произвольное остовное дерево для
G; and пусть ребрами G, не входящими в Т, будут е1, e2, . . . еk.
 Шаг 1. [Проверка каждого ребра, не входящего в Т] For i←1 to k do
шаг 2 od; and STOP.
Шаг 2. [Перестановка ребра с максимальным весом] Пусть f — ребро с максимальным весом в единственном цик​ле в [image: image608.png]ey set I=1+¢;—f.




3.7.2. Проверка программ
Существует три аспекта проверки программы: (1) на правильность, 2) на эффективность реализации и (3) на вычислительную сложность. Вместе взятые, эти проверки направлены на получение эксперимен​тального ответа на вопросы: работает ли алгоритм? Насколько хорошо он  работает?
Предполагается, что проверка правильности удостоверяет, что про​грамма делает в точности то, для чего она была предназначена. Это гораздо труднее, чем может показаться с первого взгляда, особенно для больших программ. Важно понять, что математическая безупреч​ность алгоритма не гарантирует правильности перевода его в програм​му. Аналогично ни отсутствие диагностических сообщений компиля​тора, ни «разумный вид» результатов прогона не дают достаточной га​рантии правильности программы. Это часто иллюстрируют многие примеры машинных программ, которые работают месяцы или годы, прежде чем в них обнаруживаются ошибки.
Проверка эффективности реализации направлена на отыскание способов заставить правильную программу работать быстрее или рас​ходовать меньше памяти. Чтобы улучшить программу, пересматри​ваются результаты этапа реализации в процессе построения алгоритма.
Проверка вычислительной сложности сводится к эксперименталь​ному анализу сложности алгоритма или к экспериментальному срав​нению двух или более алгоритмов, решающих одну и ту же задачу. Кроме того, проверки этого типа применяются для дополнения теоре​тического анализа алгоритма. Если теоретический анализ слишком трудно провести, необходимо все же накопить некоторый вычисли​тельный опыт работы с этим алгоритмом. Этот опыт можно использо​вать, например, для предсказания продолжительности работы про​граммы на определенном наборе входных данных. Результаты экспе​риментального анализа редко оказываются исчерпывающими, и не следует выходить за разумные пределы в их интерпретации.
Проверка правильности
Предположим, что у нас есть программа, которая получает правиль​ные результаты для нескольких простых вариантов входных дан​ных. 
(Многие программисты сказали бы, что такая программа «отлажена», а не «про​верена». Некоторые пользуются этими двумя словами вперемежку. Остальные назы​вают «проверкой» процесс отыскания ошибок, а «отладкой» процесс локализации и устранения их. Мы различаем три типа проверки, а термин «отладка» применяем для проверки правильности.)
Задача состоит в том, чтобы проверить ее так, чтобы ею можно было пользоваться с уверенностью. Далее мы сообщим несколько принципов, которые должны быть представлены в любом плане про​верки.
Меры предосторожности. Легче проверять правильность програм​мы, если более ранние шаги ее построения были тщательно организо​ваны и выполнены. В значительной степени развитие структурного программирования «сверху вниз» было мотивировано такими сооб​ражениями.
Планируйте проверку программы в процессе ее разработки. Ду​майте о том, как можно проверить каждый модуль и какие следует ис​пользовать для этого данные, еще в процессе его написания.
Кроме того, планируйте наперед предполагаемые изменения про​граммы в будущем. Задайтесь вопросом: какие изменения вероятнее всего придется сделать? Здоровая забота об универсальности програм​мы поможет избежать дорогостоящих переделок целых сегментов на​писанной   программы.
Локальные проверки. Ряд простых тестов или проверок может быть выполнен  вручную:
1.  Проверяйте соответствие между оператором алгоритма или блок-схемы и его реализацией в программе. Медленно пройдите по всем операторам программы и попытайтесь представить себе назначение каждого из них и его связь с алгоритмом или блок-схемой.
2.  Проделайте локальные проверки описаний всех переменных, из​меняя все вхождения переменной, имя которой было изменено, про​верьте соответствие размерностей  массивов,   вставьте  операторы отладки или печати. Делайте все изменения сразу же, как только они осознаны, или по крайней мере отмечайте их, иначе их легко забыть.
3.  Проверка на недопустимые значения. В каждом операторе, если это возможно, рассмотрите возможность появления недопустимого значения некой переменной и постарайтесь определить, из-за чего это могло бы произойти. Убедитесь, что все переменные инициали​зируются правильно, например, при каждом вызове подпрограммы или процедуры. Убедитесь, что индексы никогда не могут принимать значения, слишком малые либо слишком большие. Кроме того, про​верьте, чтобы недопустимые значения не могли быть внесены извне в подпрограмму  или  процедуру.
4.  Проверка на бесконечные циклы. Попытайтесь определить, сущест​вует ли путь, по которому программа могла бы попасть в бесконеч​ный цикл.
Проверка всех частей программы. Руководствуйтесь следующим критерием. Проверяйте до тех пор, пока каждый присутствующий в программе оператор не будет давать правильного результата. В част​ности, проверьте каждую ветвь и каждое условие ошибки хотя бы раз. Попытайтесь проверить возможно больше различных путей через про​грамму. Заметьте, что программы со структурой дерева имеют гораздо меньше путей,  чем программы со сложными структурами циклов.
Тестовые данные. Серьезные усилия следует направить на получе​ние хороших данных для первых же тестов. Первоначальный набор тестовых данных должен покрывать широкий диапазон частных слу​чаев; должны быть известны правильные ответы. Нужно включать данные, проверяющие все условия ошибок. Можно также пропустить через программу какие-нибудь «бессмысленные» данные, чтобы по​смотреть, правильно ли они обрабатываются.
Избегайте прогона данных, по существу требующих, чтобы система снова и снова выполняла одно и то же. Также старайтесь избегать тес​товых данных, ответы на которые нельзя проверить. Случайные дан​ные обычно страдают обоими этими недостатками.
Проверяйте программу на данных, лежащих на границах допусти​мых диапазонов. Если диапазон для входных данных определяется размером задачи, сделайте отдельную попытку проверить очень боль​шие и очень маленькие задачи. Обратите особое внимание на «нулевые случаи», например пустые строки, сети без вершин или ребер, нулевые матрицы и т. д. Если программой будут пользоваться часто, то можете быть уверены, что все возможные крайние случаи рано или поздно проявятся.  Проверьте их вовремя.
Проверяйте программу на данных, выходящих за пределы прием​лемого диапазона входных данных. Остерегайтесь опасной ситуации, когда программа выдает правдоподобные (но неверные) результаты.
Если доступна другая программа, решающая эту же задачу, ис​пользуйте ее для контроля проверяемой программы. Хотя это и мало​вероятно, имейте в виду, что обе программы могут оказаться непра​вильными.
Следует также затратить некоторые усилия, чтобы проверить про​грамму на реальных данных, если предполагается ее практическое ис​пользование. Может оказаться необходимым содействие потенциаль​ных пользователей.
Поиск скрытых ошибок. Испробуйте все, что сможете придумать, чтобы выявить в программе ошибку. Если возможно, попросите кого-нибудь другого сделать это. Непредубежденность и свежий подход мог​ли бы оказаться как раз тем, что нужно для локализации не замечен​ной  вами ошибки.
Время, необходимое для проверки. Проверка требует обычно су​щественного количества времени, и ее не следует торопить. Зарезерви​руйте для отладки достаточно времени.
Повторная проверка. Если при проверке обнаружены ошибки, нуж​но сделать изменения, чтобы их исправить. Следует позаботиться о том, чтобы не громоздить одно исправление на другое, нужно устано​вить все места в программе, на которые воздействует данная ошибка. Убедитесь, что исправление одной ошибки не порождает новых. Для этой цели можно было бы сохранить старые тестовые данные и исполь​зовать  их для  повторной  проверки  программы.

Когда прекратить проверку. На этот вопрос не существует общего ответа. Для любой конкретной программы ответ зависит от ее возмож​ного применения и от уровня уверенности, которого желает достичь программист. Большие программы, предназначенные для важных про​изводственных целей, может оказаться необходимым проверять меся​цами. В действительности за ними нужно наблюдать в течение неко​торого времени после внедрения в производство. Часто вопрос решает​ся по соображениям времени и денег.

Проверка эффективности реализации
Этот тип проверки применяется при поиске способов ускорить выполнение программы или сократить требуемый объем памяти. Такая проверка оказывается потерей времени для простых программ или для программ, которыми будут пользоваться редко, но в высшей степени полезна для программ, которыми, вероятно, будут пользоваться часто.
Следует проводить различие между эффективностью реализации или кодирования и вычислительной сложностью. Предположим, что мы разработали алгоритм и теоретический анализ показывает, что он имеет сложность О (п3), где п — некоторое число, характеризующее размер задачи. Предположим далее, что детальный анализ реализации этого алгоритма дает точную верхнюю границу 2п3+5п+17 для числа выполняемых операторов. Чего же мы должны ожидать от проверки эффективности реализации? Важно понять, что упрощение кодировки обычно не изменяет основного поведения порядка О(п3); это сущест​венное свойство алгоритма и связанных с ним структур данных. Од​нако более эффективное кодирование может существенно уменьшить количество операций. Например, некоторая перестановка операторов
могла бы понизить точную верхнюю границу до[image: image609.png]Fn5n+20.



Новая
реализация потребует вчетверо меньше времени, чем первоначальная, хотя  сложность  по-прежнему будет O(п3).
Здесь уместно предостеречь. Предельно эффективное кодирование может нарушить ясность программы и сделать проверку ее правиль​ности гораздо более трудной. Вообще следует избегать изменений, уг​рожающих ясности, если они не могут быть оправданы существенной экономией  времени   и/или  памяти.
Существует много методов, которыми можно воспользоваться для повышения эффективности программы. Многие из них используют де​тальные знания о конкретном компиляторе или операционной системе. Ими мы пренебрежем, а только упомянем несколько наиболее широко применяемых машинно-независимых методов. Затем мы обсудим полез​ную универсальную процедуру проверки, известную под названием профилирования.
Арифметические операции. Арифметические операции сложения и вычитания выполняются быстрее, чем умножение и деление. Возведе​ние в степень — самая медленная операция. Кроме того, целочислен​ная арифметика обычно быстрее арифметики вещественных чисел. Та​ким образом, величину X2 быстрее вычислить как Х*Х, чем Х**2.0, а Х+Х может оказаться быстрее, чем 2.0*Х.
Избыточные вычисления. Если сложное выражение встречается более чем в одном месте, вычисляйте его один раз и присваивайте вы​численное значение переменной. Хорошим примером служит формула для вычисления корней квадратного уравнения. Вместо того чтобы писать
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эффективнее воспользоваться записью
[image: image611.png]DENOM=A+A
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(Мы исключили проверку на мнимый корень. ) Экономия времени за​висит от конкретного компилятора.
Порядок в логических выражениях. Большинство компиляторов прекращает вычисление логических выражений, как только результат получен. Например, в выражении A .OR. В .OR. С вычисление будет прекращено, как только будет найдено значение TRUE. Некоторое время можно сэкономить, разместив А, В и С так, чтобы А вероятнее всего оказалось истинным, В — следующим по величине вероятности, а С — с наименьшей вероятностью.
Исключение циклов. Наибольшие возможности повышения эффек​тивности выполнения заключены в сегментах программы, повторяе​мых часто. Такие сегменты почти всегда имеют форму циклов.
Одним из методов сокращения затрат времени на циклы является сокращение числа повторений. Это исключает дорогие операции уве​личения счетчика цикла и его проверки. Например, рассмотрим сле​дующую программу инициализации:
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Здесь содержится 2000 операций увеличения счетчика и проверки. Требующееся для их выполнения время можно сэкономить, если ини​циализировать начальные значения оператором DATA во время ком​пиляции. Если это сделать невозможно, тогда следует объединить эти два  цикла.
Развертывание циклов. Дальнейшее снижение накладных расходов, обусловленных циклами, можно получить, применяя метод, извест​ный как развертывание циклов. В предыдущем примере экономия до​стигается следующим образом:
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Чрезмерное развертывание угрожает ясности и делает программу из​лишне длинной.
Упрощение внутренних циклов. Несомненно, наиболее ценный одиночный прием ускорения заключается в упрощении внутренних циклов. Если ничего больше не делается для проверки эффективности, нужно хотя бы проверить, нельзя ли уменьшить количество вычисле​ний во внутренних циклах.
Например, рассмотрим следующую структуру со вложенными цик​лами:
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А что, если действие оператора X никак не зависит от I, J или К? Там, где он находится, он будет выполнен миллион раз. Если его уб​рать из всей структуры циклов и разместить перед оператором DO 30, он будет выполняться только один раз.
Профили исполнения. Здесь следовало бы заметить, что многие компиляторы обладают встроенными программами оптимизации, ко​торые могут автоматически повышать эффективность программы. Од​нако мы не хотели бы представить эти компиляторы в качестве единст-
венного средства повышения эффективности программы, особенно если можно повысить эффективность изменением логики алгоритма.
Время ценно, и мы не хотели бы его терять, проходя по всем строч​кам программы ради экономии нескольких микросекунд времени цен​трального процессора. Существует ли эксперимент, который помог бы нам найти, какие именно части программы съедают большую часть времени выполнения? Если удастся выделить эти сегменты, то мы смо​жем сосредоточить на них наши усилия по проверке эффективности.
Один из хороших способов выполнения этого заключается в по​строении профиля исполнения программы. Работа программы контро​лируется набором таймеров и счетчиков, и выдается листинг, показы​вающий, сколько раз выполнялся каждый оператор и сколько единиц времени затрачено на выполнение каждого оператора. Библиотечные программы, вырабатывающие такие профили, становятся обычным средством  на  вычислительных  установках.
Если нет готового пакета программ для построения профиля, не так уж трудно собрать грубые профили. Можно разместить счетчики в программе так, чтобы следить за количеством выполнений операторов или групп операторов. Получить точные оценки времени оказывается гораздо труднее. Многие внутренние часы не удобны для определения времени выполнения отдельных операций. Один из способов получения грубой оценки времени состоит в следующем. Найдите, сколько вре​мени занимает выполнение простейшего возможного оператора при​сваивания, например А==2.0. Определите это как единицу времени. Затем найдите относительные продолжительности выполнения более сложных операторов; например, выполнение простого оператора при​сваивания с использованием индексированной переменной (такого, как А(I)=2.0) может занять две единицы времени. При небольшой трени​ровке и некотором вычислительном опыте можно построить довольно полную  таблицу.
Статистические исследования с использованием профилей испол​нения обнаружили замечательный факт, что менее чем 5% объема большинства программ поглощают приблизительно 50% времени вы​полнения. Как и следовало ожидать, внутренние циклы ответственны за большую часть этой концентрации.
Профили исполнения полезны не только для проверки эффективно​сти реализации, но ценны и для остальных двух типов проверки. При проверке правильности эти профили можно использовать для того, чтобы увидеть, какие сегменты программы выполняются, а какие нет. Таким образом, профили могут помочь проверить, все ли части про​граммы протестированы. Профили также полезны для проведения экспериментального детального анализа сложности на основе после​довательного просмотра операторов.
Проверка вычислительной сложности
Для большинства алгоритмов трудно проверить вычислительную сложность серьезно и убедительно. Возникают две главные проблемы: (1) выбор входных данных и (2) перевод результатов эксперимента в эмпирические кривые сложности.
Как мы выбираем данные для проверки сложности алгоритма? Стандартный метод состоит в прогоне алгоритма на некоторых случай​ных данных и в построении графиков зависимости продолжительности прогона от одного или более параметров, характеризующих размеры задачи. Какое количество случайных данных мы должны создать и насколько случайны случайные данные? Количество создаваемых дан​ных обычно определяется терпением программиста и бюджетом машин​ного времени. Случайность чаще всего определяется посредством рав​номерного или нормального распределения, так как эти распределения наиболее удобны.
Как быть с переводом выходных данных в эмпирические кривые сложности? Эта проблема, по существу, безнадежна, если входные данные зависят от трех или более параметров. Вычисления становятся очень трудными, и часто для достижения самого грубого заключения нужен невероятно большой объем выходных данных. К счастью, для многих программ размер задачи с достаточной точностью измеряется единственным параметром N, например для некоторых задач о сетях и  для  сортировки.
Как производится анализ для этих программ? Случайные данные прогоняют для некоторого диапазона N и для каждого значения N вычисляют средние длительности прогона. Последние изображают на графике как функции N и используют какой-нибудь метод для аппрок​симации данных кривой заданного вида. Этот подход может оказаться информативным, особенно если он применяется для подтверждения тео​ретического анализа сложности.
Насколько серьезно следует относиться к выбору аппроксимирую​щей кривой? Мы не можем дать определенного ответа на этот вопрос, но имеется несколько полезных указаний. (Предупреждение: нетрудно найти контрпример для каждого из следующих правил.)
1.  Согласие с аппроксимирующей кривой должно увеличиваться с уве​личением размера выборки. Скорость роста должна быть меньше для более сложных алгоритмов. Так, грубо говоря, согласие долж​но быть лучше для хорошей линейной аппроксимации, чем для хо​рошей экспоненциальной  аппроксимации.
2.  Согласие с аппроксимирующей кривой должно убывать с ростом N. Скорость убывания должна быть больше для более сложных алго​ритмов.
3.  Никогда не доверяйте полиномиальной аппроксимации для алго​ритма, который, как вы подозреваете, должен давать экспоненци​альную зависимость. Можно получить разумную интерполяцион-
ную кривую для экспериментального диапазона значений  N,  но любое более строгое утверждение будет, вероятно, неоправданным.
4.  До экспериментального анализа попытайтесь провести теоретиче​ский анализ сложности. Обратный порядок может привести к пси​хологической   предубежденности.
5.  Будьте бдительны к ошибкам эксперимента и неправильной интер​претации. В частности, не путайте ожидаемую трудоемкость с тру​доемкостью в худшем случае. Будьте бдительны к отклонениям, на​веянным  генераторами  случайных чисел.
6.  Чрезвычайно легко потерять дробные степени или логарифмические множители  при  экспериментальном  анализе.   Алгоритм  порядка 
О (N 5/2), возможно, будет выглядеть, как алгоритм порядка O(N2) или О (N3).
7.  Не будьте слишком доверчивы к параметрам «качества аппрокси​мации», вычисляемым попутно аппроксимирующими алгоритмами (например,   библиотечными   пакетами   «наименьших   квадратов»).
8.  Не забывайте о возможности ошибки в программе. Все ваши резуль​таты могут оказаться ложными.
Наше обсуждение было скорее негативным, но было бы трудно рас​суждать по-другому. Тем не менее проверку сложности следует рас​сматривать как важную часть разработки любого алгоритма. Грубая информация, заботливо собранная и тщательно оцененная, существен​но лyчше полного отсутствия информации вообще. Экспериментальное подтверждение теоретического анализа сложности — это ценное до​бавление к любой программе. Следует серьезно отнестись к расхожде​нию между теорией и экспериментом. Важность вычислительного опы​та достаточно очевидна.
Легче ли сравнить два алгоритма, если они решают одну и ту же задачу? Можно ли измерить относительную вычислительную слож​ность надежнее, чем абсолютную? Ответом на эти вопросы будет огра​ниченное «да» (в отличие от безусловного «да!»). Разумеется, существу​ют  серьезные  проблемы:
1.  Важно   устранить   «мешающие   параметры»,   запутывающие   суть дела. Сюда входят различия в машинах, языках и программистах. Искушенный программист может реализовать экспоненциальный алгоритм настолько эффективно, что он может показаться лучше полиномиального   алгоритма,   реализованного  новичком.   Прямое сравнение продолжителыюстей прогонов окажется бессмысленным, если такие различия не устранены или иным способом не учтены в эксперименте.
2.  Как выбирать набор задач, на котором будет основано сравнение? Это тот же вопрос, который возникает при обсуждении любого вида проверки. Простейший ответ состоит в том, чтобы произвести объе​динение всех нетривиальных задач, которые использовались при разработке алгоритмов, и проверить эти два алгоритма раздельно. При этом, вероятно, возникнут отдельные случаи, когда каждый алгоритм работает очень хорошо (людям, разрабатывающим алго​ритмы, обычно удается найти несколько таких случаев), и получит​ся приемлемая смесь случайных задач. К сожалению, плохое доку​ментирование часто мешает следовать этому плану.
3.  Не следует делать поспешных выводов. Алгоритм, показавший пре​имущество над другим в двух тестах из трех, еще не обязательно демонстрирует превосходство над первым. Как обычно, требуется обширная проверка прежде, чем можно будет сделать определенный вывод. Остерегайтесь особых классов задач, в которых почти всюду «проигравший» обходит «победителя».
4.  Абсолютная продолжительность прогона (с учетом различий в ма​шинах) не является единственной мерой относительного качества. Важны также потребность в памяти, специфические особенности, длина программы, простота. Пользователь может найти более при​влекательным алгоритм, решающий задачу за 5 секунд времени центрального процессора, по сравнению с алгоритмом, требующим 1 секунду. Почему? Возможно, из-за того, что на обучение пользо​ванию вторым алгоритмом может потребоваться несколько часов, а на обучение пользованию первым — считанные минуты.
Этот раздел мы завершим обсуждением того, как можно было бы проверить подпрограмму PRIM на правильность, эффектив​ность реализации и вычислительную сложность.
К сожалению, беспристрастно подойти к вопросу о правильности подпрограммы PRIM затруднительно, поскольку в прологе программы сказано, что разновидность ее опубликована в журнале и предпола​гается правильной. Однако мы еще можем рассмотреть контроль или тестирование ряда аспектов этой подпрограммы.
Во-первых, структурирована ли (разумным образом) эта подпро​грамма? Проверка блок-схемы (рис.3.7.6) показывает, что это так. Во-вторых, соответствует ли блок-схема тексту программы? Можно считать, что комментарии (и блоки операторов между ними) соответст​вуют блокам на схеме. Здесь мы могли бы предпринять мысленную проверку, чтобы удостовериться, что логика каждого блока операторов согласуется с намеченной в блок-схеме целью. Далее выпишем список всех переменных подпрограммы, чтобы (1) убедиться, что они объявле​ны правильно, (2) убедиться, что им присвоены правильные начальные значения, (3) определить диапазон значений каждой переменной, (4) со​считать число операторов, содержащих каждую из переменных, и (5) определить, какие переменные используются в качестве индексов. Это можно записать, как, например, в прилагаемой ниже таблице.
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Следует отметить, что большинство компиляторов автоматически генерируют список переменных в программе вместе с операторами, в которых  они  встречаются.
Для необъявленных переменных мы можем проверить, нуждаются ли они в объявлении и правильного ли они типа. Для переменных, которым не присвоены начальные значения (FROM, TO, COST), мы
можем принять решение, нуждаются ли они в этом; в данном случае нет. Проверка диапазона значений каждой переменной может исполь​зоваться в качестве вспомогательного средства при проверке соответст​вия их фактического использования с предполагаемым.
Подсчет числа операторов, в которые входит данная переменная, может оказаться полезным не только при определении диапазона зна​чений, которые она могла бы принимать, но и для выяснения, какие операторы нужно изменить, если изменяется имя переменной. Напри​мер, имена переменных I, J, JК, К и L в подпрограмме PRIM почти никак не связаны с их использованием в подпрограмме. Более того, переменная I служит нескольким различным целям. Поэтому произ​ведем изменения, перечисленные во второй таблице.
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 Список переменных, используемых в качестве индексов, вместе с диапазонами их предполагаемых значений полезен при решении во​проса, не выходит ли индекс за предписанные пределы. В данном слу​чае значения всех индексов заключены в пределах от 1 до М—1 или от 1 до NUMUN и числа М и NUMUN ограничены сверху числом 100 и снизу числом 0. Индекс не может принимать значение 0 благодаря двум   последним   операторам:
[image: image617.png]IF(NUMUN .NE. 0) GO TO 200
RETURN




Что касается вопроса о том, не зациклится ли подпрограмма, пред​ставляется, что это может произойти, если по какой-нибудь причине NUMUN никогда не обратится в нуль. Из приведенною выше списка видно, что, хотя NUMUN присутствует в шести операторах, ее значе​ние изменяется только в двух:
[image: image618.png]NUMUN = M~—1 (B Hauale HPOTPaMMbI}
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Поскольку величина М объявлена как целая переменная, а подпро​грамма CHECK определяет М как целую переменную со значениями между 2 и 100, мы можем быть в достаточной степени уверены, что программа не зациклится, так как значение NUMUN никогда не будет равно 0.
Что касается поиска чего-нибудь, что может привести к ошибке подпрограммы PRIM, можно задаться вопросом: могла бы подпрограм​ма когда-нибудь выбрать ребро с весом 1 000 000? И если да, то что бы это значило?
Что касается проверки подпрограммы PRIM на конкретных дан​ных, то рассмотрим: (1) сеть, у которой значения С(І, J) или М не​правильные; (2) сеть с М=2 и М= 100 вершинами; (3) несколько ма​леньких сетей, для которых можно проверить ОДМВ вручную; (4) сеть со всеми равными значениями С(І, J); (5) сеть, в которой[image: image619.png]
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 Чтобы проверить, что все операторы выполнялись, и для проверки эффективности реализации исследуем профиль исполнения подпрограммы PRIM.
Числа слева от операторов в программе на рис.3.7.7 показывают, сколько раз выполняется каждый из них при вызове подпрограммы PRIM для отыскания ОДМВ в случайно сгенерированной сети с 50 вер​шинами. Использованная нами программа построения профилей не указывала количества выполнений операторов GOTO 300 и GOTO 400. Однако, зная, что А+В = 1225 и С+D=1225, мы можем вычислить, что они исполнялись соответственно 1225—151 = 1074 и 1225—122=1103 раз.
Этот профиль не только показывает, что каждый оператор был вы​полнен хотя бы однажды, но и подтверждает наш анализ сложности, проведенный в предыдущем разделе. Например, если М=50, то
 М(М—1)/2=25(49) = 1225. Этот профиль также показывает, что про-
грамма проводит основную часть своего времени, выполняя шесть опе​раторов 1225 раз. Следовательно, именно на этих операторах нам сле​дует сосредоточить внимание при попытках улучшить реализацию. Внимательное изучение циклов DO 300 и DO 400 обнаруживает два места, в которых можно достичь экономии времени выполнения. Во-первых, не обязательно выполнять цикл DO 300 непосредственно после цикла DO 100. Можно было бы непосредственно после 100 CONTINUE вставить оператор GO TO 350, где 350 — метка опера-тора, непосредственно следующего за 300 CONTINUE, т. е.
[image: image622.png]300 CONTINUE
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Поскольку такое изменение подпрограммы PRIM устранило бы первое выполнение цикла DO 300—(М—1) операторов (ценой добавления одного оператора) — и так как оно не приводит к неоправданному усложнению логики, его стоит сделать. Во-вторых, цикл DO 400 (с необходимыми предосторожностями) можно было бы преобразовать к виду DO 400 І=2, NUMUN. Это позволило бы избавиться от І = 1, так же как и от М—1 сравнений LIGHT (1) с самим собой, от М—1 выполнений оператора GO TO 400 и от М—1 выполнений CONTINUE, т. е. не выполнялось бы 3(М—1)+1 операторов. Однако при NUMUN = = 1 не следует выполнять этот цикл DO. Такого выполнения можно из​бежать,   заменив   в   конце   программы   строки
[image: image623.png]IF (NUMUN .NE. 0) GO TO 200
RETURN
END




следующими   операторами:
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Можно считать, что эти новые операторы в свою очередь позволяют из​бежать выполнения 16 операторов, с риском, что сложность логики достигнет предела, за которым могла бы возникнуть ошибка.
Таким образом, общая экономия в результате этих изменений со​ставит[image: image625.png]


 операторов. По срав​нению с верхней границей 5М2+15М—14 числа выполнений операторов в подпрограмме PRIM экономия 8М+8 операторов составит приблизительно 14% для М = 10, 6% для М=25, 3% для М=50 и 1% для М = 100
На рис.3.7.8 дан пересмотренный вариант подпрограммы PRIM с учетом сделанных замечаний. Кратности выполнения операторов для той же случайной сети, что и на рис.3.7.7, дают экономию 3% по сравнению с первоначальным вариантом. Однако эго улучшение не следует рассматривать слишком серьезно, так как оно не обязательно приводит к такому же проценту уменьшения времени выполнения. Действительная экономия времени при выполнении зависит от кон​кретного компилятора и степени оптимизации.
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Рис.3.7.8. Подпрограмма PRIM после внесения изменений.
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Рис.3.7.8. Продолжение
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Рис. 3.7.8. Продолжение
Чтобы выяснить, какова действительная экономия машинного вре​мени в результате таких изменений, следовало бы несколько раз прогнать обе программы  на случайных сетях  различного  размера.
Прежде чем покончить с обсуждением вопроса о профилях, мы дол​жны отметить, что не следует ожидать от единственного профиля (как в данном случае) точного указания на то, где программа тратит боль​шую часть времени. Для построения точного среднего профиля может потребоваться большое количество профилей. Нам в этом случае повезло, что в основном верхние границы кратностей выполнения операторов оказались точными (только числа В и D нельзя было бы предсказать заранее). Если бы эти верхние границы были неточными, ценность профилей исполнения оказалась бы еще больше.
Наконец, рассмотрим проблему проверки вычислительной слож​ности подпрограммы PRIM посредством измерения времени ее выпол​нения. Эта попытка окажется не такой уж сложной, но она подскажет нам некоторые идеи.
Можно зафиксировать время центрального процессора, которое по​требовалось программе на данном прогоне. Мы могли бы также опра​шивать часы непосредственно перед началом выполнения основной ча​сти программы и непосредственно после окончания и печатать раз​ность   времен.
Недостатком этого метода является присущая ему неточность, об​условленная неточностью измерения времени. Многие компьютеры способны выполнять тысячи команд за единичное изменение показаний часов. Существуют также различия в способах изменения показаний часов, и это вносит трудноизмеримую ошибку.
Во всяком случае, это единственный механизм, который мы будем использовать при проверке подпрограммы PRIM. Сделав много тесто​вых прогонов на больших сетях, можно устранить часть этой измен​чивости  с   помощью  усреднения.
Непосредственно перед инициализацией переменных (перед уста​новкой их начальных значений) в подпрограмме PRIM вставим опера​тор   вида
TIMIN = SECOND (T)
где SECOND (T) — локально определенная системная функция с ве​щественными значениями, использующая фиктивный аргумент Т. Эта функция дает время с точностью до нескольких миллисекунд. Так как программа завершает свою работу по отысканию ОДМВ оператором RETURN, вставим перед этим оператором еще два:
TIMOUT = SECOND (T)
 TIME (I) = TIMOUT—TIMIN
которые опрашивают часы вторично и записывают разность показаний в   новый   массив   Т1МЕ(І).
В качестве источника входных данных для тестовых прогонов вос​пользуемся локально определенным генератором случайных чисел RANF(0.0), генерирующим случайные полные сети с М вершинами. Это может делать следующий фрагмент программы:
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DO 10 I=K.M
C{l, J)= C(d, 1} =1+ INT(RANF{0.0} + 1000000.0)
CONTINUE




Функция RANF(0.0) генерирует случайное вещественное число в пределах от 0.0 до 1.0; функция ІNT выделяет целую часть веществен​ного числа RANF(0.0)×l 000 000.0; мы добавляем 1, чтобы гаранти​ровать отсутствие весов, равных 0, и произвольно решаем, что все веса лежат между 1 и 1 000 000. Можно задать вопрос: не влияет ли замет​но диапазон весов ребер на длительность прогнозов? По-видимому, не влияет. Это заключение согласуется с доводами из разд.3.7.1 и с эле​ментарной теорией вероятности, но убедительнее всего эксперимен​тальное доказательство. Были проведены прогоны с весами от 1 до 100 и с весами от 1 до 106. Отличие средних длительностей прогонов было только в третьем десятичном знаке (что уже объяснимо системной неточностью).
Теперь проверим анализ сложности из разд.3.7.1. Первой целью будет определение среднего времени прогона для сети с М вершинами. Сколько следует прогнать случайных сетей с М вершинами, чтобы получить достаточно надежное среднее значение? Подходящий размер выборки будет определен экспериментально (с неявным использова​нием закона больших чисел) (В данном примере закон больших чисел, по существу, сводится к утверждению о том, что экспериментальное среднее приближается к истинному с увеличением раз​мера выборки.). Начнем с М=50, так как при меньших значениях М прогоны столь коротки, что ошибка в третьем десятичном знаке составляет заметную часть общего времени прогона. Теперь вы​полним прогоны для переменного числа полных случайных сетей с 50 вершинами. Мы прогоняли от 25 до 200 случайных сетей и зафикси​ровали среднее около 0.034 с на сеть для всех размеров выборки. Это указывает на то, что среднее значение устанавливается быстро. Исклю​чительно для уверенности и в предположении, что, возможно, большие значения М могли бы потребовать больших размеров выборки, мы обы​чно вслед за этим пользуемся для проверки выборкой из 100 случайно сгенерированных полных сетей. Если бы прогон стоил заметно доро​же, мы не могли бы быть столь предусмотрительными.
Рассмотрим значение М=75. Прежде чем выполнять прогон 100 сетей с 75 вершинами, проверим предсказания разд.3.7.1. Если под​программа PRIM требует времени, пропорционального М2, и если сети с 50 вершинами потребовали в среднем времени 0.034 с, то сети с М=75 вершинами должны потребовать в среднем около (75/50)2(0.034) = =0.076 с.Испытание 100 сетей с 75 вершинами дает эксперименталь​ное среднее 0.075 с.
При М = 100 среднее время прогона должно быть приблизительно вчетверо больше, чем при М=50 (почему?). Следовательно, мы ожи​даем, что среднее будет приблизительно равно 0.136 с. Эксперимен​тальный  прогон  100 сетей дает среднее 0.129 с.
В самом деле, оказывается, что подпрограмма PRIM требует вре​мени, пропорционального М2. Теперь построим функцию, предсказы​вающую длительность прогона. Пусть Т(М) обозначает среднюю про​должительность прогона при использовании подпрограммы PRIM для сети с М вершинами. Так как Т(М)=0(М2), можно явно записать Т(М)=АМ3+ВМ+С, где А, В, С — константы, которые предстоит определить   экспериментально.
Требуется, чтобы кривая Т(М) проходила через три эксперимен​тальных   точки:   ,
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Так как каждая из этих точек лежит на кривой Т(М), должны выпол​няться  следующие три  уравнения:
[image: image631.png](50)2A+(50)B+C=0.034
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Эта система линейных уравнений легко решается относительно коэф​фициентов А, В,  С. Получаем
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так  что
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Теперь рассмотрим М=150. Воспользовавшись этим уравнением, мы могли бы предсказать среднюю продолжительность прогона Т(150)=0.276 с для сети со 150 вершинами. Мы получили эксперимен​тальное значение 0.284; таким образом, относительная ошибка состав​ляет   8/284=0.028,   или   около   3%.
Уместно сделать некоторые замечания относительно этой ошибки. Процедура, когда данные в некотором диапазоне аппроксимируют ка​кой-либо кривой, а затем эту кривую используют для предсказания значений за пределами этого диапазона, называется экстраполяцией. Экстраполяция полиномами опасна. Небольшие ошибки в данных могут слегка изменить значения коэффициентов полинома. Эти малень​кие ошибки в коэффициентах приводят к гораздо большим ошибкам, как только аргумент полинома выходит за пределы интервала аппрок​симации. Экспериментальные значения Т(М) подвержены ошибкам в третьем десятичном знаке по причинам, обсуждавшимся раньше. «Слишком маленькая» ошибка в 2.8% легко могла бы подскочить из-за изменений в наблюдаемых последних десятичных знаках.
3.7.3. Документация и обслуживание
Одним из показателей квалификации программиста является сте​пень понимания им всего процесса программирования. При этом важный и часто упускаемый из виду аспект состоит в передаче другим npoг- раммистам деталей данной  программы.
Многие программисты научаются ценить документацию, пройдя трудный путь. Распространены такие ситуации. Первым заданием программиста на новой работе оказывается обновление важной про​граммы, с автором которой связаться уже невозможно. В программе крайне мало комментариев, отсутствуют блок-схемы и нет никаких других видов документации или инструкций!
Главная цель документации состоит в том, чтобы помочь читателю или даже самому автору понять программу. Это важно для того, чтобы программой можно было пользоваться, чтобы она могла просу​ществовать долго. Часто документация помогает сэкономить значи​тельное время и позволяет избежать многих недоразумений. В идеале программа должна быть написана так, чтобы она была как бы само​документируемой, но это редко удается в программах среднего и боль​шого размера. Для всех программ, кроме самых простейших, текст должен быть снабжен как (1) внешней документацией, так и (2) про​граммной документацией.
Внешняя документация
В сущности, внешняя документация представляет собой нечто о программе, не содержащееся в самой программе. Она часто оформ​ляется в виде руководства для пользователей или технического от​чета. Можно считать, что часть текста этой книги в действительности представляет собой внешнюю документацию к приведенным програм​мам.
В зависимости от размера и сложности программы внешняя доку​ментация может принимать различные формы. Некоторыми такими формами являются (1) блок-схемы, (2) инструкции для пользователей, (3) образцы входных и выходных данных, (4) полное описание пост​роения сверху-вниз, (5) словесное описание алгоритма, (6) ссылки на источники информации, (7) справочники по именам переменных и подпрограммам с указанием их ролей в данной программе и (8) об​суждение различных частных особенностей (например, результатов проверки,   ограничений,   истории   и  математического  обоснования).
Программная документация
Мы не собираемся предлагать каких-либо жестких правил для программной документации. На самом деле, таких правил не сущест​вует. Однако мы покажем несколько основных приемов, которыми пользуются многие хорошие программисты.
Комментарии должны быть правильными и информативными. Хотя это правило и очевидно, его часто нарушают. Рассмотрим следующий фрагмент программы:
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Комментарий, предшествующий оператору IF, не является ни пра​вильным, ни информативным. Он просто повторяет оператор и не дает никакой информации относительно цели оператора IF или того, что делает оператор с меткой 150. Комментарий также создает впечатле​ние, что оператор с меткой 150 будет выполняться, даже если К не больше L. К тому же оператор с меткой 150 исполняется при K=L. Такой комментарий хуже, чем бесполезный.
Комментарии, которые просто повторяют операторы программы, не дают ничего, они лишь загромождают программу. Неправильные комментарии опасны; люди склонны им верить без проверки текста программы.
Пишите комментарии одновременно с текстом программы. Эта прак​тика помогает объединить документацию этапов разработки и реали​зации. Полезные комментарии часто удается извлечь прямо из блок-схем или словесного текста алгоритма. Если они написаны одновре​менно с текстом программы, они с большей вероятностью аккуратно отразят логические этапы программы, чем в случае, если они написаны позже. Разумеется, неплохо пересмотреть всю документацию после завершения программы.
Следует использовать мнемонические имена для переменных и под​программ. Имена переменных и подпрограмм должны намекать на их функцию в алгоритме. Эта практика содействует самодокументации текста  программы.
Начинайте каждую программу с пролога. Сообщайте читателю по​лезную информацию в начале каждой программы. Пролог может содержать:
1.  Хороший описательный заголовок,  имя автора, дату последнего изменения и т. д.
2.   Краткое описание того, что делает программа, и, возможно, того, как она это делает (или по крайней мере соответствующие ссылки).
3.  Список   используемых   подпрограмм  с   кратким   описанием   цели каждой из них.
4.  Список и описание всех переменных, назначение которых не оче​видно с первого взгляда.
5.  Информацию о возвратах и умолчаниях при обнаружении ошибок.
6. Информацию о необходимых входных данных и выдаваемых вы​ходных данных.
Для некоторых программ все упомянутое может быть необязатель​ным. 
Мини-прологами следует снабжать большинство подпрограмм. Особое внимание следует уделять документации связей между под​программами.
Не перестарайтесь при документации. Документации может ока​заться так много, что трудно будет отыскать самое программу. Это едва ли поможет читателю.
Избегайте плохого или заумного текста программы. Лучшей доку​ментацией является ясный текст программы. Плохой или заумный текст плодит ошибки и требует дополнительной документации. Не пытайтесь компенсировать такой текст программы многочисленными
комментариями; лучше перепишите программу.
Стремитесь к четкости. Легче читать ясную, правильно располо​женную программу, чем продираться через перегруженную про​грамму. Отметим несколько конкретных приемов обеспечения нагляд​ности.
1.  Упорядочивайте объявления переменных и массивов в некоторой логической последовательности или в  алфавитном порядке.  Это облегчает проверку, все ли переменные объявлены и правильны ли их размеры и типы.
2.   Упорядочивайте номера операторов. Эти номера должны  возрас​тать для выполняемых  операторов  сверху-вниз  вдоль  листинга программы.
3.  Выделяйте отступом от начала строки фрагменты программы в со​ответствии с логическими уровнями;  особенно  после операторов DO и IF. 
4.  Выделяйте отступом от начала строки комментарии и отделяйте их от текста программы пустых комментариев.
5.  Пользуйтесь пробелами для облегчения чтения программы.  На​пример,
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легче читать, чем
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6.  Длинные выражения разбивайте на части. Избегайте логических или   арифметических   выражений.
Вообще следуйте золотому правилу: пишите такую программу, которую вам было бы приятно читать.
Избегайте нестандартных средств версии языка. Если вы предпо​лагаете, что программа должна использоваться другими, и, особенно, если, как вы ожидаете, работать на других машинах, хорошо бы ука​зать все нестандартные средства Фортрана, используемые в программе. Это можно сделать без подме​шивания в тело программы дополнительных комментариев. Соот​ветствующие операторы можно пометить символами в колонках с 73 по 80.
Описывайте правильно все входные и выходные данные. Докумен​тация должна давать пользователю всю необходимую информацию для успешного ввода данных. Эту информацию можно включить в программу, если она еще не перегружена документацией. Обширные спецификации входных данных следует помещать в руководстве для пользователя, а в прологе должна быть явная ссылка на такое руководство.
Можно утверждать, что выходная информация является наиболее важным документом любой программы, так как она может оказаться единственным документом, который видят многие пользователи. Раз​работчик программы должен стараться сделать всю выходную инфор​мацию очевидной.
Программист должен заботиться о пользователе. Обычно следует распечатывать входные данные в удобном для чтения виде. Это дает пользователю возможность проверить еще раз входную информацию, а также обеспечивает более полную запись прогона. Разработчик программы должен также помогать пользователю, составляя осмыс​ленные сообщения об ошибках. Следует попытаться предвидеть, какие возможны неприятности, и приготовиться к появлению ошибок, так как они появятся рано или поздно. Особое внимание нужно уделить возможным ошибкам во входных данных и вырожденным случаям (например, циклам DO, которые ничего не делают при данной вход​ной информации), входным массивам и переменным, значения кото​рых слишком малы или слишком велики, и т. д.
Одной из самых скучных и непривлекательных частей этапа реа​лизации и документации является работа по подготовке привлека​тельных для глаза форматов выходной информации. Однако эту ра​боту следует выполнять тщательно, так как некрасивая или неразбор​чивая распечатка компрометирует всю программу.
Обслуживание
Многие программисты полагают, что не существует больших про​грамм, свободных от ошибок или полностью протестированных. Так как число возможных путей в программе зависит экспоненциально
от числа операторов IF в тексте программы, редко удается (или редко оказывается целесообразным) проверить все эти пути. Поэтому часто приходится слышать об ошибках в довольно больших программах, которые не обнаруживались месяцами или годами, после того, как программа была признана правильной. Исправлять такие программы трудно, если   они   документированы плохо.
Существует множество других причин, по которым программы нужно обновлять, развивать или как-то модифицировать со временем. Например, может понадобиться изменить значения программных переменных, увеличить объем входных данных, подсчитать и выдать некоторую дополнительную статистическую информацию, вставить более эффективный алгоритм вместо имеющегося или переписать про-  грамму полностью либо для новой конфигурации машины или системы, либо на другом  языке программирования.
Эта деятельность относится к категории обслуживания программы. Это важная работа, увеличивающая время полезной жизни про​граммы. Ее важность возросла и она стала требовать столько времени, что простота обслуживания программы может оказаться важнее ее эффективности. Программы, предельно изощренные, компактные, эффективные и быстрые, обычно труднее обслуживать. Лучше пожерт​вовать частью скорости программы ради простоты обслуживания. Ни в коем случае не проводите обновление или другое изменение  с текстом программы (в любом случае должна существовать по меньшей мере одна копия). Все работы по обслуживанию следует выполнять над копией программы. Копию старой версии следует хранить неприкосновенной в течение значи​тельного периода. Все изменения в ходе работ по обслуживанию сле​дует тщательно фиксировать. Старую документацию следует обнов​лять; это касается не только описания изменений, но и удаления устаревшей или неправильной документации. Любую внешнюю до​кументацию желательно снабжать приложением, которое должно содержать подробное описание работы по обслуживанию, включая такую информацию, как даты изменений, их причины и т. д.
Подпрограмма PRІМ
На рис.3.7.81 приведена достаточно хорошо документированная реализация алгоритма PRIM, которая является результатом улучше​ний, рассмотренных в ходе анализа первой реализации на рис.3.7.7.
Пролог программы мог бы содержать больше информации, но и та, что приведена, в достаточной степени объясняет цель программы, природу входных и выходных данных, определяет все переменные. Комментарии в тексте программы сведены к минимуму, отделены пустыми картами и соответствуют блок-схеме на рис.3.7.6. Текст раз​делен на обозримые куски и разбит на страницы в точках естествен​ного соединения логических ветвей. Метки некоторых операторов про​граммы использованы для отображения внутренней логики программы. 
4. Методы разработки программ
4.1.  Основные понятия и терминология
Программы,   представленные в  виде блок-схем,  не пригодны для обработки в вычислительной машине, так как обычные устрой​ства ввода не могут воспринять это двумерное изображение. Поэто​му программы перед тем, как они будут выполняться, должны быть переведены в форму, пригодную для ввода в машину. Поскольку та​кой перевод, по всей видимости, является источником ошибок, воз​никает желание представлять программы в таком виде, который не только приемлем для машины, но удобен также и для программиста. Тогда такое представление служит исходной формой, которую про​грамма обретает уже на стадии замысла, и, следовательно, вообще не возникает вопроса о том, какое из представлений (блок-схему или результат ее перевода) считать основным определением алгоритма. Вводимые данные имеют вид линейной последова​тельности печатаемых литер, т. е. вид последовательного текста. Системы   обозначений,   позволяющие   представить   программы   в текстовом  виде,  обычно  называются  языками программирования. Они создаются в соответствии с правилами, которые точно опре​деляют множество правильных предложений и инструкций. Набор таких правил называется синтаксисом языка. Поскольку програм​мы, написанные на этих языках, должен читать и понимать автомат со сравнительно узким «кругозором», не удивительна «жесткость» синтаксических  правил.  Следовательно,   чтобы овладеть  языком, надо научиться понимать смысл любой из возможных форм и, кроме того, самым тщательным образом изучить синтаксические правила, управляющие языком. А это означает, что изменяются пропорции, и при изучении синтаксису языка программирования обычно уделя​ется несравненно большее внимание, чем синтаксису естественного языка, так как программы приходится не только читать и понимать, но, что более важно, придумывать и писать.
Если отвлечься от второстепенных проблем программирования, можно сказать, что главные усилия при конструировании програм​мы направляются на составление и проверку лежащего в ее основе алгоритма, усилия же на формулирование готового алгоритма с ис​пользованием специальных обозначений сравнительно невелики. Конструирование алгоритма оказывается в большинстве случаев сложным и длительным процессом, и для достижения конечной цели требуется несколько шагов. С каждым новым шагом програм​ма специфицируется со все большими подробностями. Очевидно, используемая нотация (система обозначений) должна соответство​вать решаемой задаче настолько, насколько это возможно, и совсем необязательно применять формальный язык в том виде, который удо​бен для ввода в машину. В качестве такой нотации можно с успехом использовать блок-схемы, математические формулы или даже есте​ственный язык. Однако на последнем шаге мы должны получить программу, сформулированную на языке программирования, что прямым образом влияет на направление всего пошагового процесса разработки. Поэтому целесообразно ввести такую нотацию в самом начале курса программирования.
Перевод алгоритма на тот или иной машинный язык — задача сама по себе сложная, но она легко поддается механизации. Поэтому возникает большое желание иметь средства автоматизации коди​рования. Особенно полезен язык, который содержит все фундамен​тальные и наиболее часто встречающиеся понятия программирова​ния и позволяет выражать эти понятия в ясной и естественной фор​ме, в то же время удобной для экономной и эффективной машинной обработки. При создании таких языков — ориентированных и на программиста, и на машину — существенное влияние оказали конк​ретные области применений, или существующие типы машин, или и то и другое вместе. Предмет вычислительной математики предопре​делил создание языка, который позволил в значительной степени приблизиться к традиционной и устоявшейся формальной матема​тической записи. Впервые эти идеи были выдвинуты и сформулиро​ваны X. Рутисхаузером в 1952 году, но широкое распространение и использование они получили только после 1957 года, когда фирма IBM опубликовала язык программирования Фортран (FORTRAN— FORmula TRANslator) и выпустила компилятор, который автомати​чески транслировал программы в машинный код. В результате ис​пользование этого языка стало и теоретически интересным, и прак​тически возможным. Однако даже в самой форме Фортрана явно про​сматривалась зависимость от типа вычислительных машин, выпус​каемых фирмой IBM. Позднее язык был организован и определен так, чтобы оставалась возможность его улучшения. 
В 1958 году первоначальные идеи X. Рутисхаузера были ис​пользованы группой специалистов при создании языка программи​рования. Этот язык получил название Алгол (ALGOL — ALGO-rithmic Language) и стал предшественником языка Алгол-60, кото​рый в дальнейшем нашел широкое применение в научных приложе​ниях. Алгол-60 был определен в 1960 году международной группой, состоящей из 13 ученых, и опубликован под редакцией П. Наура. Сам по себе факт, что язык удалось определить точно и лаконично в относительно коротком документе, свидетельствует о достоинствах Алгола по сравнению с Фортраном. Кроме того, Алгол не ориентиро​ван на какую-либо конкретную вычислительную машину, но в нем широко используются математические обозначения, с которыми зна​комы ученые и инженеры. Для задания синтаксических правил был введен формализм, который позволял алгоритмически определить, является ли данная конструкция правильным предложением языка. Этот формализм, известный как формализм Бэкуса — Наура или как нормальная форма Бэкуса (НФБ), в дальнейшем использовался для определения других  языков  программирования.
Подобные усилия по созданию общего проблемно-ориентирован​ного языка были предприняты в области обработки коммерческих данных. В 1962 году по заказу Министерства обороны США был разработан язык программирования Кобол (COBOL — COmmon Business Oriented Language). В нем учитывались нужды и особенно​сти обработки коммерческих данных. 

Отрицательным следствием быстрого распространения этих ранних языков стало то, что программирование разделилось на научную и коммерческую области применений. Считалось, что про​граммирование в основном сводится к кодированию алгорит​мов на специальном языке. Поэтому повсеместно установилось мнение, что так называемые научные и коммерческие программисты должны обучаться отдельно друг от друга. Однако на самом деле основные идеи конструирования программ и сами элементарные объекты, которые подвергаются обработке, совершенно не зависят от какой-либо области применения.
Усилия, направленные на «воссоединение» двух лагерей на базе общего языка, были предприняты фирмой IBM в период между 1964 и 1967 гг. С этой целью был определен и внедрялся язык, который, как предполагалось, не только не будет зависеть от какой-либо частной машины, но будет также единообразно применяться в любой проблемной области. Этот язык был назван ПЛ/1 (PL/1). Сам язык, как и его описание, имеет весьма внушительные размеры. Из-за своих непомерно больших размеров (препятствующих возмож​ности полного овладения языком) и из-за отсутствия систематической структуры с едиными основополагающими понятиями ПЛ/1 вряд ли может служить основным введением в программирование.
Следуя идее, что курс программирования прежде всего должен учить конструированию алгоритмов и лишь во вторую очередь рас​сматривать аспекты кодирования, мы здесь выбираем нотацию, ко​торая не совпадает ни с одним из ранее упомянутых языков. Этот язык специально конструировался так, чтобы в нем нашли отраже​ние самые фундаментальные понятия программирования в естест​венной, ясной и сжатой форме. Кроме того, его синтаксические пра​вила просты, систематичны и хорошо поддаются автоматической обработке. Данный язык проектировался и определялся как язык, близкий к Алголу-60, так что его справедливо можно называть рас​ширением Алгола-60. Мы будем знакомиться с отдельными эле​ментами языка в логической последовательности по мере рассмотре​ния соответствующих понятий программирования. Поэтому в зак​лючение этого раздела мы остановимся лишь на самых общих пра​вилах задания синтаксической структуры языка.
Любой язык базируется на словаре. Предложения (в нашем слу​чае программы) составляются с помощью соединения основных сим​волов словаря в соответствии с синтаксическими правилами, опреде​ляющими язык. Обычно словарь  содержит буквы, цифры и спе​циальные знаки (например, +, —, *). Поскольку обычно набор специальных символов в языках программирования довольно широ​кий, то для их обозначения часто используются также слова англий​ского языка. Чтобы подчеркнуть, что эти слова (называемые словами-разделителями) являются основными символами, а не обычными последовательностями букв, в тексте они набираются жирным шриф​том (например, begin,   end).
Синтаксис формируется таким образом, что​бы можно было легко проверить, является ли любая заданная пос​ледовательность символов правильным предложением языка. Пра​вила задаются в виде диаграмм, которые называются синтаксичес​кими диаграммами. Возможные пути, указанные в диаграмме, соот​ветствуют допустимым последовательностям символов. Начинаясь с диаграммы «программа», путь приводит либо к другой диаграмме, если встречается прямоугольник, либо к основному символу S, заключенному  на диаграмме в  кружок.   Например:
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 (4.1)
Согласно диаграмме (4.1), следующие совокупности букв и цифр (наряду со многими другими) трактуются как допустимые иденти​фикаторы
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И наоборот, следующие цепочки не могут быть отнесены к иденти​фикаторам:
[image: image639.png]word-delimiter
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4.2.  Выражения и инструкции

Синтаксис языка определяет допустимые сентенциальные кон​струкции. Самыми важными среди них являются выражения и инструкции, которые встречаются практически во всех языках программирования.
Выражение — это формула или правило вычисления, которое специфицирует некоторое значение или результат. Выражение со​стоит из операндов и операторов. Операндами могут быть или кон​станты (например, числа), или переменные, или значения, получае​мые в результате вычисления функций. Операторы обычно подраз​деляются на одноместные и двуместные, т. е. имеющие соответ​ственно один или два операнда. Если в выражении встречаются несколько операторов, то необходимо указать порядок, в котором они должны выполняться. Это можно сделать либо явно с помощью скобок, либо неявно, пользуясь правилами языка. Почти во всех языках двуместные операторы в свою очередь подразделяются (по крайней мере) на два класса: на операторы сложения (аддитивные) и операторы умножения (мультипликативные). Последним присваи​вается более высокий приоритет.

Кроме того, мы будем считать, что последовательности операто​ров с равными приоритетами всегда выполняются в обычном поряд​ке— слева направо. Ниже приводятся примеры, иллюстрирующие эти простые правила.
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 (4.2)
Самой элементарной инструкцией является инструкция присваи​вания. Она изображается следующим образом:
[image: image641.png]


 .      (4.3)
где V обозначает переменную, а Е — выражение. В отличие от выражения, которому соответствует значение, инструкция описы​вает действие.
Последовательности инструкций (составные инструкции), ус​ловные инструкции и циклы изображаются конструкциями, назван​ными структурными инструкциями. Мы введем шесть базисных форм часто встречающихся структурных инструкций. Их смысл описывается  эквивалентными  блок-схемами.
Составные инструкции
[image: image642.png]begin S1;82;...;Ssend
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 (4.4)
Разделитель «;» является оператором следования, он означает, что следующая инструкция будет выполняться только тогда, когда закончится выполнение предыдущей инструкции. Основные символы begin и end представляют «жирные» скобки или так называемые инструктивные скобки. Так как последовательности инструкций часто могут представлять собой довольно длинные тексты, то ис​пользование бросающихся в глаза скобок помогает выделять груп​пы компонент, образующих составные инструкции.
Условные инструкции
[image: image643.png]If B then 5f else 52
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 (4.5)
Вторую форму можно рассматривать как сокращенную запись ин​струкции в том случае, когда отсутствует альтернатива S2.
В   следующем  примере  иллюстрируется   роль  инструктивных скобок. Программа
[image: image644.png]if B then SI; $2



 (4.6.1)
 равносильна
[image: image645.png]begin if B then S1 end; S2



 (4.6.2) 
но отличается от
[image: image646.png]if B then begin S1; S2 end



 (4.6.3) 
Циклические инструкции
[image: image647.png]while Bdo S

yepeat S until B




 (4.7)
Замечание: Так как два основных символа repeat и until уже играют роль пары скобок, то конструкция
[image: image648.png]repeat S1; §2; ...; Sn until B




может не содержать дополнительной пары begin — end.
Селективные инструкции
[image: image649.png]case jof L1 §1;£2:82;. .. ;Ln:Snend




 (4.8)
В случае если выражение i принимает значение Lk, выбирается и выполняется инструкция Sk; Li≠Lj при i≠j. Замечание: Если 
Si=Sj=...=Sk, то можно использовать следующую сокращенную
запись Li, Lj,..., Lk : S.
Так же как и в блок-схемах, должна существовать возможность легко включать в программу комментарии и утверждения. Поэтому условимся, что любой текст, заключенный в фигурные скобки, рассматривается как невыполняемый комментарий и, следователь​но, может игнорироваться процессором. Теперь появляется возмож​ность выразить элементарные правила вывода, используемые при верификации, применительно к схемам программ в линейной нота​ции. В общем виде правило выглядит так:
[image: image650.png]{P} S {Q}




где Р — антецедент, a Q—консеквент инструкции S.
 Правила верификации в линейной записи
1.  Инструкция присваивания
[image: image651.png]{P‘;,)v:———w{P}



 (4.9)
2.  Составная инструкция
Посылки:     {P}S1{Q}                                                         (4.10)
                       {Q}S2{R} 
Следствие:   {P}S1;S2{R}
3.   Условные инструкции
Посылки: [image: image652.png]


                            (4.11)
Следствие:[image: image653.png]{P}if B then S1else 82 {Q}




Посылки:     [image: image654.png]>Q

pPLifB th}enS{Q}



                           (4.12)
Следствие: [image: image655.png]>Q

pPLifB th}enS{Q}




4.   Циклические инструкции
Посылка:  [image: image656.png]


                                          (4.13)
Следствие:[image: image657.png]{P}while BdoS{P A—1 B}




Посылки: [image: image658.png]P S{Q
€<Q}/\i‘|1}3}S{Q}



                                  (4.14) 
Следствие:[image: image659.png]{P; repeat S until B {Q}




5.  Селективная инструкция
Посылки:  [image: image660.png]WP A =L S, 4Q¢



для всех k
Следствие:
[image: image661.png]{P}case i of
L1:81;
L2:82;
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                                            (4.15)
(Следствие имеетместо тогда и  только тогда,  когда существует некоторое k, для которого i=Lk.)
4.3.  Линейная  запись  простых программ
Теперь можно записать программы, рассмотренные в предыдущих главах, используя последовательную нотацию.
Умножение двух натуральных чисел 
[image: image662.png]begin z:=0; u:=ux;
repeat {z+uxy=xxy, u>0}
zi=z+y ui=u—1
until =0

end



 (4.16)
Целочисленное деление двух натуральных чисел
 [image: image663.png]begin g:=0; ri=ux;

end

while 2>y do

begin {g+y+r=x, r>y}
ri=r—y; qgr=q+1

end




 (4.17)
Умножение двух натуральных чисел 
[image: image664.png]begin 2:=0; ur=x; v:i=y;
while 4550 do
begin {z-tusv=xzy, u>0}
if odd () then z:=z+40;
ui=udiv2, vi=2xv
Tlieg
2=X#Y,
end



 (4.18)
Вычисление наибольшего общего делителя 
[image: image665.png]begin a: 3
while ag&b do
if a > b then a:

{HOA (a, b)
{HOL (s, p)=a=1b}
end




 (4.19)
(В английском языке слово «odd» означает «нечетный». Таким образом, значением функции будет true, если и нечетно, и false — в противном случае.)

Заметим, что благодаря ступенчатой записи легко прослеживается структура алгоритма в программе. В частности, инструкции, при​надлежащие одной и той же структурной единице, должны начи​наться на одинаковом расстоянии от левого края. Тот же прием позволяет легко находить соответствующие друг другу открываю​щие и закрывающие скобки.
Программы (4.16) и (4.18) дают одинаковые результаты, но вы​числительные затраты на получение этих результатов будут раз​личны. Меру этих затрат можно получить подсчетом количества необходимых основных операций каждого типа. Программа (4.16) требует двух сложений и двух присваиваний при каждом повторе​нии цикла. Если обозначить затраты на сложение через а и затраты на одно присваивание через z, то общие затраты на умножение с по​мощью  программы  (4.16)  равняются
[image: image666.png]2z42(z+a)xx



 (4.20)
При каждом повторении цикла программа (4.18) требует одного удваивания, одного деления пополам, одной проверки на четность, двух или трех присваиваний и еще одного сложения. Наличие двух случаев в вычислениях затрудняет точный подсчет затрат, так как он зависит от операндов. Однако легко указать худший и лучший из случаев и, что более важно, увидеть, что благодаря делению попо-
лам и при каждом повторении цикла, максимальное число повторе​ний равняется[image: image667.png]log, (x}+1,



округленному до целого. Общее количе​ство затрат в худшем случае равняется
[image: image668.png]Bz+logs(x) = (3z+a+2h)



 (4.21)
Так как вычислительные машины, в которых используется двоич​ное внутреннее представление чисел, могут умножать и делить на 2 и проверять на четность очень быстро (т. е. h≤a), то програм​ма (4.18) даже при малых значениях х превосходит программу (4.16), и, следовательно, ее нужно предпочесть во всех практических при​ложениях.
Программа (4.22) является улучшенным вариантом алгоритма деления (4.17), который основывается на том же принципе «деления пополам». Задание инвариантов позволяет легко установить прави​льность улучшенного алгоритма и в то же самое время делает оче​видным его сущность. Значениями переменных q, r и w должны быть  натуральные   числа.
Программа деления натуральных чисел х на у
[image: image669.png]begin r:=1x, g:=0; w:=y;

end.

while w<r do w:=2x%u;

fw=2"2y > x|

while w55y do

begin {grw+r=x, r 20}
qi=2xq; wi=wdiv2;

if w<Cr then
begin r:i=r—w; g:=¢g-+1
end
end
{geyrr=x 0<r <w g=xdivy}



 (4.22)
Здесь затраты на вычисления опять-таки уменьшаются, поскольку требуется только [image: image670.png]108, {x/y)+1



  повторений цикла вместо х/у.
Программу, вычисляющую наибольший общий делитель, также можно сделать более эффективной, если вместо многократных вычитаний использовать деление. Чтобы упростить запись, мы вве​дем оператор mod, который получает остаток от целочисленного деления тех же самых операндов х и у, то есть
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 (4.23)
Теперь многократные вычитания
[image: image672.png]while a6 do a:= a—b



 (4.24.1)
можно заменить простым присваиванием
[image: image673.png]mod &




 (4.24.2)
При этом программа, написанная в линейной нотации (4.25), преобразуется   в   программу   (4.26).
[image: image674.png]begin a:=x; b:=y;
repea ﬁa >0, 6>0}
while ¢ > 6 do a
while b >a do &
until a=b
{a=b=HOI(x, y)}
end.




 (4.25)
[image: image675.png]begin a:=x; b:=y;
repeat {a >0, &> 0}
if a2 6 then a:=a mod b; . w
{0<<a< b}
if a> 0 then b:=b6 mod a else Exchange(a, b)
until b=0
{a=HOL, )}
end.



 (4.26)
(В программе (4.26) используется функция Exchange (a, b), которая обменивает значения а и b между собой.) Этот вариант алгоритма вычисления наибольшего общего делителя принадлежит Евклиду и известен как один из самых ранних математических алгоритмов. Обычно он приводится в следующем эквивалентном виде:
[image: image676.png]begin a:=ux; b:=y,;
repeat a :=a mod b; Exchange (a, b)
until b=0
{e=HOZ (x, y)}

end.



 (4.27)
Для верификации можно использовать следующее отношение:
[image: image677.png]x>y 2 HOA (x, y)=HOZ(x mod y, x)



 (4.28)
Часто некоторую последовательность инструкций требуется пов​торить в нескольких местах программы. Чтобы программисту не приходилось тратить время и усилия на копирование этих инструк​ций, в большинстве языков программирования предусматриваются средства для организации подпрограмм. Таким образом, програм​мист получает возможность присвоить последовательности инструк​ций произвольное имя и использовать это имя в качестве сокращен​ной записи в тех местах, где встречается соответствующая после​довательность инструкций. Такую именованную последовательность инструкций будем называть проце​дурой. Если процедура дает одно результирующее значение и, сле​довательно, может использоваться в выражениях, то такая проце​дура называется функцией. Определение сокращенной записи называется описанием процедуры илп описанием функции. Использо​вание этого сокращения в программе называется оператором про​цедуры или вызовом процедуры. Функция, если она встречается в выражении, называется указателем функции или обращением к функции.
Конкретная нотация, используемая в описаниях и операторах процедур, приводится в примерах этой главы.
Пример: Описание и оператор процедуры Для последовательности инструкций
[image: image678.png]


 (4.29) 
можно ввести сокращение, описав процедуру следующим образом:
[image: image679.png]procedure P;
begin { := r mod g; r




 (4.30)
И теперь всякий раз, когда в программе встречается эта последова​тельность инструкций, ее можно заменить оператором процедуры
                                                        Р                                           (4.31)
Описание процедуры состоит из двух частей: заголовка процедуры и тела процедуры. Заголовок (первая строка в (4.30)) содержит иден​тификатор процедуры. Тело (вторая строка в (4.30)) состоит из одной или нескольких инструкций, для которых вводится сокращение.
Вряд ли стоило подробно говорить о столь простой форме запи​си, если бы за ней не скрывались важные и основополагающие по​нятия. В действительности процедура является одним из тех нем​ногих фундаментальных инструментов в искусстве программирова​ния, которые оказывают решающее влияние на стиль и качество работы программиста. Процедура — это способ сокращения текста и, что более важно, средство разложения программы на логически связанные, замкнутые компоненты, определяющие ее структуру. Разложение на части существенно для понимания программы, осо​бенно если программа сложна и из-за большой длины текста трудно​обозрима. Разложение на подпрограммы необходимо как для до​кументирования, так и для верификации программы. Поэтому желательно оформлять последовательность инструкций в виде проце​дуры, даже если процедура используется однократно и, следова​тельно, отсутствует мотив, связанный с сокращением текста про​граммы. Дополнительную информацию о переменных (которые ис​пользуются или изменяются в процедуре) или об условиях, которым должны удовлетворять аргументы, удобно задавать в заголовке процедуры.
О полезности процедуры, в частности о ее роли при структуриза​ции программы, неоспоримо свидетельствуют еще два понятия в программировании. Часто некоторые переменные или объекты (их обычно называют вспомогательными переменными), используемые внутри заданной последовательности инструкций, не имеют смысла за пределами этих инструкций. В программе существенно проще разобраться, если явно указаны области действия таких объектов. Процедура выступает как естественная текстовая единица, с по​мощью которой ограничивается область существования так называе​мых локальных объектов.
Очень часто некоторые последовательности инструкций, встре​чающиеся в разных местах программы, не идентичны, но очень близки по форме. Особенно важна ситуация, когда различие между отдельными вхождениями инструкций можно устранить системати​ческой заменой идентификаторов и выражений. В этом случае ин​струкции, для которых определяется сокращенная запись, можно представить в более общем виде схемой процедуры. Объекты, кото​рые придется заменять для каждого индивидуального вхождения, называются параметрами процедуры.
4.4. Локальность
Если объект (константа, переменная, процедура, функция или тип) имеет смысл только в пределах некоторой части программы, то этот объект называется локальным. В таком случае этой части про​граммы можно присвоить имя (т. е. оформить ее как процедуру). Локальные объекты процедуры описываются в ее заголовке. Так как сами процедуры можно определять локально, то описания про​цедур могут быть вложенными.
Пример: Описание процедуры с описанием локальной переменной
[image: image680.png]procedure P;
var f: integer;
begin ¢ := r modg; r :




 (4.32)
В теле процедуры используются объекты двух сортов: локальные (в примере — t) и нелокальные объекты. Последние определены в контексте, являющемся средой для описания процедуры. Если они определены в главной программе, то такие объекты называются глобальными; если же они определены в самом языке (т. е. в контек​сте, в который «погружается» программа), то они называются стан​дартными объектами. Областью существования локального объекта является весь текст процедуры. Это означает, что после окончания процесса, описанного процедурой, пространство в памяти, занятое локальными переменными, становится снова свободным и его можно использовать для других переменных. Очевидно, при повторном вы​зове той же самой процедуры значения ее локальных переменных снова не определены, точно так же как они не были определены при первом вызове процедуры.
При идентификации локальных объектов существенно то, что мы можем выбирать их имена вне зависимости от среды. Но может случиться, что идентификатор (например, х), который был выбран для некоторой локальной переменной в процедуре Р, совпадает с именем объекта, определенного вне Р. Конечно, эта ситуация имеет смысл только тогда, когда нелокальный х не используется в Р. По​этому мы условимся, что при совпадении имен, х внутри Р будет оз​начать локальную переменную, а х вне Р рассматривается как не​локальный  объект.
Пример: Процедура, в которой идентификатор локальной пере​менной (d) совпадает с именем глобального объекта
[image: image681.png]var a, b, d, e: infeger; {rnobaibHble NepeMeHHbe}
procedure Multiply, {raoGanbrast npouexypa}

var ¢, d: [nfeger; {NOKa/bHble TIepeMeHHbIE}
begin fe 1= a=b, cm. (7.18)}

ci=a;d 1= by e = 0

while d 0 do
begin if odd(d) then ¢ := e4-c;

ci= 26 d 1= d div 2

end
end;
begin {rnapmas nporpammal a := 5; b := 7; d 1= 10;
Multiply {a=5, b=7, d=10, =35}
end.



 (4.32)
Главную программу удобно рассматривать как процедуру без имени. Ее средой является операционная система вычислительной машины, где предварительно определены все стандартные объекты. Таким образом, ясно, почему идентификаторы можно выбирать, не считаясь со стандартными именами. Если стандартный объект не использу​ется в программе, то употребление (случайное или преднамеренное) его идентификатора в качестве имени локального объекта не вызовет каких-либо нежелательных эффектов.
4.5.  Последовательности
В предыдущих  главах  мы ввели  некоторые фундаментальные структуры программ и основные типы данных. Теперь мы детально     исследуем программы, которые по существу содержат одну повторя​емую инструкцию, т. е. программы следующего общего вида:
[image: image682.png]while B do §



 (4.33)
где В — логическое выражение, a S — инструкция. Прежде всего заметим, что цикл может закончиться только в том случае, если ин​струкция S так влияет на выражение В, что через конечное число повторений значением выражения В станет false. Но из этого следу​ет, что в S  должно быть по крайней мере одно присваивание пере​менной, которая встречается в В. Обозначим через V множество всех переменных, встречающихся в программе (таким образом, каждая переменная является элементом множества V). Тогда инструкцию (4.33) можно переписать в виде так называемой схемы программы:
[image: image683.png]Vo= v,
while p(V) do V := [(V)



 (4.34)
Здесь р обозначает условие (логическое выражение), а f— функ​цию. Запись (4.34) называется схемой потому, что заменяя соответ​ствующим образом V, р и f можно получить различные конкретные программы, имеющие одинаковую структуру и характер поведения.
Если обозначить через vi значение переменной V после i-ro вы​полнения S, то V в указанном порядке примет последовательность значений
[image: image684.png]Ugy Ugy « « +5 Uy



 (4.35)
которые имеют следующие свойства:
[image: image685.png]G0 N0 =
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 (4.36)
Правило 1 следует из определения присваивания (4.9), правило 2 — из предыдущих рассуждений, правила 3 и 4 — из определения инструкции while (4.13). Заметим, что для V должно быть точно определено начальное значение v0; нарушение этого правила явля​ется наиболее распространенной ошибкой в программировании. Итерации заканчиваются, если существует n, такое, что удовлетво​ряется условие 3.
Основной урок, который мы должны извлечь из сказанного, сос​тоит в том, что инструкция while является подходящей формой для выражения программ, в основе которых лежит рекуррентное соотношение (4.36.1).
Пример: Вычисление факториала
Функцию
[image: image686.png]


 (4.37)
можно вычислить с помощью   программы,  построенной по схеме (4.34) на основе рекуррентных соотношений
[image: image687.png]F)=i+#F(i—
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 (4.38)
В программе мы вводим переменные F и К, значения которых после 
і-ro выполнения повторяемой инструкции равны соответ​ственно f(i) и і. То есть используются рекуррентные соотношения
[image: image688.png]


 (4.39)
 и начальные значения
[image: image689.png]



Программа, которая получается после подстановки рекуррент​ных соотношений (4.39) в схему (4.34), имеет вид
[image: image690.png]var F, nteger; {n =0}
1:

begin F : = 0;
whife K1 do N
begin {F= K1} .
K = K+1, F := K=&F,
end .
{F=nl}

end



 (4.40)
Так как К, растет, принимая значения из последовательности на​туральных чисел, и так как п≥0, то программа обязательно завер​шится. Следует обратить особое внимание на то, что существенно важен порядок, в котором выполняются две повторяемые инструкцпи. Если их поменять местами:
[image: image691.png]F:=KxF, K:=K+1



 (4.41.1) 
то иными станут и соответствующие им рекуррентные соотношения:
[image: image692.png]


 (4.41.2)
Несмотря   на   кажущееся   сходство,   рекуррентные   соотношения (4.41.2) кардинально отличаются от (4.39)
Пример: Вычисление 1/х
Пусть две последовательности вещественных чисел а0, а1, ... и с0, с1, . . . определяются рекуррентными соотношениями
[image: image693.png]TR e e U
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 (4.42) 
и начальными значениями
[image: image694.png]



С помощью алгебраических преобразований можно показать, что
[image: image695.png]


 (4.43) 
А так как[image: image696.png]=cy" H |co|<<1,





[image: image697.png]


 (4.44)
Указание: Чтобы из (4.42) вывести (4.43), используйте равенства
[image: image698.png]ap=(l+ep_1}#. . - (1H-en) = (1+co)
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Подставляя рекуррентные соотношения (4.42) в схему (4.34), мы получим программу (4.45), которая вычисляет приближенное значение 1/х, используя только операции сложения и умножения:
[image: image699.png]var A, Cireal; {0 <<x <2}
begin 4 := |; C 1= 1—x;
while C > ¢ do
begin {4 =x=1—C, abs(C) < 1}
= As(14+C); C i= sqr(C)
end

{(l—e)x<{ A < /x}
end.



 (4.45)
Программа (4.45) завершится, когда С достигнет значения[image: image700.png]


 Так   как[image: image701.png]feal<Z1



 (см.4.42) и[image: image702.png]


 то для сколь угодно малого ε
существует значение п, такое, что [image: image703.png]


 Для всех i<n, однако,
сі>ε (см.4.36).
Пример: Вычисление квадратного корня
Пусть две последовательности вещественных чисел а0, а1, ... и с0, с1, . . . определяются рекуррентными соотношениями
[image: image704.png]0i=di-1*(l+713i-1>
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 (4.46) 
и начальными значениями
[image: image705.png]€y





С помощью соответствующих алгебраических преобразований можно показать,  что
[image: image706.png]a,=Vx=(1—cp)



 (4.47)
 Так как[image: image707.png]leol=< 1,
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 (4.48)
 Указание: Чтобы из (4.46) вывести (4.47) используйте .равенства
и[image: image709.png]



[image: image710.png]



Подставив рекуррентные соотношения (4.46) в схему (4.34), по​лучим следующую программу:
[image: image711.png]var A, C: real; ({:0<x<2}
begin A := x; = l1—x
while ¢ > & do
begin {A*=xx(1—C), €0}
A= A=(14+0.5+0C);
C = sqr(C)#(0.754+0.254C)
end
{re(l—e)<C AT < a}
end.




 (4.49)
Программа (4.49) обязательно завершится, поскольку (4.48.1) гарантирует нам, что для сколь угодно малого е найдется п, такое, что сп≤ε.
4.6.  Ряды
Циклическая инструкция годится для вычислений не только последовательностей, но также и рядов чисел. Если задана последовательность членов ряда
[image: image712.png]loy b1y f2y oot



 (4.50)
то ряд частичных сумм
[image: image713.png]Sos S1e Spp - -



 (4.51)
определяется так,  что
[image: image714.png]fobt.




 (4.52)
Если   последовательность   задается   рекуррентным   соотношением
[image: image715.png]fi=f(ti.y) nna >0



 (4.53)
то ряд определяется следующим образом:
[image: image716.png]si=$;_1+4; ana i=>0
So==1,



 (4.54)
На рис. (4.55) показана схема программы, позволяющая с по​мощью соответствующей замены f и t0 получить программы, которые на i-м   повторении будут   присваивать переменной S значения sі.
[image: image717.png]while p (3, T) do

begin T
end

i= f(Th S:




 (4.55) 
Из определения инструкции присваивания и циклической ин​струкции while можно вывести следующие отношения, определяю​щие основные свойства этой схемы программы:
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 (4.56)
Пример: Вычисление приближенного значения ехр(х). Частичные суммы
[image: image719.png]si=l4xt ot .+



 (4.57)
определяются рекуррентным соотношением
[image: image720.png]


 (4.58)
и начальным значением t0=1. Известно, что частичная сумма ряда (4.57)  имеет предел  и
[image: image721.png]lim s, = exp (x)
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 (4.59)
Ряд сходится для любого вещественного х; то есть члены ряда убы​вают так, что их сумма стремится к конечному пределу. Этот факт используется в программе (4.60), которая получается подстановкой рекуррентных соотношений в схему (4.55).
[image: image722.png]var T, S: real; K: integer,
heng l,S-: T, K :=0;
while T>e do
begin {S-— Ttx+ ..+ MK, T=xX/K1 > ¢}
K+ l. T = Tex/K; S := SH4+T
end
end.



 (4.60)
Погрешность вычисления, которая является  разностью конеч​ного значения S и истинной предельной   суммы, равна 

[image: image723.png]z=gl (e fit)




и может быть сколь угодно малой при достаточно большом К. Обыч​но процесс суммирования заканчивается в зависимости от величины членов ряда относительно общей суммы, а не от абсолютной вели​чины последнего члена ряда. Это требует, однако, дальнейшего исследования сходимости ряда, особенно если ряд знакоперемен​ный. В следующем примере как раз и рассматривается этот случай.
Пример: Вычисление приближенного значения sin (x) Частичные суммы ряда
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 (4.61) 
содержат   члены,   определяемые   рекуррентными   соотношениями
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 (4.62)
при j>0 и начальных значениях t0=x и k0=1. Известно, что ряд s сходится и
[image: image726.png]lim s, = sin (x)
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 (4.63)
Программа получается с помощью подстановки рекуррентных соотношений (4.62) в схему (4.55).
[image: image727.png]var S, T :real; K @ inleget;
begin T := x; K 1= 1; S
while abs(T) > e » abs(S)
begin K := K+2; T

S 1= S+T

s=—T wsqr (K =(K—1))

end
end.



 (4.64)
Следует обратить особое внимание на то, что в программах 
(4.45), (4.49), (4.50) и (4.64) число необходимых членов ряда и число повто​рений определяется не просто. Эти числа зависят от значения ε (оно входит в условие окончания цикла и определяет требуемую точ​ность), а также от быстроты сходимости ряда. Следовательно, ис​пользование такого рода рекуррентных соотношений в программи​ровании требует большой осторожности, даже если математический анализ гарантирует нам абсолютную сходимость, так как на прак​тике важна быстрая сходимость.
Ряд, частичные суммы которого имеют вид (4.57), сходится бы​стро только в случае малых положительных значений х. Поэтому мы рекомендуем пользоваться соотношениями
[image: image728.png]exp (—x)=ljexp(x) nas x<<V



 (4.65.1)
и
[image: image729.png]exp (i-Fy)=exp (D) xexp(y) 1A x>1



 (4.65.2)
где i=trunc(x) и у=х—i. Значение exp(i) при этом вычисляется просто многократным умножением основания натурального лога​рифма.
Ряд, частичные суммы которого имеют вид (4.61), называется знакопеременным и сходится быстро только в случае малых значе​ний х. Поэтому рекомендуется использовать следующие соотноше​ния для больших значений х:
[image: image730.png]sift (x)=sin (x—2mn)
sin (x)=—sin (x—om)

sin (x)=sin (n—x)
sin (x)=cos (-’2'——)()
sin (x) =—sin (—x)

s 2nn<{x|<<2n (n+1}
ana s v <2

Mﬁ—<1xl<n

L 7< !x|<7
i x<<0
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Благодаря этим формулам программу (4.64) можно использовать   для значений х, удовлетворяющих[image: image731.png]0 |xj=m/4




А в этом интервале
быстрота сходимости практически нас удовлетворяет и число вы​числяемых членов ряда достаточно мало, причем ошибки округле-
ния и неточного представления чисел (из-за использования конечной арифметики) остаются в допустимых пределах.
Наконец, на примере программы (4.64) мы продемонстрируем ис​пользование еще одного основного правила программирования. Внутри повторяемой инструкции вычисляется значение х2. Возве​дение в квадрат выполняется многократно, хотя х на протяжении всего счета остается неизменным. Вычисление х2 можно сделать один раз (перед инструкцией while), присвоить полученное значе​ние некоторой вспомогательной переменной, а последнюю подста​вить во всех местах, где встречается вычисление х2. Этот прием можно сформулировать как следующее основное правило:
Если выражение f (x) вычисляется внутри повторяемой инструк​ции S и если аргумент х не изменяется в цикле, то следует ввести вспомогательную переменную h, которой один раз перед выполне​нием S присваивается значение f(x) и которая подставляется вместо f(x) внутри S, т. е. конструкция
[image: image732.png]while P do
begin ... f(x) ... end



 (4.67.1) 
заменяется на
[image: image733.png]Wh’lle do
begin ... ... end



 (4.67.2)
4.7.   Параметры процедуры
Если некоторая последовательность операций применяется к различным операндам в разных частях программы, то такая после​довательность оформляется как процедура, а ее операнды становятся параметрами. Идентификаторы, введенные в заголовке процедуры для обозначения операндов, называются формальными параметра​ми. Они используются только в теле процедуры и локальны по от​ношению к ней. Объекты, подставляемые вместо формальных пара​метров, называются фактическими параметрами. Они задаются в каждом операторе процедуры или указателе функции. Тип факти​ческого параметра определяется типом формального параметра, ко​торый специфицируется в заголовке процедуры. Помимо специфика​ции типа параметра необходимо также указать желаемый способ подстановки, поскольку вместо формального параметра можно под​ставить текущее значение либо имя фактической переменной или выражение. Принято различать три способа подстановки парамет​ров.
1.  Фактический параметр вычисляется и полученное значение подставляется  вместо  соответствующего  формального  параметра. Этот способ называется подстановкой значения и имеет наибольшее распространение.
2.   Фактический параметр есть переменная.  Возможно, потре​буется вычисление индексов. Определенная таким образом пере​менная заменяет соответствующий формальный параметр. Этот спо​соб называется подстановкой переменной (ссылки) и используется в тех случаях, когда параметр вычисляется в процедуре и является ее результатом.
3.   Фактический параметр подставляется буквально без каких-либо вычислений. Это называется подстановкой по имени. На прак​тике этот способ используется редко.
Пример:
На примере программы (4.68) демонстрируются три способа под​становки параметров. Мы рассмотрим результаты выполнения опе-
ратора-процедуры P(a[i]).
[image: image734.png]var i: integer;
a: array [1..2] of integer;
procedure P (x: infeger);
begin i 1= i+1; x 1= x42
end;
begin {[7aBras nporpammal
all] 1= 10; a[2] :=20; i := 13
Pt

en
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Случай 1:    Подстановка значения
Переменная х имеет начальное значение 10.
Конечное значение переменной а=(10, 20)
 Случай 2:    Подстановка переменной
х≡[1]
Инструкция х: = х+2 теперь означает a [і] : =а [1]+2.
Конечное значение переменной а=(12, 20) 
Случай 3:     Подстановка по имени
х≡а [i]
Инструкция х : = х+2 теперь означает a [і] : =а [і]+2.
Конечное значение переменной а=(10, 22)
Для того чтобы отличать разные способы подстановки, мы сфор​мулируем следующие правила,  касающиеся нотации:
1.  Подстановка значения одна из самых распространенных под​становок, и поэтому именно она подразумевается по умолча​нию, т. е. в том случае, когда отсутствует явная спецификация.
2.   Подстановка переменной указывается с помощью символа var перед одним  или  несколькими формальными параметрами.
3.  Мы воздержимся от введения обозначений для подстановки по имени, поскольку аналогичные ситуации рассматриваются в  следующем разделе.
В соответствии с этими правилами мы можем переписать программу (4.33) в виде процедуры с тремя параметрами, как показано в (4.69).
Пример: Процедуры с параметрами
[image: image735.png]var a, b, ¢, d, e, f: infeger;
procedure Multiply (x, y: integer; var z: infeger);
{x, ¥, z—dopManbHBle napameTpH}

begin z := 0;
while x40 do
begin if odd(x) then z := z+4y;
yoi= 2=y x 1= x div 2
end

end;



 (4.69)
 [image: image736.png]begin {TaBras nporpammal
a =5 b:=7d =1l ¢ := 13;
Multtply (a, b, c); Mulnply (d b, e—a, f)
d{aA b=7,¢=235 d=11,e=13, = 3‘7{
end,




В программе (4.69) показано, что в случае подстановки значения формальный параметр обозначает локальную переменную, которой вначале присваивается результат вычисления соответствующего фак​тического параметра. И после этого начального присваивания далее уже не существует какой-либо связи между фактическим и формаль​ным объектами. Это позволяет сформулировать два общих пра​вила, полезных при выборе подстановки.
1.   Если   параметр   является   аргументом,   а   не   результатом процедуры (функции), то (как правило) следует предпочесть подстановку значения.
2.   Если параметр обозначает результат процедуры, то необхо​дима подстановка переменной.
Метод подстановки переменной таит в себе некоторую опас​ность, поскольку доступ к одной и той же переменной может осу​ществляться с помощью более чем одной идентификации. Опас​ность неизмеримо возрастает, если мы имеем дело со структурными переменными, например, с массивами. В этих случаях необходимо, чтобы программист строго соблюдал дисциплину программирова​ния и, в частности, следующее важное правило: изменяемые пара​метры нельзя связывать с какими-либо другими параметрами, т. е. никакой параметр не должен обозначать другой параметр или его компоненту. Опасности, которые могут проявиться при нарушении этого правила, показаны на примере простой процедуры умножения матриц.
Пример: Неоднозначность при использовании зависимых изме​няемых параметров
[image: image737.png]type matrix=array [1..2, 1. 2] of infeger;
procedure mult (var x, y, 22 matrix);

begin 21, 1]| = 5[l 1]*y[[1, l]+x[1.2]aey[[2. 1]]

z[1,2 x[1, 1)=y[l, 2] +x[1, 2} + ]2, 2];
2[2, 1] 1= x[2, I]=g]l, 1]4-x[2, 2]=y[2, I];
z[2, 2] 1= x{?. 1]%yEl, 2] +x[2, 2]+y|2, 2;

end



 (4.70)
Даны матрицы
[image: image738.png]



Мы исследуем действие следующих инструкций:
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Заметим, что правильные результаты (см. инструкцию 1) можно получить во всех трех случаях, если х и у специфицированы как параметры-значения.
Процедура или функция F используется в качестве параметра процедуры или функции G, если F должна вычисляться во время выполнения G и если F представляет собой различные процедуры или функции в различных обращениях к G. Хорошо известными примерами являются алгоритмы вычисления интеграла С функции F.
Пример: Вычисление интеграла по формуле Симпсона
 Для  аппроксимации  интеграла
[image: image740.png]fxydx

i il
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используется сумма конечного числа узловых значений fi.
[image: image741.png]= ot 4y 2 A+ 2k gt 2 s Y )




(4.72)
где [image: image742.png](a+i=Rh), h=(b—a)/n 1 n=2k,



Число узловых точек равно
п+1, a h— расстояние между двумя соседними узловыми точками. Значение интеграла s аппроксимируется последовательностью s1, s2, s3, . .., которая сходится, если функция ведет себя достаточно хорошо (гладкая) и если арифметические операции выполняются точно.
На каждом шаге число узловых точек удваивается. Конечно, хорошая программа не будет вычислять функцию f(x) 2k раз на каждом k-м шаге,  поскольку можно  использовать значения fi,
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полученные на предыдущих шагах. В сумме sk три члена
[image: image744.png]2) ) gty
Sp= 50+ 58 4§
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которые обозначают суммы в узловых точках с весами 1, 2 и 4. Их можно определить с помощью рекуррентных соотношений (4.75) для k>1  и начальных значений  (4.76).
[image: image745.png]Lo
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После соответствующей подстановки в схему программы (4.55) эти соотношения приводят к программе интегрирования (4.77) в которой функция f играет роль параметра,
[image: image747.png]function Simpson (a, b: real; function f: real): real;
var i, n: integer;
s, ss, sl, s2, s4, h: real;
{f (x) —BeutecraeHHan GYHKUHA C OAHHM NApaMeTPOM
THIA real. QYHMKINS ROMKHA GblTh OnpefesieHa
B HHTEpBasle a<x<b}
begin 2 h 1= (b—0a)=0.5;
Sl i he(Fla)+fO); s2 1= 0
s4 1= dxhsfla+h); s 1= sl4s2+4s4;
repeat ss 1= s, n 1= Qew; h = hj2;
sl B 0.5%sl; 52 = 0.525240.25%34;
= 0; i
repeat 54
until i >n;
s4 1= 4xhasd; s 1= 51452454
antil abs (s—ss) < &;
Simpson 1= s/3
end

s4+f(a+l*h), ii=i+2



 (4.77)
Теперь функцию Simpson можно использовать в качестве опе​ранда в любом вещественном выражении. Например, инструкция
[image: image748.png]u == Simpson (0, n/2, sin)



 (4.78)
обозначает присваивание
[image: image749.png]2

u= 0Ssin (x)dx




Однако третьим фактическим параметром в обращении к функции Simpson может быть только имя функции. В большинстве языков программирования не разрешается использовать в этом качестве выражение. Например, для вычисления интеграла
[image: image750.png]dx
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c помощью функции Simpson необходимо явно определить еще одну функцию F.
[image: image751.png]function F(x: real). real;
begin F 1= 1/sqri (sqr(a=cos(x))+3sqr (b=sin (x))) end



 (4.80)
Только в этом случае можно выразить (4.79) с помощью инструкции
[image: image752.png]Simpson (0, nj2, F}



 (4.81)
4.8. Преобразование  представлений чисел

Абстрактное понятие числа не зависит от его возможных пред​ставлений. Операции над числами можно точно определить неко​торой совокупностью общих аксиом. Однако если эти операции выполняются над вполне определенными числами, то конкретное представление для них должно быть выбрано так, чтобы можно было узнать результат.
Желательно определить операции над числами с помощью обще​значимых алгоритмов, не зависящих от конкретного представле​ния. Тогда в любом процессоре, предназначенном для выполнения арифметических операций, можно выбрать представление, наиболее соответствующее его возможностям. В вычислитель​ных машинах свобода выбора используется так, что предпочтение отдается представлению, в основу которого положен двоичный алфавит. Однако двоичное представление не удобно для человека, поскольку его с раннего детства учат пользоваться десятичной системой счисления. По этой причине устройства ввода-вывода в вычислительных машинах снабжены наборами литер, содержащими десятичные цифры, которым, разумеется, сопоставлены внутренние двоичные коды. При вводе и выводе числовых данных вычислитель​ная машина переводит числа из внешнего, привычного для нас представления, во внутренний вид и наоборот. В общепринятом десятичном представлении
(a)  используется   позиционная   запись   цифр,   расположенных по степеням так называемого основания В, а
(b)  число 10 определяет количество различных цифр и, кроме того,  является основанием системы счисления.
При обобщении алгоритмов преобразования представлений для систем с произвольным основанием В (>1) не возникает каких-либо дополнительных трудностей. Однако мы ограничимся рассмотре​нием алгоритмов перевода для позиционных систем счисления. Таким образом, десятичная система будет частным случаем, когда В = 10. Общее свойство всех позиционных систем состоит в том, что последовательность[image: image753.png]


 состоящая  из п цифр,  обо-
значает число
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где 
[image: image755.wmf]i

d
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  есть числовое значение, представленное литерой (цифрой) di, а В — основание системы счисления. Любое число [image: image756.png]


 однозначно представимо, если существует В различных цифр, ко​торым соответствуют значения 0, 1, ... , В—1. Если записать первые i цифр представления числа в виде[image: image757.png]


то из (4.82) и[image: image758.png]



непосредственно следует рекуррентное соотношение
[image: image759.png]


 (4.83)
Из (4.83) также следует
[image: image760.png],div B u d; =& mod B (cu. takxe 7.23)



 (4.84)
В последующих программах функция для вычисления [image: image761.png]fa



будет обозначаться как num(d). Она определена над одиночными лите​рами   (цифрами). Обратную функцию обозначим через rер(х);
[image: image762.png]rep (num (d))=d u num(rep (9))=x



 (4.85)
Эти функции зависят от конкретного набора литер. Например, для набора литер ASCII их можно определить с помощью стандартных функций перевода chr и ord:
[image: image763.png]rep (x)=xchr (x+ord ('0")} n num (d)=ord (d}—ord ('0)



 (4.86)
Обратный алгоритм должен вычислять последовательность цифр [image: image764.png]dy. . .




 Целью рассматриваемых программ является расши​рение элементарных функций перевода на случай, когда перево​димые числа превышают В и когда имеется не одна цифра, а по​следовательность цифр.

4.8.1. Ввод и вывод неотрицательных целых чисел в позиционной форме

Программа нахождения числа, представленного последователь​ностью цифр в текстовом файле D, получается применением рекур​рентного соотношения (4.83) к схеме программы (4.34) с использо​ванием инструкции repeat, а не while. Программа оформлена как процедура (4.87), в которой предполагается, что при входе в про​цедуру значением буферной переменной D↑ является первая цифра d1. Кроме того, предполагается, что последовательность цифр окан​чивается литерой, не являющейся цифрой, и поэтому чтение из файла D будет продолжаться до тех пор, пока эта литера не станет значением буферной переменной D↑. Эта схема более всего соот​ветствует той ситуации, когда читается файл ввода, в котором по​следовательности цифр включены в общий текст (например, в про-
грамму).
[image: image765.png]procedure read (varx: infeger);

begin x 1= 0;
repeat x 1= Bxx+num (D), get (D)
until — digit (Dt)

end



 (4.87)
Логическая функция digit (d), так же как и пит (d), зависит от кон​кретного набора литер char. Для набора литер ASCII, например, эту функцию можно описать следующим образом:
[image: image766.png]digit(d) = (0'Cd) A\ (d<9)



 (4.88)
Обратный алгоритм нахождения цифр [image: image767.png]dy. . .4,

s



 представля-
ющих число[image: image768.png]


в позиционной системе счисления с основанием В, получается применением соотношений (4.84) к схеме программы (4.34) опять-таки с использованием инструкции repeat, а не while. Если задано число[image: image769.png]


 то последняя цифра в его представлении находится делением этого числа на В и применением элементарной функции перевода rер(х) к полученному остатку. Остальные цифры можно получить, применяя тот же алгоритм к частному от деления.
Если цифры d1, . .., dn необходимо записать в файл вывода D, то мы обнаруживаем неудобства, поскольку наш алгоритм выдает цифры в обратном порядке (последняя цифра выдается первой). Очевидно, потребуется буферная память, которую целесообразнее всего представить в виде массива d. В результате мы получаем про​грамму (4.89), которая также оформляется в виде процедуры
[image: image770.png]procedure wrife(x: integer);
var u: infeger; i:0..2;
d: arcay [i..n] of char;
begin {0 <Cx < By 1= x;{ :=
repeat dli] rep(umod B); u := udivB;

until
repeat {suson uuq)p B oﬁpaTHOM nopsjke}
3 Dt 1= d{i]s put (D)

end



 (4.89)
В эту программу легко внести следующие два улучшения:
1. Чтобы подавить старшие нули, предшествующие первой значащей цифре, заменим условие окончания первого цикла і=0 на и=0. Заметим, что одна цифра появится в любом случае, если даже х=0,
2. Введем вспомогательную переменную v и заменим две ин​струкции, в которые входят довольно «дорогие» операции div и mod, на следующие инструкции
[image: image771.png]u divB; dlil rep(u—Bxu); u:=1v





4.8.2. Вывод дробей в позиционной форме
В позиционной системе счисления вещественные числа пред​ставляются целой и дробной частями, отделенными друг от друга точкой. Поскольку в разд.4.8.1 проблема преобразования натураль​ного числа в последовательность цифр уже обсуждалась, мы можем ограничиться рассмотрением алгоритма перевода чистых дробей [image: image772.png]XU x< |



  По-прежнему будет использоваться система счисления с основанием В.
Пусть  последовательность  цифр [image: image773.png]0



 обозначает  дробь.
Если точка расположена непосредственно слева от последователь​ности, то  значение[image: image774.png]


определяется следующим образом:
[image: image775.png]


 (4.90)
где[image: image776.png]num(d) n 0<<d; < B



для любого i. Если обозначить последо-
вательность dі. . .dn через δі, то из (4.90) непосредственно следуют рекуррентные соотношения
[image: image777.png]0<é <1





и
[image: image778.png]d;=trunc (B =)
81 =Bx8—d;



 (4.91)
Алгоритм, который получается подстановкой соотношений (4.91) в схему программы (4.34), представлен процедурой (4.92). Пред​полагается, что переменной и последовательно присваиваются зна​чения[image: image779.png]


В качестве условия окончания цикла нельзя использовать и =0, так как не приходится рассчитывать на абсо​лютно точное представление дроби[image: image780.png]


Поэтому алгоритм завер​шается, когда получено заданное количество (п) цифр. На каждом шаге дробь умножается на основание В. Применяя элементарную функцию rер(х) к целой части вычисленного произведения, мы получаем очередную цифру. Для получения остальных цифр при​меняется тот же самый алгоритм к дробной части произведения. К счастью, эта процедура генерирует цифры в должном порядке; поэтому не требуется  промежуточного запоминания в буфере и цифры можно непосредственно посылать в текстовый файл вывода D.
[image: image781.png]procedure write(x: real); {0<Cx < 1}
var i1 0..n; u: real; v integer; {n >0}

begin « : Df 1= " put(Dy; i 1= 0;
repeat u Bau; v 1= trunc(u),
Dt reﬂ() put (D),
u“ u—u; b t=s il

uatil i=n
end



 (4.92)
4.8.3. Преобразование представлений с плавающей точкой

Как уже говорилось ранее, для вещественных чисел в вычислительных машинах часто используется так называемое представление с плавающей точкой. В этом представлении число х изображается парой масштабированных целых чисел [image: image782.png]im, eip



так, что
[image: image783.png]


 (4.93)
где В — основание представления с плавающей точкой. Ниже приводятся примеры, из которых видно, почему возник термин «плавающая точка».
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 (4.94)
В вычислительной машине в качестве основания представления предпочтительно выбрать небольшую степень 2 (например, 2k). Тогда увеличение или уменьшение показателя степени е на 1 соот​ветствует умножению или делению коэффициента т на 2k, которые могут выполняться простым сдвигом т на k двоичных позиций влево или вправо соответственно. Однако, поскольку вне машины мы обычно пользуемся представлением с основанием B=10, при вводе или выводе чисел с плавающей точкой необходимо преобра​зовывать (помимо преобразования основания системы счисления) еще и показатель степени.
Самый простой способ преобразования представления[image: image785.png]My, e)s,



 в представление[image: image786.png]{Ma, €55,



состоит в умножении т на[image: image787.png]BY
T



с после-
дующей нормализацией, т. е. многократным делением (или умно​жением) произведения на В2 до тех пор, пока не удовлетворится условие[image: image788.png]/B, <m< 1.



Число делений тогда будет равняться искомому
показателю степени е2. Но при таком способе промежуточные зна​чения произведения могут оказаться слишком большими и превы​сить размеры ячейки памяти, поскольку т представлено как целое число с масштабным коэффициентом. Поэтому мы накладываем ограничение
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 (4.95)
которое должно выполняться в любой момент, т. е. после каждого шага вычисления. Следовательно, при переводе из системы с ос​нованием B1 в систему с основанием В2 необходимо чередовать ум​ножения т на B1 с делениями на В2. Окончательная программа для B2> B1 представлена в (4.96). По очевидным причинам раз​личаются случаи, когда [image: image790.png]e1z20 n <0,



 Отметим важность указанных инвариантов для верификации программы.
[image: image791.png]procedure convert (var m: real; var el, e2: integer);
begin 2 := 0;
if e1 >0 then
while ¢l =0 do
begin {x=m+Bf'»BZ, 1/B,<<m < 1}
m = Byam; el = el—1;
if m 21 then beginm : = m/Bﬂ, €2 :=¢2-+41end
end
else repeat {x=m+ Bf +Bg, 1/B,<<m< 1}
m 1= m/B;; el := el+41;
if m<C1/B, then beginm: = B, xm;e2 : = ¢2—1end
until el =0 ’
end



(4.96)
Учитывая, что числа в реальных вычислительных машинах можно представить только конечным числом цифр, следует отме​тить неэффективность этого алгоритма для большого показателя степени е и его неточность из-за накопления ошибок округления в длинной последовательности арифметических операций. Этот алгоритм можно улучшить, если воспользоваться таблицей множи​телей[image: image792.png]


в виде пар масштабированных целых чисел[image: image793.png]{te, vy



таких, что
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а вычисление заменить на
[image: image795.png]matl,,
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 (4.98)
возможно с последующей нормализацией. Однако если диапазон изменения е1 велик, то использование такой таблицы становится практически невозможным из-за ее огромных размеров. Возможен компромиссный вариант, для которого требуется немного больше
вычислений, но зато существенно меньшая таблица. В этом случае таблица содержит значения только для
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т. е. только для показателей степеней, равных степеням 2. Затем показатель степени е1 разлагается в ряд по степеням 2 аналогично тому, как это делается в алгоритме умножения. В резуль​тате т и е2 получаются в виде произведений и сумм соответству​ющих элементов таблицы .
4.9. Обработка текстов с использованием массивов и  файлов
В этом разделе рассматриваются некоторые задачи, имеющие одно общее свойство, а именно: все они имеют дело с данными, состоя​щими из литер, которые можно напечатать, т. е. с текстами. Вы​бранные примеры типичны для задач обработки текстов и могут служить также в качестве упражнений в применении рассмотрен​ных ранее понятий и методов.
4.9.1. Регулирование длины строк в текстовом файле
Если текстовый файл f состоит из подпоследовательностей литер, ограниченных либо пробелами, либо управляющими литерами eol, то такие подпоследовательности, не содержащие внутри себя пробелов и литер eol, будем называть словами. Количество литер в слове назовем длиной слова w. Любая подпоследовательность, ограниченная литерами eol (и, следовательно, не содержащая внутри себя литер eol), называется строкой. Количество литер в строке назовем длиной строки L.
Напишем программу, которая читает файл f  и генерирует файл g, содержащий те же самые нерасчлененные слова в том же порядке, но сгруппированные в строки, длина которых не превышает Lniax. Суммарное число литер в обоих файлах одинаково. Все слова в f  имеют длину w≤Lwmax<Lmax при заданных wmax и Lmax. Пред​положим, что файл f  содержит по крайней мере одно слово и, сле​довательно, по крайней мере одну строку, которая оканчивается литерой eol.
Файл g получается путем копирования файла f  и замены неко​торых пробелов литерами eol, и наоборот. Поскольку слова рас​членять нельзя и поскольку файлы можно генерировать только последовательно, слово можно добавить в конец файла g только тогда, когда уже известно, какую литеру (пробел или eol) следует поставить перед ним. Но это можно узнать только после того, как известна длина слова. Отсюда следует, что слова можно копиро​вать только через промежуточный буфер. В качестве буфера вполне
подходит переменная-массив,  имеющая wmax компонент (предпо​лагается, что wmax сравнительно невелико).
Так как файл f  содержит последовательность слов и литер-разделителей, программа, очевидно, должна иметь структуру повторяемой инструкции. При каждом повторении из файла f читается слово W и следующий за ним разделитель S, а затем то же самое слово и предшествующий ему разделитель записываются в файл g так, как это изображено ниже:
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В том случае, когда после слова встречаются несколько раздели​телей (то есть кратные пробелы или несколько пустых строк), будем предполагать, что слова могут быть пустыми и что между  каждыми двумя соседними разделителями находится пустое слово. Таким образом, можно условно считать, что слова и разделители строго чередуются между собой.
Повторяемая инструкция получается из схемы (10.13). Но прежде мы дадим неформальное определение двух вспомогательных про​цедур.
1.  Процедура readword читает слово в буферную переменную Z. После выполнения  процедуры  readword переменная  ch со​держит разделитель, следующий за только что прочитанным и запомненным в Z словом. Переменной w целого типа при​сваивается значение, равное длине слова.
2.  Процедура writeword записывает в конец файла g слово длины w, хранящееся в Z.
Поскольку длина генерируемой строки играет в нашем алгоритме важную роль, для представления текущей длины вводится пере​менная L. Тогда инструкцию, выполняемую на каждом шаге, можно сформулировать следующим образом:
[image: image798.png]begin readword;
if L 4w < Lmax then
begin write (' ’); L 1= L+1
end else
begin write {eol); L 1= 0
end;
writeword
end



 (4.101)   
Прежде чем приступить к дальнейшей детализации этих двух процедур, обратим внимание еще на одну проблему, а именно изу​чим ситуацию в начале и в конце обработки. Из рис. (4.102) ясно видно, что в начале и в конце программы необходимо написать некоторые инструкции, не согласующиеся по своему характеру с инструкцией (4.101).
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В начале читается на одну литеру больше, чем пишется, а в конце пишется на одну литеру больше, чем читается. Окончательный вид программы представлен на рис.( 4.103).Читатель может убедиться,  что во вспомогательных процедурах пустые слова обрабатываются правильно. (В программе используются стандартные файлы input и output вместо f и g.)
[image: image800.png]var @: 0..wmax; {Anvua caosap
L: 0..Lmax; {Amuna cTpokn}
ch: char; {TOCAENHAR TPOYHTAHHAA AHTepa}
Z: array [1..wmax] of char; {ygep}
procedure readword;
begin w :=0; read (ch);
while (ch=" ") A (ch = eol} do
begin w 1= w+1; Z[w] :=ch; read(ch)
end
end;
procedure writeword;
var i: l..wmax;
begin for i := 1 to w do write(Z{i]; L := L+w
end;
begin L := 0; readword; writeword;
while 7 eof(input) do
begin readword;
if L+4w< Lmax then
begin write(’ '), L 1= L41
end else
begin write(eol); L :=0
end;
writeword
end;
write(eol)
end.



 (4.103)
Из этого примера можно извлечь следующие два урока:
1.   Если последовательность информационных объектов преоб​разуется в другую последовательность объектов, то прежде всего необходимо сформулировать шаг преобразования для одного объ​екта. Причем этот шаг нужно представить в таком виде, чтобы его можно было «вложить» в инструкцию repeat или while, характери​зующую  условия  повторения  и  окончания   цикла.   После  этого рассматриваются   граничные   случаи и добавляются   инструкции, которые выполняются в начале и в конце обработки.
2.   Чтобы выделить логически связанные блоки операций, так называемые  кластеры (cluster — скопление,  группировка) действий,   необходимо   ввести   соответст​вующие процедуры, к детализации которых можно перейти позднее. Определение структуры данных ддя переменных, которые исполь​зуются только внутри этих процедур, можно также отложить до того   момента,   пока   не   выяснятся   всевозможные  соображения, влияющие на выбор структуры,
4.9.2. Редактирование строки текста
Рассмотрим следующую задачу.  Пусть даны строка текста z в виде последовательности литер
[image: image801.png]
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 последовательность х (обычно встречающаяся в z)
[image: image802.png]X=X1Xa. . Xy k>0




и последовательность у
[image: image803.png]Y=thifz. . .Ym

m=0




которую необходимо подставить вместо х. Логической переменной q должно быть присвоено значение true (истина), тогда и только тогда, когда х содержится в z и подстановка у возможна. Чтобы однозначно определить операцию подстановки в том случае, когда в тексте z последовательность х встречается несколько раз, мы введем понятие позиции в строке — р. Текст z просматривается всегда начиная с позиции р слева направо. Если между р и концом z ппследовательность х не будет найдена, то поиск будет продолжен с начала 2 и до позиции р, т. е. строку можно рассматривать как «закольцованную». Такой поиск называется циклическим. На​пример, если х=АВ, a y=UVW, то текст z до и после подстановки будет таким:
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Подобные, текстовые подстановки часто используются в системах текстового редактирования, осуществляемого с дистанционных терминалов, когда программы и данные постоянно хранятся в вы​числительной системе в виде текстовых файлов.
Эту задачу можно  разбить на две относительно независимые части:
(a)  поиск заменяемого текста х, такого, что z=αхβ и
(b)  подстановка х вместо у, после чего z=αуβ.
Часть 1: Индекс i определяется так, что
[image: image805.png]Xj=Aips-1
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В программе (4.106) переменной q присваивается значение «текст х найден и в i нужный индекс»,
[image: image806.png]repeat {Q @
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Утверждение Q(i) состоит в следующем:
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Теперь мы превратим сравнение двух последовательностей литер в последовательность сравнений соответствующих пар отдельных литер,
[image: image808.png]repeat ‘P(]&}[,]_z[z-i-l—l]) jo= j+1
untit gV (i>k)



 (4.107)
Утверждение P(j) таково:
[image: image809.png]QI (xp=2;.5-1) 112t BCEX h=1, ..., j—1




Но эту программу нельзя считать законченной, так как в ней не учитывается следующая ситуация. Предположим, что
[image: image810.png]Xy =Ziap—y A8 =1, LR
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Тогда следующими должны сравниваться литеры xh+1 и zп+1. Но литера zn+1 не определена. Этот факт говорит о неполной форму​лировке задачи, поскольку в ней не содержится указаний о пове​дении программы в этой ситуации. Возможны два варианта: либо алгоритм должен закончиться и выдать результат q=false, либо текст х1.. .xk следует рассматривать как закольцованную последо​вательность литер. Если z— строка, то второй вариант обычно не имеет смысла. Предположим, что в постановке задачи предусмот​рена свобода выбора и мы останавливаемся на первой интерпретации. Тогда программа будет следующей:
[image: image811.png]ji=1
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g i= x|, l]~2h+/—1] jor=j+l

until =gV {(j > k)




 (4.109)
Чтобы упростить эту программу, часто пользуются специальным приемом, с помощью которого исключается дополнительная про​верка на конец строки. Для этой цели в конце строки ставится специальная литера (например, zn+ 1=ео1), которая не может встре​титься ни в z, ни в х. В этом случае можно воспользоваться более простой программой (4.107). 
Часть 2:  Теперь литеры [image: image812.png]


заменяются  на у1.. .ут.
Эту операцию можно опять-таки разбить на два этапа: (а) превратить [image: image813.png]


 сдвинув β на k позиций влево и (b) вставить у и получить [image: image814.png]ayf,



предварительно   сдвинув β вправо на т пози-
ций. Обработку можно упростить, если сдвиг β делать только один раз. Но при этом нужно различать следующие случаи:
1.  m<k—новая последовательность  короче старой; β сдвигается на 
k—т позиций влево.
2.  m>k — новая последовательность длиннее старой; β сдвигается на т—k позиций вправо.
3.  m=k — новая и старая последовательность имеют одинаковую длину и сдвига не требуется.
Теперь мы можем написать полную программу, которая осуществ​ляет поиск и подстановку.
[image: image815.png]procedure Substitute;
var i, j: 1..n+1; g: Boolean; d: infeger;
begin {mar 1: noHck x B cTpOKe 2}

1
repeat = [il=2[i+j—1]; j := j+1
until —\q v (j >R
it=i+4+1; it i>ntheni:=1
until g Vv (i =p);
if ¢ then
begin {war 2: nonCTaHOBKA y BMeCTO x}
d = m—k p =i
if d <0 then
begin j P4k
while j<(n do
begin z[j4d] 1= 2[j]; j := j+1

end
end else
if ¢ >0 then
begin | 3

while ]>p+k do
begin 2fj +d] = ¢[]) = =1
end
end;
noi=ndd; jr=1
while j<Cm do
becgliﬂ z[p] t= glili p 1= p+L o= j4+1
e

end
end



 (4.110)
4.9.3.  Распознавание регулярных цепочек символов
Довольно часто приходится встречаться с задачей распозна​вания цепочек в тексте. Ее невозможно, например, обойти в про​граммах, которые каким-либо образом интерпретируют или обра​батывают тексты. Обычно цепочка определяется некоторым набором правил композиции. Совокупная сложность программы, предна​значенной для распознавания цепочек, очевидно, зависит от слож​ности и общности правил их порождения. Набор таких правил обычно называют синтаксисом, а задача распознавания образцов, сконструированных в соответствии с этими правилами, называется синтаксическим анализом.
Мы рассмотрим класс простых правил, т. е. схему правил. Каж​дое правило, составленное согласно этой схеме, определяет мно​жество так называемых предложений, которые можно распознать
с помощью простого алгоритма анализа. Синтаксическим правилам, порождаемым с помощью этой схемы, свойственна определенная регулярность структуры, и поэтому их называют регулярными вы​ражениями. Аналогично множество предложений, порождаемых с помощью регулярного выражения, называется регулярным языком. Наша задача состоит в том, чтобы найти некоторые общие пра​вила для систематического конструирования распознавателя, со​ответствующего данному синтаксическому правилу. Введем сле​дующие обозначения:
1.  Строчными латинскими буквами обозначаются символы ос​новного словаря  V. Все предложения являются последова​тельностями символов из V.
2.  Прописными буквами обозначаются регулярные выражения или множество предложений (регулярный язык), определен​ных с помощью регулярного выражения.
3.  Греческими буквами обозначаются последовательности сим​волов, определенные над словарем V. Буквой ε обозначается пустая последовательность.
4.  Множество последовательностей символов, получаемых кон​катенацией предложений из A и предложений из В, назы​вается произведением A и В.
[image: image816.png]AB={af; a€A u f€B}
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5. Объединение А и В обозначается как
[image: image817.png]AlB={y; y€4 wm yEB)



 (4.112)
6.  Множество предложений, получаемых путем произвольного числа конкатенации предложений из А, обозначается как А*
[image: image818.png]A*={c|A|AA|AAA. .}



 (4.113) 
Правила построения регулярных выражений следующие:
1.  Любой основной символ[image: image819.png]aeV



есть регулярное выражение.
2.  Любое произведение двух регулярных выражений есть регу​лярное выражение.
3.  Любое объединение двух регулярных выражений есть регулярное выражение.
4.   Если А регулярное выражение, то A* — регулярное выра​жение.
5.  Регулярны только те выражения, которые получены с по​мощью правил 1—4.
Далее приводятся примеры регулярных выражений над словарем [image: image820.png]V={abcd).



 Скобки имеют тот же смысл, что и в обычных выра- жениях.
[image: image821.png]l.a
2. (abJboy(dla)
3. ab*c

4. a((blc)ay*
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Множества предложений, определенные этими выражениями, будут следующими:
[image: image822.png]la

2. abd aba bed bea

3. ac abe abbe abble. ..

4. a aba aca ababa abaca acaba acaca...



 (4.115)
Теперь нашу задачу можно переформулировать так: по данному регулярному выражению А, определяющему множество предложе​ний над словарем V, и любой данной последовательности α над словарем V построить   алгоритм[image: image823.png]


 который определяет,  является ли α предложением из А (т. е.[image: image824.png]



Очень просто и очевидным образом регулярные выражения представляются в виде графа. Каждое из элементарных правил построения регулярных выражений непосредственно преобразуется в одну из следующих графических диаграмм:
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Например, если эти соответствия применить к выражению 4, то получим в результате следующий граф:
[image: image826.png]


 (4.117)
Графы немедленно подсказывают форму алгоритма распознавания предложений, если прохождение основного символа, заключенного
в кружок в графе, интерпретируется как распознавание символа в анализируемой последовательности ее, а прохождение всего графа свидетельствует о том, что α является предложением соответст​вующего языка.
Предположим теперь, что последовательность α, которую тре​буется проанализировать, представлена текстовым файлом input, к которому имеется только последовательный доступ, и пусть ос​новные символы — это литеры. Мы хотим построить алгоритм, в котором анализ предложений ведется без возвратов и не требyется буферизация (так сказать опережение) взамен возврата. Короче говоря, алгоритм должен быть таким, чтобы каждое решение (пред​ставленное разветвлением путей в графе) принималось в резуль​тате проверки только одного очередного символа.
Итак, мы описываем схему, следуя которой по заданному вы​ражению можно конструировать алгоритм анализа. Но правила конструирования применимы лишь тогда, когда выражение де​терминированное, т. е. если выражение не содержит составляющих вида
[image: image827.png]AlB u A*B,



 (4.118)
таких,что А и В начинаются с одинаковых символов. Любой сим​вол s, с которого начинается предложение из А, называется началь​ным символом предложения из А. Приведем несколько примеров регулярных выражений и их детерминированных эквивалентов (предполагая, что А и В не имеют общих начальных символов).
[image: image828.png]aAlaB=a{A|B)
{ad)*eB=. a(Aa)"B

{ad)*a|(@B)*a=a((Aa)*[(Ba)*)



 (4.119)
[image: image829.png]aAlaB=a{A|B)
{ad)*eB=. a(Aa)"B

{ad)*a|(@B)*a=a((Aa)*[(Ba)*)




Далее мы приводим правила конструирования, в которых[image: image830.png]


 обозначает схему программы, соответствующую регулярному вы​ражению X.-Предполагается, что переменная ch всегда содержит очередной сканируемый символ, а процедура test(x) осуществляет проверку равенства ch—x.
Правила конструирования
[image: image831.png]. Pla) =test(a); read(ch)
P(AB) —P(A); P(B)
. P (aA|B)=ifch=a then
begin read (ch); P (A)end
else 7 (B)
. P((aA)y*)=while ch—a do
begin read (ch); P (A)end



 (4.120)
Чтобы получить полную программy, соответствующую выражению А, за которым следует признак конца (например, точка), схему [image: image832.png]


 нужно поместить в «рамку»:
[image: image833.png]var ch:char;
begin read(ch); P (4); {ch=""}
end.



 (4.121)
Приведем примеры программ анализа, полученные с помощью рассмотренных правил конструирования по заданным детермини​рованным регулярным выражениям.
[image: image834.png]1. P(ab*o)=
test (a); read (ch);
while ch="5 do read (ch);
test (c); read (ch)
2. Pladld)g=
test (a); read (ch);
while ch=1b do
begin read (th);
if ch=c then read (ch) else
begin test (d); read(ch)
end
end;
~ test (e); read (chy
3. P ((ab*O)*d)=
while ch=a do
begin read (ch);
while ch =b do read (ch);
test (¢); read (ch)
end;
test (dy; read (ch)



 (4.122)
Процедура test(x) была предназначена для проверки равенства ch=x. Если отношение равенства не выполняется, то последова​тельность сканируемых литер не является предложением языка, определенного соответствующим регулярным выражением, и про​цесс анализа можно прекратить. Это можно сделать, например, с помощью инструкции перехода
[image: image835.png]goto L



 (4.123)
где L — метка инструкции, к которой осуществляется переход. Перед любой инструкцией в программе может стоять метка и двое​точие. Инструкцией goto следует пользоваться в «особых» и «не​стандартных» случаях, когда необходимо нарушить естественную структуру алгоритма (например, если обнаруживаются входные данные, не удовлетворяющие заданным спецификациям). Не ре​комендуется пользоваться переходами при программировании ре​гулярных итеративных процессов и условно выполняемых инструк​ций, так как с введением явных переходов структура текста программы уже более не отражает структуры выполняемых по этой программе вычислений. Более того, отсутствие соответствия между структурой текста и структурой вычислений чрезвычайно затруд​няет понимание программы и существенно усложняет задачу ве​рификации.
Алгоритмы анализа текстовых цепочек служат основой для программ обработки структурных текстов (например, для компиля​торов, которые осуществляют трансляцию или интерпретацию про​грамм). По существу, при конструировании таких программ до​статочно включить дополнительные инструкции в программы, выполняющие синтаксический анализ. Эти дополнительные ин​струкции порождают новый текст из исходного анализируемого текста. С их добавлением простой процесс анализа (дающий в ка​честве результата логическое значение) становится процессом транс​ляции, для которого, вообще говоря, нельзя считать удовлетвори​тельным заурядный переход в конец программы в случае, когда встречается неправильный исходный текст. Тем не менее алгоритм, играющий роль «скелета», который затем обрастает процедурами трансляции, значительно повышает надежность получаемого транс​лятора, поскольку последний конструируется с помощью стан​дартной методики согласно заданному набору правил.
4.10. Пошаговая разработка программ
Примеры в предыдущих главах убедительно показывают, что программирование, понимаемое как проектирование и форму​лирование алгоритмов, как правило, процесс сложный, требующий учета многочисленных деталей и владения специальной техникой. Очевидно также, что только в исключительных случаях будет су​ществовать единственное во всех отношениях удовлетворительное решение. Обычно решений так много, что выбор оптимальной про​граммы требует не только тщательного анализа существующих алгоритмов и вычислительных машин, но также и наиболее частых случаев использования программы Если бы программирование было строго детерминированным процессом, подчиняющимся фик​сированному набору правил, то оно давно было бы автоматизи​ровано.
Как и в любом инженерном деле, конструирование изделия, в данном случае алгоритма, требует осмысливания, исследований и принятия решений. На ранних стадиях внимание обращено глав​ным образом на глобальные проблемы, и в первом эскизном проекте упускаются из виду многие детали. По мере продвижения про​цесса проектирования задача разбивается на подзадачи, и посте​пенно все большее внимание уделяется подробному описанию про​блемы и характеристикам имеющихся инструментов В програм​мировании благодаря абстрактной природе получаемого изделия появляются совершенно неожиданные возможности. В отличие от других областей инженерной деятельности в программировании изделия можно конструировать (и испытывать) без материальных затрат; они свободны от побочных физических эффектов, связанных со старением и применением материалов низкого качества. Поэтому программисты могут и должны разрабатывать много версий алго​ритмов и тщательно сравнивать и анализировать их, прежде чем сделать окончательный выбор
Вероятно, наиболее общая тактика программирования состоит в разложении процесса на отдельные действия, а соответствующих программ на отдельные инструкции. На каждом таком шаге деком​позиции нужно удостовериться, что 
(a)  решения частных задач приводят к решению общей задачи,
(b)  выбранная   последовательность   индивидуальных   действий разумна и
(c)  выбранная декомпозиция позволяет получить инструкции, в каком-либо смысле более близкие к языку, на котором в конечном счете будет сформулирована программа.
Как раз последнее требование исключает возможность прямо​линейного продвижения от первоначальной постановки задачи к программе, которая должна получиться в конечном итоге. Всякий этап декомпозиции сопровождается формулированием частных про​грамм. В процессе этой работы может обнаружиться, что выбранная декомпозиция неудачна в том или ином смысле хотя бы потому, что подпрограммы неудобно выражать с помощью имеющихся средств. В этом случае один или несколько предыдущих шагов де​композиции  следует  пересмотреть  заново.
Если видеть в поэтапной декомпозиции и одновременном раз​витии и детализации программы постепенное продвижение вглубь, то такой метод при решении задач можно характеризовать как нисходящий (сверху вниз). И наоборот, возможен такой подход к решению задачи, когда программист сначала изучает имеющуюся в его распоряжении вычислительную машину и/или язык програм​мирования, а затем собирает некоторые последовательности инст​рукций в элементарные процедуры или «кластеры действий», ти​пичные для решаемой задачи. Элементарные процедуры затем используются на следующем уровне иерархии процедур. Такой метод (из глубины примитивных машинных команд к задаче, лежа​щей «на поверхности») называется восходящим (снизу вверх). На практике разработку программы никогда не удается провести строго в одном направлении (сверху вниз или снизу вверх). Однако при конструировании новых алгоритмов нисходящий метод обычно доминирует. С другой стороны, при адаптации программы к не​сколько измененным требованиям предпочтение зачастую отдается восходящему методу.
Оба метода позволяют разрабатывать программы, которым присуща структура,— свойство, отличающее их от аморфных линейных последовательностей инструкций или команд машины. И чрезвычайно важно, чтобы используемый язык в полной мере отражал эту структуру. Только тогда окончательный вид получен​ной программы позволит применить систематические методы вери​фикации и проследить историю ее развития. Но в бесструктурной записи, например в массе двоичных цифр в памяти машины, в про​грамме не хватает именно того, что позволяет человеку отделить полезную информацию от шума.
Если программа разбивается на подпрограммы, то для пред​ставления   результатов   и  аргументов  часто  приходится  вводить
новые переменные и таким образом устанавливать связь между подпрограммами. Такие переменные следует вводить и описывать на том этапе разработки, на котором они потребовались. Более того, детализация описания процесса может сопровождаться дета​лизацией описания структуры используемых переменных. Следовательно, в языке должны быть средства для отражения иерархи​ческой структуры данных. Из сказанного видно, какую важную рочь играет понятие процедуры, локальность объектов и структу​рирование данных в связи с пошаговой разработкой программы. Следующие четыре примера призваны проиллюстрировать при​веденные выше довольно абстрактные соображения. Ни один из примеров (за исключением, быть может, первого) нельзя отнести к типичным задачам обработки данных. Однако они очень хорошо подходят для применения и демонстрации метода пошаговой раз​работки программы, но не требуют конструирования чрезвычайно длинных и сложных программ. Тем не менее объем пояснений, которые потребовались для описания процесса разработки этих программ, служит серьезным напоминанием о том, что конструи​рование алгоритмов является далеко не простым делом.

4.10.1.  Решение системы линейных уравнений

Предположим, что нам нужно написать программу для вычис​ления неизвестных значений х1,....., хп при решении системы ли​нейных  уравнений
[image: image836.png]i=1....n




 (4.124)
если все аij и bi известны. Приведем пример системы линейных урав​нений при п=3.
[image: image837.png]Xy - 20x, - Daxy =4
3sx,+ X, dax
—=22x; + Bax, + 9=,
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 (4.125)
Из различных методов решения уравнений мы выберем получивший широкое распространение (еще до появления вычислительных ма​шин) метод Гаусса — метод последовательного исключения неиз​вестных. На первом шаге мы, используя (4.124) при i = 1, получаем выражение для x1.
[image: image838.png]”
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 (4.126)
Затем x1 подставляется в оставшиеся п—1 уравнений. В резуль​тате получается система п—1 уравнений с п—1 неизвестными х2, ..., хп. Этот процесс называется исключением неизвестного. Если   его повторить п—1 раз, то система сведется к одному уравнению с одним неизвестным, а такое уравнение решается совсем просто. Чтобы получить программу, точно отражающую этот процесс, мы в общем виде сформулируем k-й шаг исключения неизвестного. На k-м шаге мы имеем дело с п—k+1 линейными уравнениями.
[image: image839.png]k), ey
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Новые   коэффициенты[image: image840.png]al+) g plEn



вычисляются так, чтобы полу-
чилась система п—k уравнений:
[image: image841.png]E+1, ..
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Эти коэффициенты получаются как линейная комбинация коэффи​циентов k-го и i-го уравнений (строк)
[image: image842.png]af' = o —(afp /aR)valf
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   (4.129)
для [image: image843.png]


 Теперь k-e уравнение вычитается из i-го и
затем умножается на величину, выбранную так, что для j=k и любого i
[image: image844.png]altr v = o) — (o) jaR)xaP = 0



 (4.130)
Это значит, что в новой системе все коэффициенты при хk равны нулю, и таким образом исключается xk. Заметим, кстати, что нет необходимости вычислять коэффициенты[image: image845.png]aigen,




После п—1 шагов система сведется к уравнению
[image: image846.png]o, el
ayex, = by
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из которого непосредственно вычисляется хп. Остальные неизвест​ные получаются подстановкой уже вычисленных неизвестных в полученные ранее уравнения. Например, для вычисления хп-1 достаточно подставить хп в
[image: image847.png]=1y
ANy g Y ey = b



 (4.132)
Этот процесс называется обратной подстановкой. Обратную под​становку на k-м шаге можно выразить следующей общей формулой
[image: image848.png]xp={ B —
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для произвольного i, такого, что [image: image849.png]


 (Позднее мы поясним,
почему обычно выбирается i=k.) Обратите внимание на последо​вательность, в которой выполняются обратные подстановки. Она
определяется тем, что для вычисления xk должны быть известны значения [image: image850.png]KXE 1y « v ey Xpo




Весь процесс решения демонстрируется на примере системы уравнений (4.125). Уравнения представляются своими коэффициен​тами, записанными в виде матрицы.
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При создании программы, соответствующей этому процессу, необходимо учитывать одно важное свойство описанного алгоритма. А именно:  когда   вычисляются коэффициенты[image: image852.png]L
gty g plErD



 то
нужны только коэффициенты а(h) и b(h)  при h=k и не нужны коэф​фициенты с h<k. Возникает вопрос, можно ли использовать лишь две переменные А и В для представления всех а(k) и b(k). Чтобы ответить на этот вопрос, необходимо исследовать, какие коэффи​циенты потребуются на последующих шагах обратной подстановки. Но мы уже видели, что можно воспользоваться любым из уравнений с индексом i=k, . .., п. Если для вычисления xk выбирается k-e уравнение (i=k), то доступны как раз те строки А и В, которые содержат   коэффициенты[image: image853.png])
by
a;)



для i=k+l, …., п. Таким образом, их можно  заменить   соответственно   на [image: image854.png]v+ ietL
agt o o,



 Из всего этого следует, что достаточно иметь по одному экземпляру переменных А и В, которые будут последовательно хранить коэф​фициенты [image: image855.png]


и [image: image856.png][ S



Объем памяти, необхо​димый для хранения этих коэффициентов, резко сокращается. Так, вместо
[image: image857.png]R L Ex )




ячеек для [image: image858.png]a, a'®




 и
[image: image859.png]=D+ ... +24+1=1 (14n)




ячеек для [image: image860.png]


расходуется только п2+n ячеек, отведенных
переменным А и В. Во многих случаях такое экономное использо​вание памяти оказывается решающим фактором при выборе метода. Именно поэтому применение метода исключения Гаусса экономи​чески оправдано на вычислительных машинах. (Заметим, что по аналогичным соображениям можно было бы ис​пользовать общую память для xj и bi и не вводить переменную X.)
Учитывая сказанное, мы введем следующие описания переменных:
[image: image861.png]var A: array [1..n, 1. n] of real
B, X: array [l.. n] of real



 (4.134) 
и сформулируем программу
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Вариант 2 получается в результате детализации инструкции „вычислить ... (4.129)", которую можно записать следующим об​разом:
[image: image863.png]Bapuant 2: for 1+ := k41 to n do
begin ,BLIUHCANTE (-]0 CTPORY a®+1) g pr+1)
B COOTBETCTBHH € (4.129)"
end



(4.136)
В этом месте следует обратить внимание на то, что при вычис​лении [image: image864.png]a1 (o R



по формуле (4.129) множитель [image: image865.png]'\ k)
(%)
alfjalk)



(соот​ветственно [image: image866.png]b falk)



 не зависит от параметра цикла i. Следуя ос​новному правилу, по которому нужно избегать повторного вы​числения неменяющихся частей выражений, мы вынесем из ин​струкции for операцию деления на[image: image867.png]ayi.



 Но возникает вопрос: где хранить результаты деления? Можно ли просто заменить[image: image868.png]ag u o



 соответственно на[image: image869.png]R
ap)fag



 и на[image: image870.png]B ap”?



Очевидно, нужно рассмот​реть, как повлияет эта замена на процесс обратной подстановки. Но мы знаем, что умножение всех коэффициентов на один и тот же множитель не изменяет значения неизвестных. Кроме того, при делении на [image: image871.png]Q!



значение самого[image: image872.png]Qg



становится равным 1, и, следо​вательно, в процессе обратной подстановки деление становится излишним. Поэтому предлагаемая замена не только допустима, но и желательна. Это приводит к третьему варианту программы для фазы исключения неизвестных.
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При детализации инструкции „вычислить ... (4.129)" следует учитывать, что A[k, j] имеет значение [image: image874.png]%
O



(на k-м шаге).
[image: image875.png]Bapuant 4: for { := £+1 o n do
begin for j := k+1 to n do Afi, f] =
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end
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Теперь тот же процесс постепенной детализации мы применяем к фазе обратной подстановки (4.135). Обратная подстановка реали​зуется как последовательность вычитаний по формуле (4.133). Заметим, что деление на [image: image876.png]


 уже было выполнено во время исклю​чения неизвестных.
[image: image877.png]Bapuanr 5: begin ¢ := B[#]}: N
for j kE+1 ton do ti=t—Alk, [X[JT;
X[k] := ¢

end



 (4.139)
Обратите внимание, что здесь существенно используется то свойство инструкции for, в соответствии с которым не выполняется никаких действий,   если  конечное  значение  меньше  начального значения параметра цикла.
Окончательный вид программы решения системы линейных урав​нений приводится в (4.140). Заметим, что теперь требуется п шагов исключения неизвестных (вместо п—1 шагов), так как на n-м шаге выполняется   деление[image: image878.png]b na ay.




{Решение   системы    п    линейных   уравнений   методом   исключе​ния неизвестных по Гауссу.}
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Особое внимание нужно уделить операции деления, поскольку алгоритм перестает работать, если делитель окажется равным нулю. Это тем более важно, если арифметические операции выпол​няются с конечной точностью, так как даже близкий к нулю де​литель может привести к ошибке или в лучшем случае к совершенно обескураживающим результатам. То, что перестановка строк (урав​нений) и столбцов A и В не влияет на значения неизвестных, по​зволяет нам в такой последовательности производить исключение неизвестных, чтобы вообще избежать деления на нуль или близкое к нулю значение. Делители называются осевыми элементами. В качестве осевого элемента мы можем выбрать компоненту a(k)ij с наибольшим абсолютным значением. Очевидно, алгоритм при этом усложняется, но без поиска осевого элемента невозможно, как правило, обойтись, если мы хотим иметь удовлетворительную точность и надежность вычислений. Если на некотором шаге ис​ключения не удается найти отличный от нуля осевой элемент, то такая система уравнений называется сингулярной, т. е. она имеет не единственное решение. Если же нет делителя, который сущест​венно отличается от нуля, то такая система называется плохо обус​ловленной.
Краткий анализ алгоритма показывает, что в самом внутреннем цикле операции
[image: image880.png]Ali, j1:= Ali, jl—Ali, k1= Alk, ]



 (4.141) 
выполняются
[image: image881.png](A—1P+ (=2 .. 24 12 = (2n°—3n2 + 1)



 (4.142)
раз.  Количество вычислений растет как третья степень числа п.
4.10.2.   Нахождение минимального числа,   равного двум суммам двух различных пар натуральных чисел, возведенных в третью степень
На этом примере демонстрируется метод пошаговой детализа​ции программы, описывающей процесс перебора, критерии которого последовательно уточняются. Задача состоит в том, чтобы найти наименьшее число х, такое, что
[image: image882.png]r=aS+ 03 =ct+d*
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где а, b, с, d — натуральные числа, причем[image: image883.png]as=c ¥ a%d.




Если не привлекать глубокие сведения из теории чисел, то, по-видимому, разумно искать решение, просматривая возможных кандидатов в x (в порядке их возрастания), и прекратить процесс, как только встретятся подряд два равных кандидата. Кандидатами считаются всевозможные суммы двух натуральных чисел, возве​денных в третью степень. Первый вариант такой программы можно записать следующим образом:
[image: image884.png]Bapuanr 1. x 1= 2; {2=13413}
repeat min 1= x;
X 1= LCACAVIOWHME MO NOPSAKY KaHIMAAT
min

until
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Задача тем самым сводится к детализации инструкции, опреде​ляющей поиск очередного кандидата. Чтобы найти ключ к орга​низации такого поиска, рекомендуем вычислить «вручную» не​сколько первых членов этой последовательности. Для иллюстра​ции этого метода здесь приводятся суммы квадратов, а не кубов. Втабл.  (4.145) суммы не упорядочены и расположены так,  что [image: image885.png]


[image: image886.png]
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Из таблицы видно, что
[image: image887.png]50=124-72=54-5¢
65— 124842475
85=214-92=62--73




и число 50 является искомым наименьшим числом. Главная задача теперь — найти метод, который позволит получать кандидатов в порядке возрастания их величин, т. е. в виде такой последователь​ности
[image: image888.png]2, 5, 8, 10, 13, 17, ..., 45, 50, 50




Следующие отношения существенно влияют на дальнейшую детали​зацию программы.
[image: image889.png]1. 8>S, ans moboro i ¥ MoGHX [>>R.
2. 845>>Sy; A5 Mo60ro j U MOGHIX =K.
3. 8;5=Sji, T. €. IOCTATOUHO PACCMATPHBATL S;; TONBKO AAA f<i.




Из утверждения 1 следует, что нет необходимости постоянно хра​нить в памяти всю строку кандидатов. Достаточно продвигаться по каждой строке слева направо и помнить только последнего сгенерированного кандидата. Следовательно, таблицу можно пред​ставить переменной:
[image: image890.png]var § : array [1. .71 of integer
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Чтобы упростить вычисление следующего кандидата в строке, не​обходима еще одна переменная
[image: image891.png]var j : array [1..?] of inleger
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Значением k-го элемента переменной j будет индекс последнего сге​нерированного кандидата k-й строки таблицы, т. е.
[image: image892.png]Slel=ks+jlkl



 (4.148)
Если вместо самого кандидата х использовать индекс i последнего рассмотренного кандидата и ввести функцию p(k)=k3, то второй вариант программы можно записать следующим образом:
[image: image893.png]Bapnanr 2: i : ;
for £ := 1 to ? do
begm jIk) =1 S[k] 1= pl)+1
end;
repeat min := S[il;
1: ,j[i] yseauuuts Ha ! u B S[i] nogcra-
BITh CJENYIOIIEr0 KaHLNAATa B CTPOKe [“
2: ,0uUpeesHTh HOBOE 3HAUEHWE i KaK MH-
JEKC CTPOKH C HaHMEHBIIUM KaHARAATOM®
until S{if=min
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Этот вариант программы нельзя считать окончательным, по-скольку в нем не определено количество компонент S[k], которым присваиваются начальные значения k3+13, и, кроме того, в ин​струкции 2 неявно подразумевается поиск среди бесконечного числа кандидатов. Однако, учитывая утверждение 2, поиск (и установку начального значения) можно ограничить компонентами S[k], для которых k≤ih, где ih определяется как наименьший индекс, такой, что j[ih] = 1 (если j[k]>1 для любого k<ih). Эти соображения при​водят нас к следующему варианту программы:
[image: image894.png]Bapmant 3: i 1=

repeat min 1= S[i]
1:if j[i]=1 then ,yBenuunts it Ha | u
YCTAHOBHTb HauaibHOe sHauenne S [ih]*
2: ,ypenwunth jli] ma 1 n noacTasnts B
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until S[i}j=min
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При дальнейшей детализации трех помеченных инструкций следует иметь в виду, что генерирование кандидатов (в строке i) следует прекратить, как только j[i]=i. С одной стороны, это по​лезно, поскольку симметричность таблицы позволяет ограничить поиск кандидата левым нижним треугольником, а с другой стороны— просто необходилго, иначе будут генерироваться и распознаваться как равные пары значений a3+b3 и b3+а3. Так как индексы j [i] могут достигать предела (и тогда i-я строка исключается из рассмотрения), нам придется ввести нижнюю границу для индекса i, которую мы обозначим il. Выбор кандидатов таким образом ограничивается строками с индексами, лежащими между il и ih. Значение il  увеличивается на 1 всякий раз, когда строка исключается из рассмот​рения.
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Теперь необходима детализация инструкций 1—3. Если в ин​струкции 3 минимум ищется простым линейным просмотром Sil,... ..., Sih , то мы получаем следующую часть программы:
[image: image896.png]’ whlle k< lh do
. begin {S[i]=min(S[i].. S[kY} & := k+1;
if S[E]<S[i] then i := &k
end



 (4.152)
Столь же просто и прямолинейно можно провести детализацию инструкций 2 и 1.
[image: image897.png]2 jfi) s= U4 L SEY = p @+ GLID



 (4.153)
[image: image898.png]1: liaf i'[i]tl then
egin i ih4 15 jlik] i=1;
S[ih] = p([h)+1] '

end



 (4.154)
Полученную таким образом программу можно улучшить, если исключить повторное обращение к функции p(i) при вычислении сумм S[i]. Это усовершенствование легко реализовать, если каждое новое возведение в третью степень выполнять тогда и только тогда, когда увеличивается ih. Пусть значения третьих степеней имеют компоненты переменной
[image: image899.png]var p : array [1..?] of integer



 (4.155)
Тогда указатель функции p(i) заменяется на p[i]. В существующей программе придется только добавить к инструкции  1  (4.154) сле- дующее присваивание:
[image: image900.png]plitl := ihxih ih



 (4.156)
Итак, мы пришли к окончательной и полной версии программы (4.157).  Эта  программа  определяет искомое  наименьшее число
[image: image901.png]1729=10°493=120-- ]2




в результате проверки 61 кандидата. Последние значения переменных il и ih равны соответственно 10 и 12. Проверка [image: image902.png]


 выпол-
няется 107 раз.
[image: image903.png]i, il, ih, min, a, b, k; integer;
i» P, S: array [1.. IZE of infeger;
{o[k]="F, S[k —lp k]+p[flk]] o k==1...ih}

begin i := 1;
i lpm LS o 2 e Lp] =

var

Sfil; a 1= & b = j[i};
j[i]=¢ then if := i1 else
begin if ][1]—1 then

begin ik := 1h+1; plih] 1= ihsih=ih;
IR o= 1; 8[it] i= plik]+1

fm'—1m+lsm.—pm+pmn

i ; is
while k< i do

begin £ := k4-1;

if S[k]< S|i] then ¢ 1= &

en

until S[i]=rmin;

write (min, a, b, i, j[i], eol)
end,



 (4.157)
Если изменить выражение (4.156) и некоторые начальные ус​тановки переменной S, то эту же программу можно использовать для получения наименьшего числа, равного двум различным сум​мам пар чисел в четвертых степенях. Однако количество необхо​димых вычислений при этом резко возрастает. В результате полу​чается число
[image: image904.png]634318657 =1344+-133*=158++59*




после просмотра 11660 кандидатов.

4.10.3.  Получение первых и простых чисел

Как и в предыдущем разделе, программа получения первых п простых чисел должна просматривать множество натуральных чисел в порядке их возрастания и выбирать те из них, которые удовлетворяют определенному критерию. В данном случае условие завершения программы проще, и поэтому мы можем сразу предложить следующий вариант программы:
[image: image905.png]Bapwant 1: var i, x: infeger;

begin x 1;
for i :=1+to n do
begin x := ,cledylmee MpocToe  YHCAG";
write (x)

end
end.



(4.158)
В этом варианте только одна инструкция х := „следующее простое число" требует дальнейшей детализации. И только в этой инструкции упоминается существо задачи: получение простых (а не каких-либо других) чисел. Если ввести логическую переменную prim,  то  эту  инструкцию можно  выразить следующим образом:
[image: image906.png]Bapuant 2: repeat x
prim
until prim

x+1
= X — NIPOCTOE YHCAO"



 (4.159)
Учитывая, что все простые числа (кроме 2) нечетные, мы можем сразу уменьшить затраты на вычисления вдвое, если будем х уве​личивать с шагом 2. Само число 2 будем рассматривать, как особый случай.   Теперь  мы должны заняться детализацией  инструкции
[image: image907.png]— TPOCTOE YHEIO™




Поэтому нам придется вспомнить определение простого числа. Число х называется простым тогда и только тогда, когда оно де​лится без остатка на 1 и на само себя, т. е. деление его на 2, 3, ..., х—1 всегда дает ненулевой остаток. Эта последовательная проверка требует еще одного итеративного процесса, и в результате полу​чается структура вложенных циклов:
[image: image908.png]Bapuaur 3: repeat x := x+42; &
. repeat {x He JleJHTCS ra 2,3...k}
= k+5L prim 1= .x He Aesutcs Ha R
until "I prim N (k2= lim)
until prim



(4.160)
Вкачестве ограничения для k, очевидно, можно взять lim=k—1, Но выгоднее использовать [image: image909.png]lim=V x.



       Действительно, если х делится
на некоторое[image: image910.png]) x,



то х можно представить в виде[image: image911.png]


 и,
следовательно, х также делится на j, причем[image: image912.png]<Vx




Для дальнейшей разработки алгоритма и повышения его эф​фективности большое значение имеет тот факт, что можно удовле​твориться проверкой делимости х только на простые числа. В самом  деле, если число х делится на непростое число k, то оно также де​лится на простые множители числа k. Поэтому имеет смысл все найденные простые числа сохранять в таблице р, где pk есть k-e
простое число. Принимая во внимание только что высказанные соображения,  получим
[image: image913.png]Bapuanr 4: repeat x x+2; 2; prim :
while prim A (k< lim) do
begin prim = ,x He ReJMTCA Ha p[R]
+1

end
until prim;
pli x




 (4.161)
Теперь мы должны определить значение lim как индекс наиболь​шего простого числа, которое участвует в проверке делимости х, т. е. так, что
[image: image914.png]pliiml=>Vx n pllim—11<)"x



 (4.162)
До сих пор мы полагали, что значения[image: image915.png]Pie -

< Prim



уже известны,
т. е. уже вычислены. Но это верно только в том случае, если прове​ряемое число х всегда меньше чем[image: image916.png]P



т. е. всегда выполняется неравенство
[image: image917.png]plil<pli—112



 (4.163)
B теории чисел доказано, что это отношение справедливо для всех простых чисел. Заметим, что при каждом увеличении х значение lim должно определяться заново и увеличиваться всякий раз, когда 
p2lim≤x. При этом к lim достаточно прибавить 1, посколь​ку по сравнению с предыдущей проверкой значение х увеличивается только на 2, тогда как [image: image918.png]2

Pl =>pii



для любого i. Эти соображения
приводят к варианту 5, представляющему полную программу, вкоторой учтены все отмеченные ранее факты.
[image: image919.png]Bapuart 5: type index=1.n;
var x: integer;
i, k, lim: index; prim: Boolean;
p: array [index] of infeger; {p[i]=i-e mpoctoe
unco}
begm p [l] = 2; write(2); x 1= 1; lim 1= 1;
for i 1= 2 to n do
begin
repeat ¥ 1= x-2;
it sqripllim]) <x then lim := lim+1;
k1= 2y prim 1= true; {15.41)
while prim A (k < lim) do
begin prim 1= ,x He geaurcs Ha p R}
t= k1
end
until priny
pld 2= x5 write(r)
end
end.




(4.164)
Теперь необходимо подвергнуть дальнейшей детализации ин​струкцию
[image: image920.png]prim := ,x ue nenurca Ha pl&l*




С помощью операторов, введенных ранее, эту инструкцию можно записать одним из следующих способов:
[image: image921.png]{x mod p{&])==0




 (4.165.1) 
или
[image: image922.png]prim := {(x div pl&l) = plkl£k



 (4.165.2)
На этом можно было бы и закончить конструирование программы нахождения простых чисел. Допустим, однако, что мы хотим написать программу, в которой не используется явный опера​тор деления. В этом случае мы вынуждены продолжить процесс детализации. Очевидно, деление можно заменить последователь​ностью вычитаний и написать еще одну циклическую инструк​цию:
[image: image923.png]repeat‘r 1= r—plel until r<0;
prim :=r<0



 (4.166)
Но эта инструкция будет выполняться весьма часто, и, следова​тельно, процесс повторных вычитаний окажется довольно дорого​стоящим. По-видимому, целесообразно поискать более экономное решение. Одно из приемлемых и в то же время простых решений требует организации таблицы не только для простых чисел р1,} ... ..., рlim, но и для их произведений [image: image924.png]Vi=mspy,



таких, что
[image: image925.png]xLVIkl<<x+-plk]l ana k=2, ..., lim




 (4.167)
В этом случае делимость х на рk можно проверить простым срав​нением х с Vk. Принимая во внимание частое использование зна​чения [image: image926.png]


 мы введем вспомогательную переменную, которую на​зовем square:
[image: image927.png]square=pllim)®



 (4.168)
В итоге получится следующий окончательный вариант програм​мы:
[image: image928.png]Bapuanr 6: type index=
var x, square: integer;
i, k, lim: index; prim: Boolean;
p: array [index] of integer;
V: array |1..) af of mteg :

begin p[1] : = 2; write (2); x =1
square 4;
for i := 2 to n do
begin

repeat x 1= x-42;
if square<Cx then
begin V{lim] := square;
lim i="li H

m+1;
square 1= sqr (p[lim])
end;
k1= 2, prim 1= lrue;
while prim A (k< lim} do
begin if V[/z]\x then
L V]E] = V[[k]])—!—p[k],

prim == (x#:
= k+1
end
antil prim;
Pl = x write(x)

end
end.



(4.169)
Этот пример ясно показывает, что программисту, который вы​нужден пользоваться более простым инструментом (например, машиной без встроенной операции деления), приходится искать и в конце концов находить решение более высокого качества. И нет ничего удивительного в том, что наличие очень мощных вычисли​тельных машин с большой памятью расхолаживает программистов и ни в коей мере не стимулирует разработку более совершенного и экономичного варианта алгоритма.
Ниже мы приводим таблицу, показывающую частоту выполне​ния четырех разных инструкций программы (4.169) в зависимости от п — количества искомых простых чисел.
[image: image929.png]n= 10 20 50 500 1000
w2 14 114 611 1785 3950
- 1 3 6 11 17 ®
(x # V [k])) 13 268 2340 9099 25133
V ikl (£] 8 156 1151 3848 9287




 (4.170)
4.10.4. Эвристический алгоритм
Программа, рассматриваемая в этом разделе, является простым и типичным примером класса алгоритмов, в которых поиск решения ведется не прямо, а эвристически, т. е. путем проб и ошибок. Эв​ристический метод состоит в том, что по заданному правилу шаг за шагом генерируются возможные решения (кандидаты), каждое из которых затем подвергается проверке на соответствие критериям, характеризующим решение. Если предполагаемое решение оказы​вается неприемлемым, то генерируется другой кандидат; причем в этом случае возможно несколько предыдущих шагов придется аннулировать. Мы будем конструировать алгоритм для решения такой  задачи:
Построить последовательность из N литер в алфавите, состоя​щем из трех элементов (например, 1, 2, 3), такую, что никакие две соседние подпоследовательности не совпадают друг с дру​гом.
Например, последовательность длины N=5 с литерами «12321» приемлема, но последовательности «12323» и «12123» неприем​лемы.
В задачах такого рода разумно строить последовательность из N литер постепенно, начиная с пустой последовательности и уд​линяя ее на одну литеру на каждом шаге. Нет смысла продолжать последовательность, которая не удовлетворяет критерию. По этой причине на каждом шаге необходимо проверять последовательность и добавлять к ней новую литеру только тогда, когда удовлетво​ряется критерий; в противном случае последовательность необхо​димо изменить. В первом варианте программы мы введем две пере​менные, указывающие длину и качество построенной к данному моменту последовательности. Первая переменная типа integer обо​значается как т. Вторую можно определить либо как переменную, принимающую два значения: good (хорошая) и bad (плохая), либо как переменную типа Boolean и дать ей соответствующее имя. Вот эти две возможности:
[image: image930.png]var g : (good, bad)




и
[image: image931.png]var good : Boolean




Мы выберем вторую возможность и будем считать, что
good=true : последовательность  удовлетворяет   критерию
 good = false: последовательность не удовлетворяет критерию.
Теперь сформулируем первый вариант программы.
Bариант 1:[image: image932.png]var m:0..N; good: Boolean; S:Sequence;
begin m := 0; good :== true; {nycTan mocie-
MOBATENBHOCTL CYHTAETCA XopoLuled}
repeat if good then ,mpojonxute nocnie-
AOBATEALHOCTE S“
else ,}3MEHUTD TOCIEA0BA
TeNbHOCTh S
good := ,S—Xxopowias  mocnefoBa-
TeJIbHOCTB"
until good A (m= N);
print (S)
end.




( 4.171)
Операция изменить означает замену или удаление некоторых компонент, но не увеличение длины последовательности. Чтобы гарантировать окончание процесса, необходимо так вносить изме​нения, чтобы никакая последовательность, однажды отмеченная как плохая, не генерировалась повторно. Это означает, что изме​нения должны подчиняться некоторому правилу и что среди воз​можных кандидатов существует некое упорядочение, которое соблюдается в процессе их генерации.
Выбор наименований для трех литер (1, 2, 3) уже подсказывает возможное упорядочение, а именно: если последовательность 
S  = s1s2s3 . ..   рассматривать   как  десятичную  дробь   со   значением [image: image933.png][&1==0 .5:8,8;. . .,



 то отношение   порядка  <  определяется  как
[image: image934.png]S8 = SIS



 (4.172)
Теперь алгоритмы изменения и продолжения последовательности по существу уже определены. При продолжении последователь​ности выбирается наименьший из возможных кандидатов, чтобы при последующих изменениях не был пропущен ни один из кан​дидатов. Если предположить, что [image: image935.png]Vw23,



 то при каждом продолжении последовательности должна добавляться  '1′.
Чтобы подробнее описать эти две операции, пользуясь инструк​циями нашего языка программирования, необходимо более точно определить структуру переменной S. Поскольку компоненты этой переменной непрерывно проверяются и даже изменяются, то фай​ловую структуру приходится отвергнуть как неприемлемую. По​этому остановимся на таком описании:
[image: image936.png]var S : array (1. .N] of char



 (4.173)
При детализации операции изменить необходимо помнить, что компоненту S[m] нельзя слепо заменять следующим большим зна​чением. Если [image: image937.png]


то следующего большего значения (преем​ника) нет. Это как раз тот случай, когда последовательность нужно укоротить. Однако и предпоследняя компонента опять-таки может иметь значение[image: image938.png]


 Действие по укорачиванию последовательности и вообще отказ от предполагаемого решения называется возвратом (или отступлением)( backtracking ). Мы предлагаем читателю самому попытаться с помощью изложенного алгоритма генерировать кандидатов. Ниже перечислены первые десять кандидатов, причем те, которые прием​лемы как решения, помечены знаком +.
[image: image939.png]1
+12
~+121

1211

1212
1213
12131

121311
121312



 (4.174)
Если операции продолжения (extend), изменения (change) и проверки (check) оформить в виде процедур, то мы получим сле​дующую программу:
[image: image940.png]Bapuant 2: var S: array [1..N] of char;
m:0..N; good: Boolean;
procedure exiend;
begin m := m+1; S[m] := ‘1" end,;
procedure change;
begin if S{m]< '3 then S[m] :=
suce (S[m]) else
begin m := m—1; {yropotutp S}
if m >0 then
if ${m] < '3’ then S[m] :=
suce (S[m]) else
begin m := m—1; {nycras
TIOC/IeIOBATENBHOCTE }
if m > 0 then
S[m] t= succ(S{m])
end
end
end;
begin m := 0; good 1= frue;
repeat it good then extend else change;
check
until good A (m= N) \/ (m=0);
print (S)
end.



 (4.175)
В этой версии программы учитывается возможность получения после укорачивания S последовательности нулевой длины, поскольку в условие окончания цикла включается проверка т=0. Кроме того, заслуживает внимание то, что процедура change не может укоротить последовательность S более чем на 2 компоненты. Это обусловлено тем, что новые кандидаты всегда получаются добав​лением одной литеры к хорошей последовательности, в которой не могут стоять подряд две одинаковые литеры.
Прежде чем продолжить процесс детализации программы, рас​смотрим модификацию текущего варианта, которая будет слегка эффективнее. Прежде всего заметим, что операции extend, change и check всегда чередуются в соответствии со схемой (4.176).
[image: image941.png]B A

check extend change

(D




 (4.176)
Легко видеть, что путь А будет выбираться значительно чаще, чем путь В. В варианте 2' благодаря использованию вложенных инструкций несколько упрощается условие окончания цикла, в котором повторяется операция change.
[image: image942.png]Bapnrant 2”: repeat exfend; check;
while — good A (m > 0) do
begin change; check end
until (n=N)V (m=0)



 (4.177)
Эта модификация варианта 2 соответствует схеме (4.178), в которой последовательность выполнения операций та же самая, что и на схеме (4.176).
[image: image943.png]


(4.178)
Если посмотреть вариант 2 в целом, то прежде всего насторажи​вает сложность операции change и условий окончания циклов. Что касается первого, то change можно упростить, прибегнув к одному довольно известному «приему». Операция change сложна потому, что в ней учитывается ситуация, которая бывает чрезвы​чайно редко (и бывает ли вообще?), а именно когда S сводится к пyстой последовательности. В этом случае необходимо предотвра​тить присваивание несуществующему элементу S[0]. «Прием» за​ключается в том, что вводится дополнительный элемент S[0], которому, вообще говоря, можно присвоить значение. 
Тогда процедуру change можно написать проще.
[image: image944.png]procedure change;
begin while S[m]='3 do m 1= m—1;
Sim] 1= suce(S[ml)
end



 (4.179)
Однако если известно (скажем, из комбинаторного анализа), что искомая последовательность длины N заведомо существует, то (4.179) можно использовать и без дополнительного элемента S[0], а глав​ную программу можно еще более упростить:
[image: image945.png]repeat extend; check;
while —1 good do
begin change; check end
until m= N



 (4.180)
Теперь на нашем языке программирования программу можно сформулировать всю целиком, исключая операцию check [см. (4.170)], которая определялась как
good := «S — хорошая последовательность»
Примечателен тот факт, что вплоть до этого момента нам ни разу не потребовался критерий, характеризующий решение. (Единст​венное, что использовалось — это свойство, по которому решение нельзя полечить, продолжая неприемлемые последовательности.) Но это означает, что разрабатываемая программа все еще обладает значительной общностью.
В поставленной задаче процедура check должна определять, существуют ли в S совпадающие соседние последовательности. Дли​на сравниваемых подпоследовательностей меняется от 1 до т/2. Так как для сравнения двух последовательностей длины L необходимо сравнить L отдельных литер, суммарное количество элементарных сравнений не превышает
[image: image946.png]Nm=(@m—Dsl4+m—3)22-+...+3%m2— 1)+ 1+ (m/2)=
=%(m3+3*m2+2»‘/«m)



(4.181)
для четного т и
[image: image947.png]N(m)= (m—1)% [ +(m—3)x2+4.. +4n»( )-{-2*(
:ﬂ(m‘+3*/n-—m—3)



(4.182)
для нечетного т. Для больших т число N(m), очевидно, растет как третья степень т, и поэтому ставится под сомнение полезность такой программы. Однако при ближайшем рассмотрении оказы​вается, что ее эффективность можно значительно повысить. Каж​дый новый кандидат S получается добавлением одного элемента к последовательности, о которой известно, что она хорошая. Следова​тельно, достаточно сравнивать только те соседние подпоследователь​ности, в которые входит последняя добавленная литера, т. е. все пары
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 (4.183)
для L=l, . .., т/2. Максимальное число элементарных сравнений при этом уменьшается до
[image: image949.png]N(m)=l+2+...+%=é.(m’+2m)



 (4.184)
Учитывая эти соображения, процедуру check можно записать в следующем виде:
[image: image950.png]procedure check;
var L: integer;

begin good true;
for L 1 to (m div 2) do
good = good A\ ((Sw-sz41 -

end

Sy FESppet oo



(4.185)
Программа станет эффективнее, если учесть, что сравнения можно прекратить, как только обнаружились две равные подпосле​довательности. 
В улучшенном варианте процедуры (4.186) число повторений заранее не известно, поэтому инструкция for заменяется на while.
[image: image951.png]procedure check;
var L, mhalf : integer;
begin good := frue; L := 0; mhalf := m div 2;
while good A (L < mhall) do
begin L := L41;
g00d = (Sposzes -+~ Sw-i) #(Sars1 ++ Su)
end
end



 (4.186)
Так как сравниваемые подпоследовательности содержат по крайней мере по одной литере, мы можем воспользоваться инструк​цией repeat и сравнение последовательностей литер представить в виде последовательности сравнений литер. В окончательном ва​рианте процедуры check (4.187) все операции сформулированы в терминах принятого нами языка программирования.
[image: image952.png]procedure check;
var ¢, L, mhalf: integer;
begin good := frue, L := 0; mhalf 1= m div 2;
while good A (L < mhalf) do
begin L := L+41; 1 1= 0O
repeat goad = S[m—t]q&S[m L—ilyit=1i+41
until —1 good V (t=1L)
end
end



(4.187)
Теперь поставленная задача решена полностью, как это показано в
 (4.175), (4.179),  (4.180) и (4.187).                                               
В заключение мы еще раз прибегнем к задаче получения непо- вторяющихся подпоследовательностей, чтобы проиллюстрировать ситуацию, с которой довольно часто приходится встречаться на практике, когда первоначальная задача либо расширяется, либо слегка модифицируется. При этом существующая программа адап​тируется, чтобы учесть новые изменившиеся условия
В нашем случае расширенную задачу можно сформулировать хотя бы так:
Вместо одной произвольной последовательности длины N найти
все  последовательности  длины  N,   не  содержащие  одинаковых
соседних подпоследовательностей.
К счастью, составленная нами программа имеет такую структуру, что многие ее отдельные части можно не менять. Обычно, чем четче и рациональнее структуризована программа, тем легче адаптиро​вать ее для решения несколько измененных задач, поскольку проще выделить компоненты, которые нужно подвергнуть модификации. Мы с выгодой употребляем не только четкую декомпозицию программы, но и систематический способ генерации кандидатов. Сле​дующие соображения позволяют сразу же получить ответ на по​ставленную задачу [см.  (4.175)].
1.   Если т достигает значения N, то S рассматривается как один из результатов и печатается. После чего необходимо изменить  (но  не продолжить)  последовательность.
2.  Условие завершения алгоритма можно упростить, поскольку отношение m=N теперь излишне, и можно обойтись только проверкой условия т=0.
Мы рекомендуем читателю самому убедиться в том, что предложенный алгоритм генерирует только приемлемые последовательности, а также в том, что он генерирует все возмож​ные решения В табл (4.188) перечислены генерируемые кандидаты для случая N=3; решения помечены знаком +.
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 (4.188)
Из этой таблицы видно, что среди 12 решений есть несколько по​добных друг другу в том смысле, что одно из другого можно полу​чить циклической перестановкой основных литер.
[image: image954.png]


 (4.189)
В действительности есть только два существенно разных реше​ния- «123» и «121». В программе, которая генерирует одного пред​ставителя из каждой группы, включающей шесть подобных реше​ний, процесс генерации должен прекращаться, как только пред​принимается попытка изменить S[2]. (Поэтому, разумеется, нет никакой необходимости в дополнительной фиктивной компоненте S[0] )   Итак,   мы получаем окончательное решение более общей задачи в виде полной программы.
[image: image955.png]var S: array [1..N] of char;
m: integer: good: Boolean;
procedure extend,;
begin m :
procedure change;
begin {cM. (15.56)} end;
procedure check;
begin {cu. (15.64)} end;
procedure print;
var [: integer;
begin for i :
write(eol)

end;
begin m := 2; S{1] := "I"; S[2] : 3 good 1= true;
repeat if good then
if m=N then begin print; change end
else extend
else change;
check
until m=2
end.

m-1; S[m] :="1" end;

I to N do write(S[i]);



 (4.190)
В табл. (4.191) приводятся сведения о количестве решений К в зависимости от длины последовательности N. [image: image956.png]N KW
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 (4.191)
Учитывается тот факт,  что существенно различных решений в 6 раз меньше.
5. Стандартные формы представления алгоритмов

5.1. Нормальные алгоритмы Маркова

Система   допустимых подстановок в некотором алфавите, снабженная точным предписанием  о порядке и способе их использования, позволяет осуществить де​терминированный процесс, который последовательно преобразует некоторое слово в новые слова, эквивалентные исходному. Говорят, что задан алгоритм в алфавите А, который   применим к слову L и перерабатывает его в слово М, если, отправляясь от L и действуя согласно предписанию, в конце концов получают М, на котором процесс обрывается. Множество слов, к которым применим данный алгоритм, называют его областью применимости. Два алгоритма в некотором алфавите называются эквивалентными, если области их  применимости совпадают и результаты переработки   ими любого ; слова из общей области применимости также совпадают.       Важный  шаг  на  пути   уточнения   понятия   алгоритма сделан А. А. Марковым, который дал стандартные раз   и навсегда опре​деленные указания о порядке использования подстановок. Опре​деление нормального алгоритма Маркова сводится к следующему. Задается  алфавит А  и фиксируется  в определенном порядье система ориентированных подстановок. Исходя из произвольного слова R в алфавите А, просматриваются подстановки в том порядке, в каком они заданы. Первая встретившаяся подстановка с левей частью, входящей в R, используется для преобразования R, в кото​рое вместо первого вхождения ее левой части   подставляется ее правая часть, в результате чего получаем  новое слово Rt. Далее процесс повторяется, исходя из слова R1, R2 и т. д. до тех пор, пока этот процесс не останавливается. Признаками остановки процесса служат два случая: во-первых, когда получается такое слово Rп, что ни одна из левых частей допустимых подстановок в него не вхо​дят, и во-вторых, когда при получении Rп приходится применять последнюю подстановку.
Пусть, например, задан алфавит А = (1, +} и система подста​новок: [image: image957.png]


 ([image: image958.png]


 — пустое слово). Слово 111 + 11 + + 1111 + 1 этот алгоритм перерабатывает так:
[image: image959.png]11+ 10+ 111+ 1
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Процесс оканчивается применением заключительной подста​новки, которая перерабатывает слово само в себя. Как видим, алго​ритм суммирует количество единиц, т.е. осуществляет операцию сло​жения. Эквивалентный ему алгоритм можно задать с помощью системы подстановок: 1+→ + 1;+1→1;1→1.                                                                              В соответствии со смелой гипотезой, основанной на накоплен​ном опыте, предполагается, что любой алгоритм может быть пред​ставлен в виде нормального алгоритма Маркова. Иначе говоря, нормальный алгоритм Маркова принимается в качестве стандарт​ной формы любого алгоритма.
5.1.1. Определение нормального алгоритма и его выполнение

В середине ХХ века русский математик А.А. Марков ввел понятие нормального алгоритма (алгорифма) с целью уточнения понятия "алгоритм", что позволяет решать задачи по определению алгоритмически неразрешимых проблем. Позже это понятие получило название нормального алгоритма Маркова (НАМ). Язык НАМ, с одной стороны, намеренно беден, что необходимо для цели введения понятия "алгоритм". Однако, с другой стороны, идеи НАМ положены в основу большой группы языков программирования, получивших название языки логического программирования.

Для определения НАМ вводится произвольный алфавит - конечное непустое множество символов, при помощи которых описывается алгоритм и данные. В алфавит также включается пустой символ, который мы будем обозначать греческой буквой [image: image960.png]


. Под словом понимается любая последовательность непустых символов алфавита либо пустой символ, который обозначает пустое слово.

Всякий НАМ определяется конечным упорядоченным множеством пар слов алфавита, называемых подстановками . В паре слов подстановки левое (первое) слово непустое, а правое (второе) слово может быть пустым символом. Для наглядности левое и правое слово разделяются стрелкой. Например,

1. [image: image961.png]ab — bd




2. [image: image962.png]db = ba




3. [image: image963.png]bba — abb




4. [image: image964.png]



В качестве данных алгоритма берется любая непустая строка символов. Работа НАМ состоит из последовательности совершенно однотипных шагов. Шаг работы алгоритма может быть описан следующим образом:

1. В упорядоченной последовательности подстановок ищем самую первую подстановку, левое слово которой входит в строку данных.

2. В строке данных ищем самое первое (левое) вхождение левого слова найденной подстановки.

3. Это вхождение в строке данных заменяем на правое слово найденной подстановки (преобразование данных).

Шаг работы алгоритма повторяется до тех пор, пока

· либо не возникнет ситуация, когда шаг не сможет быть выполнен из-за того, что ни одна подстановка не подходит ( левое слово любой подстановки уже не входит в строку данных ) - правило остановки ;

· либо не будет установлено, что процесс подстановок не может остановиться.

В первом случае строка данных, получившаяся при остановке алгоритма, является выходной (результатом) и алгоритм применим к входным данным, а во втором случае алгоритм не применим к входным данным.

Так, определенный выше в примере нормальный алгоритм Маркова преобразует слово [image: image965.png]cdbacab



в слово [image: image966.png]


следующим образом (над стрелкой преобразования мы пишем номер применяемой подстановки, а в преобразуемой строке подчеркиваем левое слово применяемой подстановки ):
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а при преобразовании слова abbc этот же алгоритм будет неограниченно работать, так как имеет место цикличное повторение данных:

[image: image968.png]



Таким образом, всякий нормальный алгоритм Маркова определяет функцию, которую мы назовем нормальной (или вычислимой по Маркову), которая может быть частичной и которая в области определения входному слову ставит в соответствие выходное слово.

Возможности нормальных алгоритмов и тезис Маркова

Прежде всего рассмотрим возможности реализации арифметических операций с помощью нормальных алгоритмов Маркова. Сначала обратим внимание на одно обстоятельство, связанное с работой любого НАМ: нужно либо вводить дополнительное правило остановки работы нормального алгоритма (иначе в примере увеличения числа на 1 алгоритм продолжит работу и снова будет увеличивать полученный результат еще на 1 и т.д. неограниченное число раз), либо перед началом работы нормального алгоритма добавлять к входной строке специальные символы, отличные от других символов строки, которые учитываются подстановками алгоритма в начале его работы и которые удаляются в конце работы алгоритма. Мы будем придерживаться второго способа, как и одна из наиболее успешных реализаций нормальных алгоритмов Маркова в виде языка программирования Рефал. В качестве добавляемого символа возьмем символ "@".

Пример 1. Рассмотрим простейшую операцию увеличения десятичного числа на 1. В этом случае почти всегда необходимо увеличить последнюю цифру на 1, а последняя цифра отличается тем, что после нее идет символ "@". Поэтому первыми подстановками должны быть подстановки типа
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Но если это цифра 9, то ее нужно заменить 0 и увеличение на 1 перенести в предыдущий разряд. Этому отвечает подстановка
[image: image970.png]a — Q.




Наконец, если число начинается с 9 и перед этой цифрой нужно поставить 1, то этому будет отвечать подстановка
[image: image971.png]Qa — 1,




а если это не так, то в конце работы алгоритма символы @ надо стереть, что выполнит подстановка
[image: image972.png]



Таким образом, мы получаем следующий НАМ увеличения десятичного числа на 1:
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Приведем работу построенного алгоритма для чисел 79 и 99:
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Аналогичным образом разрабатывается нормальный алгоритм Маркова для уменьшения числа на 1.

Пример 2. Прежде, чем перейти к другим арифметическим операциям, рассмотрим как довольно типичный пример, используемый часто в других алгоритмах, алгоритм копирования двоичного числа. В этом случае прежде всего исходное и скопированное числа разделим символом "*". В разрабатываемом алгоритме мы будем копировать разряды числа по очереди, начиная с младшего, но нужно решить 2 проблемы: как запоминать значение символа, который мы копируем, и как запоминать место копируемого символа. Для решения второй проблемы используем символ "!", которым мы будем определять еще не скопированный разряд числа, после которого и стоит этот символ. Для запоминания значения копируемого разряда мы будем образовывать для значения 0 символ "a", а для значения 1 - символ "b". Меняя путем подстановок эти символы "a" или "b" с последующими, мы будем передвигать разряды "a" или "b" в начало копируемого числа (после "*"), но для того, чтобы пока не происходило копирование следующего разряда справа, мы перед передвижением разряда временно символ "!" заменим на символ "?", а после передвижения сделаем обратную замену. После того как все число окажется скопированным в виде символов "a" и "b", мы заменим эти символы на 0 и 1 соответственно. В результате нормальный алгоритм копирования двоичного числа можно определить следующей последовательностью подстановок:
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Продемонстрируем работу алгоритма для числа 10:
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Для построения алгоритма сложения двух чисел можно использовать идею уменьшения одного числа на 1 с последующим увеличением другого числа на 1 и повторением этого до тех пор, пока уменьшаемое число не исчезнет после того, как станет равным 0. Но можно использовать и более сложную идею поразрядного сложения с переносом 1 в разряд слева. 

Приведенные примеры показывают также возможности аппарата нормальных алгоритмов Маркова по организации ветвления и цикличных процессов вычисления. Это показывает, что всякий алгоритм может быть нормализован т. е. задан нормальным алгоритмом Маркова. В этом и состоит тезис Маркова, который следует понимать как определение алгоритма.

Вместе с тем построение алгоритма в последнем приведенном примере подсказывает следующую методику разработки НАМ:

1. Произвести декомпозицию (разбиение на части) строящегося алгоритма. В примере это следующие части:

1. разделение исходного числа и копии;

2. копирование разряда;

3. повторение предыдущей части до полного копирования всех разрядов.

2. Решение проблем реализации каждой части. В примере это следующие проблемы:

1. запоминание копируемого разряда - разряд 1 запоминается как символ "a", а разряд 0 - как символ "b";

2. запоминание места копируемого разряда - пометка еще не скопированного символа дополнительным символом "!" с заменой его на символ "?" при передвижении копируемого разряда и обратной заменой после передвижения.

3. Если часть для реализации является сложной, то она также подвергается декомпозиции.

4. Сборка реализации в единый алгоритм.

5.1.2. Язык РЕФАЛ: простейшие конструкции Рефала-2

Развитие модели Маркова и обзор языка РЕФАЛ

В 60-х годах прошлого века русским информатиком В.Ф.Турчиным вместе с учениками в ИПМ АН СССР был разработан новый язык Рефал (REFAL - REcursive Functional Algorithmic Language), который является развитием модели нормальных алгоритмов Маркова в направлении структурирования элементов языка НАМ.

Модификациями языка НАМ, введенными в Рефал, явились следующие структуры:

1. Вместо произвольной строки данных рассматривается                    рефал-выражение - строка, сбалансированная по скобкам (символьным, структурным, составным и функциональным). Рефал-выражение в функциональных скобках, не содержащее других функциональных скобок, называется функциональным термом .

2. Вместо марковской подстановки вводится рефал-предложение, отличающееся тем, что в левой части находится рефал-выражение, быть может содержащее переменные, которые употребляются в правой части. При поиске подходящего рефал-предложения делается попытка интерпретации переменных, при которой получающийся в левой части рефал-предложения функциональный терм входит в выражение данных. В таком случае он заменяется в этом выражении на правую часть рефал-предложения с этой же интерпретацией переменных. Тем самым одно рефал-предложение может заменять много марковских подстановок.

3. Множество рефал-предложений также структурируется - объединяется в структуру рефал-функции. Функциональный терм как раз и представляет собой вызов рефал-функции с выражением аргументов (несколько аргументов функции при вызове рассматриваются как одно выражение). При таком вызове рефал-функции проверяется существование интерпретации переменных ее рефал-предложений в порядке их следования. Как правило, одно из рефал-предложений должно быть обязательно подходящим для выражения данных аргумента рефал-функции. Результатом выполнения рефал-функции может быть любое рефал-выражение. В частности, в результирующем выражении может быть функциональный терм - вызов другой или той же самой рефал-функции (рекурсивность). Вызовы рефал-функций могут быть вложены друг в друга, и при этом аргументами одних рефал-функций могут быть результаты выполнения вложенных рефал-функций.

4. Рефал-программа представляет собой некоторую последовательность директив языка, из которых наиболее важными являются директива, задающая последовательность вызовов рефал-функций, и директивы, задающие описания рефал-функций. Выполнение рефал-программы определяется вызовом рефал-функций.

Во второй половине XX века был разработан целый ряд версий Рефала, из которых основные: базовый Рефал, Рефал-2, Рефал-4, Рефал-5 и Рефал-6 (является модификацией версии Рефал-5). Все версии в качестве ядра содержат базовый Рефал, но если целью первых версий была направленность на разработку алгоритмов синтаксического анализа языков программирования, то последние версии Рефала не только работают под операционной системой Windows, но и имеют ряд современных конструкций, позволяющих вводить объектные конструкции в этот язык, легче разрабатывать реализацию сложных по логике вычислительных алгоритмов, взаимодействовать с современными языками создания дизайна интернет-приложений (такими, как Java), создавать HTML-редакторы. Идеи, положенные в язык Рефал, мы сначала дадим на базовом Рефале и версии Рефал-2, а затем опишем отличия версии Рефала - Рефала-5. Для более полного описания мы отсылаем интересующихся к специальной литературе и соответствующим многочисленным интернет-сайтам.

Перейдем теперь к последовательному описанию основных конструкций Рефала-2 (в дальнейшем просто Рефала), но прежде сделаем одно замечание: в синтаксисе Рефала везде, где отдельные синтаксические конструкции разделяются, может стоять сколько угодно пробелов.

Рефал-выражения

Любое данное Рефала представляет собой некоторую последовательность знаков. Однако некоторые знаки имеют специальное фиксированное значение в синтаксисе языка и представляют скобки, типы, разделители. К ним относятся:

1. Cимвольные скобки - апострофы. Любой знак, помещенный в апострофы, является символом. Например, 'A', 'B', 'C' - это 3 символа. Знак апостроф тоже может быть символом, но тогда для отличия его от окружающих апострофов он удваивается. Например, "" - это символ апостроф. Несколько подряд идущих символов могут объединяться в цепочку символов, и тогда апострофы можно писать в начале и в конце цепочки. Символы и цепочки являются выражениями. Например, цепочка из 4 символов 'A' 'B' " 'C' может быть записана как 'AB"C'.

2. Составные скобки - знак косой черты "/". Они используются для образования составных символов, которыми являются символы-метки, символы-числа и символы-ссылки.

Символом-меткой является любой идентификатор (последовательность букв, цифр и знака "-", начинающаяся с буквы), помещенный в составные скобки. Так например, /это-метка-/ и /aLpha/ - 2 символа-метки.

Символом-числом является любая последовательность цифр, помещенная в составные скобки. Например, /0/, /1024/ - 2 символа-числа.

Символом-ссылкой является последовательность знака "%" и 8 16-ричных цифр, помещенная в составные скобки. Например, /%12ef34ab/, /%ffffffff/ - 2 символа-ссылки.

Символами являются как символы знаков, так и составные символы (числа, метки, ссылки).

3. Структурные скобки - круглые скобки. Они используются для структуризации выражений, и в них должно находиться любое рефал-выражение, в том числе и пустое. Например, (('A/') 'С' ()) - выражение, которое в свою очередь содержит 3 выражения: цепочку 'A/', символ 'С' и пустое выражение.

Любое выражение в структурных скобках, не содержащее других структурных скобок, называется структурным термом.

4. Функциональные скобки - знак "k" для открывающей скобки и точка "." для закрывающей скобки. Например, k/Summa/ (x) y. В этом примере вызывается функция с идентификатором Summa и 2 аргументами-выражениями (x) и y.

Любое выражение в функциональных скобках, не содержащее других функциональных скобок, называется функциональным термом.

5. Знак равно "=" используется для разделения левой и правой частей рефал-предложения (аналог знака " [image: image977.png]


" в марковской подстановке).

6. Буквы S, W, V, E, s, w, v, e используются для указания типа в синтаксисе переменной рефал-выражения (см. раздел Переменные).

Рефал-выражение - это последовательность символов, переменных (см. следующий раздел) и скобок, сбалансированная по скобкам. Это означает, что внутри скобок какого-либо типа также должно стоять выражение, сбалансированное по скобкам или вовсе без скобок (пустое выражение). Например, выражение
(k/Summa/ (/123/) k/Func/ /Две-порции/..)

- сбалансировано по скобкам (внутри первых структурных скобок находятся функциональные, а внутри них находится последовательность из

· составных скобок с идентификатором функции Summa,

· структурных скобок, внутри которых символ-число 123,

· функциональных скобок, внутри которых 2 символа-метки (идентификатор функции Func и аргумент этой функции)).

Строка (k/Summa/ (/123/) k/Func/ /Две-порции/).). не является рефал-выражением, хотя открывающие и закрывающие скобки по каждому отдельному типу правильно расположены, но внутри первых структурных скобок не находится рефал-выражение: вторая открывающаяся функциональная скобка не имеет соответствующей закрывающейся функциональной скобки.

Рефал-выражениями должны быть исходные данные, части любого рефал-предложения и результаты вызова функции, а также директива последовательности вызов функций.

Термом называется рефал-выражение, которое является либо символом (знака или составным), либо переменной, либо структурным или функциональным термом. Таким образом, рефал-выражение - это последовательность из любого числа термов (в том числе и нулевого - пустое выражение).

Рефал-функции

Вызов рефал-функции описывается как функциональный терм и имеет следующий синтаксис:

k/<{имя функции}>/<{выражение-аргументов}>.

При этом в выражении аргументов выражения каждого из аргументов (если их несколько) разделяются пробелами.

Описание рефал-функции имеет следующий синтаксис:

<имя функции>

      <рефал-предложение 1>

      <рефал-предложение 2>

      .....................

      <рефал-предложение n>

Началом описания функции является ее имя (в отдельной строке без пробелов слева - директива описания). Каждое рефал-предложение записывается в отдельной строке (после хотя бы одного пробела слева). Допускается первое рефал-предложение описания функции писать в строке имени функции. Концом описания функции является директива описания следующей функции или директива конца программы.

Рефал-предложение имеет следующий синтаксис:

<рефал-выражение 1>=<рефал-выражение 2>

Здесь в рефал-выражение 2 могут входить переменные, которые обязательно должны быть определены в рефал-выражении 1. Область действия этих переменных ограничивается только рефал-предложением (в другом рефал-предложении могут быть описаны переменные с теми же именами, но имеющими другой смысл). Говорят, что существует интерпретация переменных, если им можно приписать такое значение (из допустимого множества значений), при котором рефал-выражение 1 соответствует выражению аргументов при вызове функции (при установлении соответствия пробелы, разделяющие синтаксические единицы как в выражении аргументов, так и в рефал-выражении 1, игнорируются).

Весьма важными являются правила описания переменных, с помощью которых определяется множество возможных для интерпретации значений переменных. Используются переменные четырех типов:

S -переменные - их значением могут быть только символы;

W -переменные - их значением могут быть только термы;

V -переменные - их значением могут быть только непустые выражения;

E -переменные - их значением могут быть любые выражения (в том числе и пустые).

Заметим, что имеется вложенность множеств переменных:

любая S -переменная является также W -переменной, а любая W -переменная является также V -переменной, и, наконец, любая V -переменная является также E -переменной.

Любая переменная имеет следующий вид:

<признак типа> [<спецификация>] <индекс>,

где признак типа - одна из четырех букв "S", "W", "V", "E", определяющая тип переменной, а индекс является цифрой или буквой и служит для отличия различных переменных в одном рефал-предложении. Например, S1, SA, Wx, V2, E3 - 5 переменных.

Спецификация определяет ограничение на множество значений переменных при поиске интерпретации. Если она отсутствует, то переменная может принимать любые значения, соответствующие типу переменной. Так, в предыдущем примере переменные S1 и SA могут принимать значения любого из символов, переменная Wx может принимать значения любого символа, числа, имени, ссылки или любого терма, переменная V2 - значение любого непустого выражения, а переменная E3 - также и значение пустого выражения.

Правила определения спецификаций мы рассмотрим в следующем разделе. А пока приведем несколько примеров.

Пример 1. Необходимо написать функцию First-symbol, которая в качестве значения возвращает первый символ выражения аргумента. Так, при вычислении функционального терма

k/First-symbol/    'Z'('AB')'+F'.

она должна возвратить символ 'Z'. "Решение", основанное на таком виде аргумента, будет следующим:

First-symbol    S1 Ex = S1

поскольку возможна единственная интерпретация переменных:

S1 <- 'Z'

Ex <- ('AB')'+F'.

Это решение для вызова

k/First-symbol/     /123/'+F'.

возвратит число /123/. Однако, если аргументом вызова функции будет рефал-выражение ('AB')'+F', не найдется ни одной интерпретации, так как структурная скобка "(" не является символом '('. Поэтому правильное решение нужно дополнить предварительным снятием структурных скобок, которые могут присутствовать в выражении аргумента (этого делать было бы не надо, если бы выражение аргумента имело, например, ограничение: отсутствуют структурные скобки). Приведем такое решение:

First-symbol      S1  Ex = S1

                 (E1) Ex = k/First-symbol/E1  Ex.

                         =

В этом решении в случае выражения аргументов без структурных скобок будет применяться первое рефал-предложение описания функции. А в случае, когда выражение аргумента начинается со структурной скобки, правильную интерпретацию получает только второе рефал-предложение, которое снимает скобки и снова вызывает ту же функцию (рекурсивность) и т.д. до тех пор, пока первым не окажется первый символ (тогда будет применено первое рефал-предложение). Необходимость последнего рефал-предложения в описании функции (с пустой левой и правой частью) вызвана тем, что выражение аргумента может не содержать ни одного символа и, значит, быть пустым. В этом случае функция возвращает пустое выражение.

Пример 2. Для следующего вызова функции [image: image978.png]



k/F/    'A1:=B1;A2:=B2;A3:=B3'.

имеется следующее ее описание:

F    E1 ';' E2 = k/G/ E1.   k/F/ E2.

Это означает, что выражение аргумента делится на 2 выражения, первое из которых обрабатывается функцией G, а второе - той же функцией F. Но при отождествлении левой части рефал-предложения с выражением аргумента возможны 2 интерпретации:

E1 <- 'A1:=B1'

E2 <- 'A2:=B2;A3:=B3'

и
E1 <- 'A1:=B1;A2:=B2'

E2 <- 'A3:=B3'

Такая неоднозначность может возникать в случае, когда рефал-предложение имеет несколько переменных типов V и E (назовем такие переменные VE -переменными). Для устранения неоднозначности используются 2 метода отождествления: слева направо и справа налево.

При отождествлении слева направо выбирается интерпретация, при которой самая левая VE -переменная принимает самое короткое значение. Если это не устранит неоднозначности, то так же производится интерпретация для второй и т.д. переменных. В примере 2 будет в этом случае выбрана первая интерпретация. Этот метод отождествления применяется по умолчанию. Функция F после первого применения выдаст результат:

k/G/ 'A1:=B1'.    k/F/ 'A2:=B2;A3:=B3'.

При отождествлении справа налево выбирается интерпретация, при которой самая правая VE-переменная принимает самое короткое значение. Если это не устранит неоднозначности, то так же производится интерпретация для второй и т.д. переменных. В примере 2 будет в этом случае выбрана вторая интерпретация. Для указания отождествления справа налево необходимо перед левой частью рефал-предложения поместить ключевое слово "R" (знак R, за которым идет хотя бы 1 пробел). В примере 2 в этом случае следует написать:

F    R E1 ';' E2 = k/G/ E1.   k/F/ E2.

и результатом замены будет выражение
k/G/ 'A1:=B1;A2:=B2'.     k/F/ 'A3:=B3'.

5.1.3. Язык РЕФАЛ: сложные конструкции Рефала-2

Спецификации переменных

В том случае, когда нужно ограничить множество значений, которое может принимать переменная (левой части рефал-предложения), в описание переменной вводится спецификация, которая должна находиться между типом переменной и индексом без пробелов. Спецификация может быть определена непосредственно в круглых скобках либо именем спецификатора (для предопределенных имен спецификаторов ). Например, переменная S('+-')z может принимать значения только знаков '+' или '-'. При этом цепочка символов '+-' определяется как спецификатор переменной Sz. В правой части рефал-предложения спецификация не пишется. Между скобками спецификации и спецификатором может быть любое количество пробелов.

Каждый спецификатор в общем случае представляет собой описание некоторого множества термов (допустимые значения переменной). Это описание строится из некоторого набора элементарных множеств, обозначения которых мы будем называть элементами. В качестве элементов могут быть использованы любые символы, а также следующие конечные множества:

· S - множество всех символов;

· B - множество структурных термов;

· W - множество всех термов;

· F - множество символов-меток;

· N - множество символов-чисел;

· R - множество символов-ссылок;

· O - множество символов-литер (знаков символов);

· L - множество прописных букв (латинских и русских);

· D - множество десятичных цифр.

В простом случае используется , которая представляет собой объединение множеств элементов будем называть набор опций, описывающих необязательные возможности. Например, функция Ident проверяет, является ли выражение аргумента идентификатором (последовательностью больших букв и цифр, начинающейся с буквы), и возвращает символ 'T' при положительном ответе, а символ 'F' при отрицательном ответе.

Ident    S(L)1 E(LD)2 = 'T'

               Ex = 'F'

Функция Ident при интерпретации первого рефал-предложения проверяет, является ли первый символ выражения аргумента буквой (для этого первый выделяемый символ S1 имеет спецификацию L) и являются ли все последующие символы, если они есть (переменная типа E может интерпретировать пустое значение), буквами или цифрами. Если это так, то возвращается символ 'T'. А если это не так, то второе рефал-предложение (всегда выполнимое) возвратит символ 'F', что и требовалось.

В общем случае спецификатор имеет вид:

P1(Q1)... Pn(Qn)P0,

где [image: image979.png]P(i €0,n),\Qi(i € 1,n)



- произвольные цепочки элементов спецификатора (возможно, пустые). Если P0 - пустая цепочка, то считается P0=W (множеству всех термов). Наличие цепочки элементов спецификатора в круглых скобках означает, что элементы множества этой цепочки удаляются, а цепочка без круглых скобок ведет к добавлению в суммарное множество элементов множества этой цепочки. Поэтому множество спецификатора рассматривается как множество:
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.

Так, например, переменная W(('ABC'))1 может принимать значения любых термов, кроме символов литер 'A', 'B', 'C', а переменная S(('A')L('0')D)2 может принимать значения любых символов, кроме буквы 'A' и цифры '0'.

Для спецификатора можно задать имя с тем, чтобы употреблять это имя вместо выражения спецификатора. Это делается описанием имени спецификатора:

<имя спецификатора>      S   <спецификатор>

Пусть, например, вводятся имена спецификаторов для операций типа сложения и для операций типа умножения:

ADDOP     S '+-'

MULTOP    S '*/'

Теперь имена спецификаторов, ограниченные с обеих сторон символами двоеточие ":", можно употреблять в спецификациях. Например, переменная S:ADDOP:1 может принимать значения только символов операций типа сложения, а переменная S((:ADDOP::MULTOP:)S)2 может принимать значения всех символов, кроме символов арифметических операций.

Рассмотрим еще 1 пример: функция Separate отделяет от выражения аргумента самый большой идентификатор слева и заключает его в структурные скобки, оставляя неизменным оставшуюся часть выражения. Если же такого идентификатора нет, то функция помечает выражение символом '*'. Решение, основанное на функции Ident не годится, так как нужно знать, где заканчивается идентификатор. Однако если использовать отождествление справа налево, то мы получаем следующее простое решение.

Separate    R   S(L)1 E(LD)2 Ex = (S1 E2) Ex

                             Ex = '*' Ex

Структура рефал-программы и ее модулей

Рефал-программа состоит из одного или нескольких модулей - частей программы, которые компилируются отдельно. Каждый модуль программы представляет собой последовательную запись директив программы и комментариев. Каждый комментарий записывается в отдельной строке и начинается с литеры "*". Перед этим символом могут стоять пробелы в любом количестве, а после - любой текст, который игнорируется при выполнении программы.

Каждая директива находится в отдельной строке и имеет следующий вид:

[<идентификатор>] [<ключевое слово>] [<информация>]

Присутствие всех трех частей директивы необязательно. Между отдельными частями директивы должен быть хотя бы 1 пробел, но если идентификатор директивы отсутствует, то строка директивы начинается с пробела. Так, директива описания функции содержит только ее идентификатор и, возможно, информацию в виде рефал-предложения. Директива рефал-предложения содержит только информацию. Директива спецификатора имеет идентификатор спецификатора, ключевое слово S и в качестве информации директивы сам спецификатор. Если все 3 компоненты директивы отсутствуют, то это пустая директива, которая используется для улучшения общего вида программы.

Ключевые слова директив приведены в табл. 1.

	Таблица 1. 

	Ключевое слово
	Директива 
	Примечание 

	START
	Начало модуля(программы)
	имя директивы модуля (программы)

	END
	Конец модуля (программы)
	без имени

	ENTRY
	Объявление входов модуля
	функции модуля, используемые в других модулях

	EXTRN
	Объявление внешних функций 
	функции других модулей, используемые в данном

	R
	Рефал-предложение
	отождествление справа

	L
	Рефал-предложение
	отождествление слева (по умолчанию отсутствует)

	S
	Объявление имени спецификатора 
	


Необязательное имя модуля (программы) дается директивой START, а конец модуля (программы) отмечается директивой END без имени (директива начинается с пробела).

Имена всех функций модуля, которые могут быть использованы в других программах и модулях, должны быть объявлены входами директивой ENTER (без имени). Имена функций других модулей, используемых в программе, должны быть объявлены внешними директивой EXTRN. Благодаря директиве EXTRN программа связывается с внешним миром, так как функции ввода исходных данных и вывода результатов описываются на других языках (ассемблер, С). Модуль может не содержать директивы EXTRN, если он предназначен для использования в других модулях и программах (в этом случае директива ENTRY должна быть обязательно). Имена входов и внешних функций даются их идентификаторами. Но если в одном модуле используется идентификатор внешней функции, отличный от ее описания в другом модуле, то в скобках дается имя этой внешней функции в модуле ее описания.

Смысл директивы SWAP мы дадим при описании специальных видов памяти, с которой может работать программа.

Приведем пример двухмодульной программы.

M1     START 

       ENTRY  COMMUN 

       EXTRN  DREAM 

COMMUN        E1 '+' E2 = k/DREAM/ E1. k/DREAM/ E2. 

       END   

M2     START 

       ENTRY  DREAM       

       EXTRN  общение(COMMUN)  

DREAM         Sx E1 = Sx k/общение/ E1.      

       END

Здесь функция модуля M1 с внутренним именем COMMUN имеет вызов в модуле M2 с внутренним именем "общение".

Каждое имя, которое употребляется внутри модуля, должно быть описано либо как имя внутренней функции или спецификатора, либо как имя внешней функции или спецификатора в директиве EXTRN.

5.1.4. Язык РЕФАЛ: первичные функции и примеры составления программ

Первичные функции

Во многих случаях возникает необходимость в функциях, которые не могут быть описаны средствами Рефала. К ним прежде всего относятся функции операций ввода/вывода, осуществляющие связь со внешним миром. Помимо этого, такими функциями являются ряд функций арифметических и логических операций, а также функции работы с особыми видами памяти Рефала. Эти функции пишутся обычно на других языках и называются первичными. С точки зрения работы Рефал-машины исполнение вызова первичной функции осуществляется за 1 шаг ее работы.

Функции ввода/вывода

Функции ввода/вывода предназначены для организации диалогового взаимодействия между пользователем и программой. Для ввода строки с клавиатуры используется функция card. Для вывода информации на экран используются операции print, prout, которые различаются возвращаемым значением и способом представления информации на экране. Ввод/вывод может быть переназначен в произвольный файл стандартным образом.

Функция card осуществляется вызовом

k/card/ .

и дает возможность читать строку символов из входного потока. После вызова функции программа переходит в состояние ожидания ввода строки. По окончании ввода строки следует нажать клавишу "Enter". Возвращаемым значением является введенная строка.

Функция print осуществляется вызовом

k/print/ <E>.

где E - произвольное рефал-выражение (возможно, и пустое), и выводит c новой строки это выражение. При пустом выражении пропускается 1 печатная строка. При непустом выражении символы-литеры выводятся в виде соответствующих литер, структурные скобки выводятся как круглые скобки, а составные символы выводятся с ограничителями ' вместо "/". Возвращаемым значением является выводимое выражение.

Например, функция
k/print/ 'функция'(/f1/).

возвратит выражение
'функция'(/f1/).

При этом на устройство вывода будет выдана строка

'функция'('f1') ,

Функция prout осуществляется вызовом

k/prout/ <E>.

где E - произвольное рефал-выражение (возможно, и пустое), и выводит c новой строки это выражение. Отличием от функции print является то, что всегда возвращается пустое выражение.

Арифметические функции

Функции работают только с целыми числами, каковыми являются в представлении Рефала - символы-числа с возможно предшествующим знаком минус '-'. Например, '-'/7/, /0/, /2007/. Нуль представляется либо нулевым символом-числом, либо пустым выражением.

Все арифметические функции допускают использование пустого выражения в качестве аргумента и воспринимают его как нуль.

К арифметическим функциям относятся:

· add - сложение;

· mul - умножение;

· sub - вычитание;

· dr - деление нацело с остатком;

· div - деление нацело;

· p1 - инкремент (увеличение на 1);

· m1 - декремент (уменьшение на 1).

Для преобразования целых чисел в символьный вид и обратно используются функции symb и numb.

Функции add, mul, sub осуществляются вызовом

k/op/ (<N1>) <N2>. ,

где op - одна из операций add, mul, sub, а N1 и N2 - макроцифры. Этот вызов возвращает макроцифру (для положительного результата знак '+' не ставится) суммы, произведения или разности N1-N2 в зависимости от операции. Например, следующие вызовы функции приведут к таким результатам:

k/add/  ('-'/5/)   /3/.   ->   '-'/2/ 

k/add/        ()   /2/.   ->      /2/    

k/mul/  ('-'/5/)   /3/.   ->  '-'/15/   

k/mul/     (/2/).         ->      /0/    

k/sub/  ('-'/5/)   /3/.   ->      /8/   

k/sub/        ()   /2/.   ->   '-'/2/

Функция dr осуществляется вызовом

k/dr/ (<N1>) <N2>.    ,

где N1 - делимое, а N2 - делитель. Она возвращает выражение
<Q> (<R>) ,

где Q - частное, а R - остаток. Попытка делить на 0 приводит к аварийному завершению. Знаки частного и остатка определяются следующим образом: сначала производится деление нацело без учета знаков делимого и делителя, а затем частному и остатку приписываются знаки так, чтобы выполнялось соотношение:

N1 = Q*N2 + R

т. е. остаток (не равный нулю) всегда имеет знак делимого, а знак частного определяется знаками делимого и делителя (при одинаковых положителен, при разных отрицателен). Например, следующие вызовы функции приведут к таким результатам:

k/dr/    (/5/)    /3/.  ->     /1/    (/2/)

k/dr/    (/5/) '–'/3/.  ->  '–'/1/    (/2/)

k/dr/ ('–'/5/)    /3/.  ->  '–'/1/ '–'(/2/)

k/dr/ ('–'/5/) '–'/3/.  ->     /1/ '–'(/2/)

Функция div в отличие от функции dr возвращает только частное. В остальном же подобна ей. Например, следующие вызовы функции приведут к таким результатам:

k/div/    (/5/)    /3/.  ->    /1/

k/div/    (/5/) '–'/3/.  -> '–'/1/

k/div/ ('–'/5/)    /3/.  -> '–'/1/

k/div/ ('–'/5/) '–'/3/.  ->    /1/

Функции p1, m1 имеют 1 аргумент и возвращают соответственно макроцифру, увеличенную на 1 или уменьшенную на 1. Например, следующие вызовы приведут к таким результатам:

k/p1/  '–'/2007/.   ->  '–' /2006/

k/p1/.              ->         /1/

k/m1/     /2007/.   ->      /2006/

k/m1/.              ->      '–'/1/

Функция symb преобразует макроцифру (аргумент) в символьное представление. Например, следующие вызовы функции приведут к таким результатам:

k/symb/  '–'/2007/.  ->  '–2007'

k/symb/.             ->      '0'

Функция numb преобразует цепочку символов (аргумент), являющуюся десятичной записью целого числа в макроцифру этого числа. Например, следующие вызовы функции приведут к таким результатам:

k/numb/  '–2007'.  ->  '–'/2007/

k/numb/      '0'.  ->        /0/

Функции лексического анализа

Функции предназначены для лексического разбора выражений. В табл. 2 приведены все 5 функций, их аргументы и назначение. В качестве примеров рассмотрим следующие вызовы функции, которые приведут к таким результатам:

k/first/  /2/  'A'('B')'C'. ->   ('A'('B')) 'C'

k/first/  /5/  'A'('B')'C'. ->     '*A'('B')'C'

k/last/  /2/  'A'('B')'C'.  ->   'A' (('B')'C')

k/last/  /5/  'A'('B')'C'.  ->     'A'('B')'C*'

k/lengw/  'A' () ('A').     -> /3/ 'A' () ('A')

k/lengw/  .                 ->              /0/

k/lengr/  'A' () ('A').     -> /6/ 'A' () ('A')

k/lengr/  .                 ->              /0/

k/multe/  /5/ 'A'.          ->          'AAAAA'

k/multe/  /2/ 'A'('B').     -> 'A'('B')'A'('B')

	Таблица 2. 

	Имя функции
	Выражение аргумента 
	Назначение функции
	Возвращаемое значение

	first
	<N> <E>
	отщепляет от начала выражения E часть, имеющую длину N термов
	(E1) E2, где E = E1E2, указанную или '*'E, если длины мало

	last
	<N> <E>
	отщепляет от конца выражения E часть, имеющую указанную длину N термов
	E1 (E2), где E = E1E2, или E'*', если длины мало

	lengw
	<E>
	определяет длину выражения в термах 
	N E, где N – макроцифра 

	lengr
	<E>
	определяет длину выражения в символах вместе со скобками
	N E, где N – макроцифра 

	multe
	<N> <E>
	размножает выражение E в N экземплярах
	EE...E если N = 0, то пустое выражен.


Функции для работы с символами-метками

Иногда требуется превратить символ-метку в цепочку символов, из которой она состоит, и при этом, если одну и ту же символ-метку превращать в цепочки символов несколько раз, то требуется, чтобы получались одинаковые цепочки. Наоборот, иногда требуется превратить цепочку символов в символ-метку. При этом одинаковые цепочки должны превращаться в одну и ту же символ-метку. Наконец, полученную из цепочки символ-метку иногда требуется зарегистрировать в качестве имени функции. Этим целям служат приведенные в табл. 3 функции. В качестве примеров приведем следующие вызовы функции, которые дадут такие результаты:

k/ftochar/  /aaaa3434/.  ->  'aaaa3434'

k/ftochar/  /ABCD/.      ->      'ABCD'

k/chartof/  'aaaa3434'.  ->  /aaaa3434/

   k/chartof/   'ABCD'.   -> /ABCD/

   k/functab/   /func1/.  ->

	Таблица 3. 

	Имя функции
	Выражение аргумента
	Назначение функции
	Возвращаемое значение

	ftochar
	/<F>/ 
	превращает символ-метку /<F>/ в цепочку символов 
	цепочка символов <F> 

	chartof
	<F>
	превращает цепочку символов F в символ-метку 
	символ-метка /<F>/ 

	functab
	/<F>/ 
	регистрирует символ-метку /<F>/ 
	<пусто>


Примеры программ

Рефал является металингвистическим языком для формализации синтаксиса алгоритмических языков. В этом его основное назначение, но благодаря первичным арифметическим функциям возможна реализация и вычислительных алгоритмов. Мы рассмотрим 2 примера, показывающие возможности Рефала в этих двух направлениях.

Синтаксический анализатор для языка арифметических выражений

Рассмотрим упрощенный язык арифметических выражений, в котором введены всего 2 арифметические операции: сложение (+) и умножение (*), а также переменные, числа и скобки, определяющие порядок вычислений. Синтаксис языка определен следующими формами Бэкуса-Наура (БНФ):

<арифмвыр>       ::= <арифмвыр>+<множитель>| 

                     <множитель>

<множитель>      ::= <множитель>*<первичное>| 

                     <первичное>

<первичное>        ::= (<арифмвыраж>)|<число>| 

                        <имяпеременной>

<число>            ::= <цифра>|<число><цифра> 

<имяпеременной>    ::= <буква>|<имяпеременной><буква>| 

                       <имяпеременной><цифра>

<цифра>            ::= 0|1|2|3|4|5|6|7|8|9

<буква>            ::= A|B|C|D|E|F|G|H|I|J|K|L|M|N|O|P|Q|R|

                       S|T|U|V|W|X|Y|Z|a|b|c|d|e|f|g|h|i|j|k|l|

                       p|q|r|s|t|u|v|w|x|y|z

Например, правильным арифметическим выражением является следующее

a+(2+c*d)*(d+(a+c)*2),

а выражение
a+(2+c*d*(d+)(a+c)*2)

не является правильным, так как его часть (d+)(a+c) не является множителем (выражение в первых скобках не является правильным арифметическим выражением - нет множителя после знака '+' и между первым и вторым первичными выражениями в скобках нет знака '*' ).

Необходимо построить для этого языка синтаксический анализатор, который бы проверял вводимое арифметическое выражение и в случае правильности выдавал бы в качестве результата на экран строку "Выражение верно", а в случае ошибочности указывал бы ошибочное место и диагностику ошибки (например, "ошибка: d+ - не имя переменной" ).

Программа анализатора на Рефале будет выглядеть следующим образом:

ANALYZE     START

            ENTRY   ArExpr

            EXTRN   prout, card

ArExpr        = k/pr/ k/арифмвыр/ k/prout/'Введите: '. k/card/...

арифмвыр   R  V1'+'V2  = k/арифмвыр/V1. k/множитель/V2.

              E1       = k/множитель/ E1.

множитель   R V1'*'V2   = k/множитель/V1. k/первичное/V2.

                V1      = k/первичное/ V1.

                        = '?' – пропущен множитель

первичное    '('E1')'   = k/арифмвыраж/ E1.

              S(D)1 E2  = k/число/ S1 E2.

              S(L)1 E2  = k/имяпеременной/ S1 E2.

              V1        = '?'V1 – не первичное выражение

число         V(D)1     =

              E1        = '?'E1 – не число

имяпеременной   S(L)1 E(LD)2   =

                E1             = '?'E1 – не имя переменной

pr              '?' E1       = к/prout/ 'ошибка: ' E1.

                E1           = k/prout/ – является выражением.

             END

В этой программе вслед за директивой начала START идет директива ENTRY, определяющая в качестве входа программы функцию ArExpr, и директива EXTRN, определяющая использование внешних модулей с первичными функциями ввода card и вывода prout.

Функция ArExpr, с которой начинается выполнение программы, выводит функцией prout приглашение "Введите: ", затем вводит функцией card строку выражения, производит анализ выражения функцией арифмвыр и, наконец, выводит функцией pr результат синтаксического анализа.

Описание функций арифмвыр, множитель и первичное соответствует БНФ языка арифметических выражений: их рефал-предложения в точности соответствуют альтернативам в правых частях соответствующих БНФ.

С БНФ буква и цифра языка мы не связываем функций программы, так как в Рефале им соответствуют множество L символов букв и множество D символов цифр. Поэтому функции число и имяпеременной определены рефал-предложениями с использованием этих множеств.

В описаниях функций, соответствующих БНФ языка, добавлены в конце рефал-предложения, которые диагностируют соответствующую ошибку и с этой целью помечают диагностику ошибки символом '?', позволяющим функции pr идентифицировать ошибку и вывести диагностику. Второе рефал-предложение функции pr выводит сообщение о верности арифметического выражения, т. е. соответствии с приведенным синтаксисом языка арифметических выражений.

Этот пример показывает, что для построения синтаксического анализатора любого языка надо записать все БНФ языка в виде функций и соответствующих им рефал-предложений. В этом и состоит основное назначение языка Рефал.

Суммирование последовательности чисел

Рассмотрим пример разработки программы суммирования последовательности чисел. Числа вводятся с клавиатуры и суммируются до тех пор, пока не будет введен нуль. В этом случае сумма чисел выдается на экран.

Из постановки задачи следует, что каждое вводимое число должно анализироваться на нулевое значение - признак окончания суммирования и, если оно не нуль, накапливаться в сумме. В качестве начального значения суммы возьмем нуль, а ввод очередного слагаемого будем делать в самой функции суммирования. Таким образом, функция sum суммирования:

1. должна закончить вычисления, если предыдущее введенное число - нуль;

2. в противном случае должна добавить к сумме предыдущее введенное число и ввести очередное число.

Эти 2 действия можно осуществить двумя рефал-предложениями функции, что и делает следующая программа.

SUMMA   & START & 

        & ENTRY &  Summ 

        & EXTRN &  prout, card, numb, symb, add 

Summ  = k/pr/ k/sum/(/0/) k/prout/'Добавьте число '.

                                          k/numb/ k/card/....

sum (S(N)1) /0/    = S1

    (S(N)1) S(N)2  = k/sum/ (k/add/ (S1) S2.)

                             k/prout/'Добавьте число '.

                                          k/numb/ k/card/...

pr  S(N)1          = к/prout/ 'Сумма=' k/symb/ S1.

    E1             = k/prout/ 'ошибка: 'E1.

        END

Первичная функция numb преобразует вводимое число из цепочки символов в символ-число, add - добавляет в накапливаемую сумму очередное число, а symb - преобразует полученный результат к выводимой цепочке символов.

5.1.5. Язык РЕФАЛ: дополнительные виды памяти

Дополнительные виды памяти

Поскольку язык нормальных алгоритмов Маркова является вычислительно полным (можно реализовать любой алгоритм), то и Рефал обладает этим свойством. Однако вышеуказанными средствами Рефала не всегда можно достаточно просто описать любой алгоритм. В случае необходимости (временно запомнить промежуточные результаты, а потом их использовать выборочно для продолжения вычислений) мы можем пока использовать только накопление этих результатов в структурных выражениях, а необходимый при этом постоянный анализ таких выражений ведет к неэффективным алгоритмическим конструкциям. Поэтому с целью повысить эффективность разработки алгоритмов введены к обычным видам памяти ( поле памяти, в котором находятся описание рефал-функций, и поле зрения, в котором находится преобразуемое выражение) дополнительные виды памяти.

Рекурсивные вычисления и функция порождения процесса

Функции Рефала могут быть рекурсивными, т. е. обращаться сами к себе, как мы это видели на примерах предыдущего раздела. Но эти примеры не были связаны с запоминанием в памяти промежуточных вычислений рекурсии. Так, например, при вычислении функции n! происходит рекурсивный спуск от значения аргумента n к значению                 n-1 с запоминанием значения n к тому моменту, когда будет вычислено значение (n-1)! и надо будет умножить это значение на запомненное n. Такой рекурсивный спуск требует, чтобы рефал-машина имела не одно поле зрения (память) для выполнения процесса вычислений, а много таких полей зрения для порожденных процессов, которые могли бы выполнять вычисления в своей памяти, т. е. в своих полях зрения.
Вызов функции apply имеет другой синтаксис, чем вызов обычной рефал-функции:

<apply /Рефал-функция/ аргументРефал-функции>

Здесь полужирные уголковые скобки являются обязательными синтаксическими единицами в отличие от обычных уголковых скобок, служащих для описания синтаксиса. При вызове apply порождается новое поле зрения и в него помещается терм
k/Рефал-функция/ аргументРефал-функции.

Происходит попытка вычисления этого терма, и результат этого вычисления возвращается в то поле зрения, из которого была вызвана функция apply.

Поле того как результат замены сформирован, дополнительное поле зрения, созданное в результате обращения к apply, уничтожается. При рекурсивном обращении к apply образуется стек полей зрения.

В качестве примера мы рассмотрим создание функции вычисления факториала n!.

FACT     START

         ENTRY    Factorial

         EXTRN    prout, card, numb, symb, mul, first, apply

Factorial  =  k/fact/ k/numb/ k/prout/'n: '. k/card/...

fact  /0/   =  k/pr/ '!=1'

       E1   =  k/pr/ k/symb/E1.'!=' k/symb/ k/f0/ E1...

f0     E1   =  <apply /f/ E1>

f     /1/   =  /1/

       E1   =  k/mul/ (E1) k/f0/ k/m1/ E1...

pr          =

       E1   =  k/pr1/ k/first/ /80/ E1..

pr1 (E1)E2  =  k/prout/ E1. k/pr/ E2.

    '*'E1   =  k/prout/ E1.

END

В этой программе функция Factorial вводит цепочку цифр данного, преобразует к символу-числу и вызывает функцию fact, которая вычисляет значение факториала от аргумента и готовит полученное значение к выводу на экран.

Функция fact для вычислений вызывает функцию f0, которая при помощи функции apply порождает процесс вычисления функции f. Эта функция накапливает произведение аргумента на значение факториала от аргумента, уменьшенного на 1, для чего снова вызывает функцию f0 с этим уменьшенным значением аргумента. Функция f0 снова порождает процесс вычисления f с новым значением аргумента и так делается до тех пор, пока значение аргумента не станет равно 1.

В этом случае будет происходить завершение вычисления функции f в обратном порядке вызванных процессов. Память завершающихся процессов будет удаляться, а значение, вычисленное в каждом процессе, будет передаваться в вызвавший процесс до тех пор, пока не закончится вычисление функции f0 в первом вызванном процессе.

Функция fact вызовет после вычислений преобразование результата к цепочке символов и вызов функции pr для вывода на экран результата.

Здесь следует обратить внимание на то, что полученная цепочка символов может не уместиться в одной строке экрана. Поэтому функция pr отщепляет от цепочки 80 символов при помощи функции first и передает на печать функцию pr1, которая печатает отщепленную часть и возвращает остаток функции pr для следующего отщепления. Так происходит до тех пор, пока вся цепочка символов не будет выведена.

Стековая память Рефала

Рефал позволяет использовать память, называемую копилкой . Она предоставляет возможность организовать любое количество стеков и запоминать информацию из поля зрения в том или ином стеке, а также извлекать эту информацию из стека в поле зрения.

Содержимое копилки перед началом работы рефал-программы всегда пусто, а в процессе работы рефал-программы имеет следующий вид:

('<ИмяСтека1>=<Выраж1>'). . . ('<ИмяСтекаN>=<ВыражN>'),

где <ИмяСтека1> ... <ИмяСтекаN> - произвольные имена стеков (необязательно различные), а выражения <Выраж1>...<ВыражN> - произвольные рефал-выражения, записанные в эти стеки. При записи в стек записываемое выражение добавляется вместе с именем стека в копилку слева.

Первичная функция br1 '<ИмяСтека>=<Выраж>' добавляет в копилку слева выражение аргумента и возвращает пустое выражение. Например, в результате выполнения

k/br/ 'X=A'. k/br/ 'X=B'.

в копилку слева добавится выражение ('X=B')('X=A'), т. е. образуется стек с именем X (если его ранее не было в копилке ) и в него добавится сначала символ 'A', а затем - символ 'B'.

Первичная функция dg2 '<ИмяСтека>' ищет в копилке слева структурное выражение ('<ИмяСтека>=<Выраж>') с именем стека <ИмяСтека>, удаляет его из копилки (т. е. из стека с этим именем) и возвращает выражение <Выраж> ; в поле зрения. Если в копилке не найдется имени стека, то будет возвращено пустое выражение. Например, пусть копилка имеет вид:

('X=A')('Y=B')('Y=C').

Тогда после выполнения

k/dg/ 'Y'.

копилка примет вид:

('X=A')('Y=C'),

а функция возвратит значение 'B'.

Первичная функция cp3 <ИмяСтека> возвращает то же, что и функция dg. но не удаляет ничего из копилки ( копилка не изменяется). Например, после выполнения

k/dg/ 'Y'.

для результатов предыдущего примера копилка не изменится, а функция возвратит значение 'C'.

Первичная функция rp4 '<ИмяСтека>=<Выраж>', так же как и функция br, добавляет в копилку слева структурное выражение с аргументом, но удаляет перед этим последнюю (самую левую) запись с именем стека в копилке, если она там была. Возвращает пустое выражение. Например, пусть копилка имеет вид:

('X=A')('Y=B')('Y=C').

Тогда после выполнения

k/rp/ 'Y=C'.

копилка примет вид: ('X=A')('Y=C')('Y=C').

Первичная функция dgall5 возвращает в поле зрения все выражение копилки и очищает копилку полностью. Например, пусть копилка имеет вид:

('X=A')('Y=B')('Y=C').

Тогда после выполнения

k/dgall/ .

в поле зрения вернется ее выражение ('X=A')('Y=B')('Y=C') и копилка очистится.

В качестве примера мы рассмотрим сортировку массива положительных целых чисел методом вставки. Используются 2 стека: Y, в котором формируется отсортированная в возрастающем порядке последовательность, и X, который является вспомогательным: в нем содержится начало уже отсортированной последовательности в обратном порядке.

Каждое вводимое число z сравнивается с числом, находящимся в вершине стека Y, и если оно меньше, то идет поиск его места в стеке X, а если оно не меньше, то числа из Y переписываются в X до тех пор, пока z не станет меньше, чем в вершине Y (или Y не станет пустым), после чего оно записывается в Y.

При поиске места z в X оно сравнивается с числом, находящимся в вершине X, и если оно меньше, то числа из X переписываются в Y до тех пор, пока z не станет не меньше, чем в вершине X - тогда оно записывается в X.

При вводе нуля (признак окончания ввода) остаток в X переписывается в Y, а затем извлекается из стека Y для вывода через пробел на экран.

SORT    START

        ENTRY    Sort

        EXTRN    prout, card, numb, symb, sub, first, br, dg, cp

*                    ввод 1-го числа в стек Y

Sort    =        k/n1/ k/br/'Y=' k/numb/

                          k/prout/'Последовательность чисел: '. k/card/....

*                  ввод очередного числа z

n1    E1    =  k/n2/ k/br/'Z=' k/numb/ k/card/... k/cp/'Z'..

*                   z=0? X–>Y : z–y

n2  /0/     =  k/t1/ k/cp/'X'..

    S(N)1   =  k/n3/ k/sub/ (S1) k/cp/'Y'...

*                  z<y?

n3  '–'E1   =  k/nx/ k/cp/'X'..

    E1      =  k/ny/ k/cp/'Y'..

*                  X=0? z->X : z–x

nx          =  k/n1/ k/br/'X=' k/dg/'Z'...

    S(N)1   =  k/n4/ k/sub/ (k/cp/'Z'.) S1..

*                       z<x? X->Y : Z->X

n4   '–'E1       =  k/br/'Y=' k/dg/'X'.. k/nx/ k/cp/'X'..

     E1          =  k/n1/ k/br/'X' k/dg'Z'...

*                       Y=0? Z->Y : z–y

ny               =  k/n1/ k/br/'Y=' k/dg/'Z'...

     S(N)1       =  k/n5/ k/sub/ (k/cp/'Z'.) S1..

*                       z<y? Z->Y : Y->X

n5   '–'E1       =  k/br/'Y=' k/dg/'Z'.. k/n1/ k/cp/'X'..

     E1          =  k/br/'X' k/dg'Y'.. k/ny/ k/cp/'Y'..

*                       X=0? –>вывод Y : X–>Y

t1               =  k/m2/ () k/cp/'Y'..

     E1          =  k/t1/ k/br/'Y' k/dg/'X'..k/cp/'X'..

*                       Y=0? –>печать (E) : –>вывод Y

m2  (E1)         =  k/pr/ E1.

    (E1)S(N)2    =  k/m2/ (E1' 'k/symb/S2.) k/dg/'Y'..

*                  выделение 80 символов для печати

pr          =

     E1     =  k/pr1/ k/first/ /80/ E1..

*                  печать выделенного или остатка

pr1 (E1)E2  =  k/prout/ E1. k/pr/ E2.

    '*' E1  =  k/prout/ E1.

Обменная статическая и динамическая память Рефала

Рефал-выражения являются способом представления древовидных структур, которые в основном и используются при синтаксическом анализе конструкций какого-либо языка. Но в некоторых случаях необходимо представлять структуры, которые не обязательно являются древовидными. Таковы, например, сложные динамические структуры, основанные на цепных списках: очереди, деки, поисковые списки, графы, разреженные матрицы. И хотя любые структуры можно представлять в виде набора некоторого количества деревьев, это не всегда удобно.

Средством Рефала, дающим возможность обрабатывать произвольные динамические структуры, является обменная память , называемая также ящиками. Каждый ящик содержит произвольное рефал-выражение ( содержимое ящика ), которое может изменяться в процессе работы программы. Каждому ящику однозначно соответствует своя обменная функция - функция, с помощью которой можно получить доступ к содержимому ящика. Имя обменной функции совпадает с именем ящика.

Работа обменной функции осуществляется термом

<имя обменной функции>/ <рефал-выражение>.

В результате вызова такой функции содержимое ящика помещается в поле зрения, а в ящик записывается указанное рефал-выражение (происходит обмен информацией между полем зрения и ящиком ).

Все ящики делятся на статические и динамические. Статические ящики описываются директивой SWAP:

<пробел> SWAP <пробел> <имя ящика 1>, ... ,<имя ящика N>

и не могут уничтожаться во время работы. Например, в следующем фрагменте программы

SWAP    X,Y

swxy         = k/X/'A'. k/Y/ 'B'. k/sw/ /X/ /Y/.

sw    Sx Sy  = k Sx k Sy k Sx...

при вызове функции

k/swxy/.

в ящики X и Y сначала будут занесены символы 'A' и 'B' соответственно, а затем в результате выполнения терма
k/sw/ /X/ /Y/.

содержимое ящиков поменяется местами.

Динамические ящики порождаются в процессе работы программы первичной функцией new. В результате выполнения терма
k/new/ <рефал-выражение>.

создается новый ящик, в него помещается рефал-выражение аргумента и возвращается символ-ссылка, которая является именем новой обменной функции. Символ-ссылка играет роль указателя, т. е. имеет значение адреса памяти, и ее нельзя употреблять в программе в виде констант (но можно напечатать при отладке программы). Например, описанный выше пример со статическими ящиками мы могли бы заменить на аналогичный с динамическими ящиками:

EXTRN     new

swrr           = k/sw/ k/new/'A'/. k/new/ 'B'..

sw     Sx Sy   = k Sx k Sy k Sx...

Теперь при вызове функции swrr будут выполнены 2 вызова функции new, в результате которых образуются 2 ящика, например, с именами /%0321514/ и /%0674236/. В эти ящики будут записаны символы 'A' и 'B' соответственно, а затем при вызове функции sw их содержимое поменяется местами.

Обращаться напрямую к динамическому ящику мы не можем, но можем запомнить символ-ссылку и вызывать обменную функцию для нее. Если динамической памяти не хватит, то система запустит программу сборки мусора. Эта программа исследует, есть ли ссылки на тот или иной динамический ящик в поле зрения или других статических и динамических ящиках. Если такой ссылки нет, то соответствующий ящик удаляется (память освобождается). Это снимает с программиста заботу о чистке памяти.

Имеются 5 первичных функций, которые удобнее по сравнению с прямым использованием обменной функции.

Функция gtr (взять по ссылке)

k/gtr/ <ссылка>.        ,

где ссылка - это имя статического (симовол-метка) или динамического (символ-ссылка) ящика, извлекает и возвращает содержимое ящика.

Функция rdr (прочитать по ссылке)

k/rdr/ <ссылка>.

копирует в поле зрения содержимое ящика.

Функция ptr (положить по ссылке)

k/ptr/ <ссылка> <рефал-выражение>.

добавляет в ящик справа рефал-выражение аргумента и возвращает пустое выражение.

Функция wtr (записать по ссылке)

k/wtr/ <ссылка> <рефал-выражение>.

заменяет в ящике содержимое на рефал-выражение аргумента и возвращает пустое выражение.

Функция swr (Обменять по ссылке)

k/swr/ <ссылка> <рефал-выражение>.

делает обмен между содержимым ящика и полем зрения (в поле зрения выдается содержимое ящика, а в ящик записывается рефал-выражение аргумента).

Рассмотрим пример работы с поисковым списком. Элементы списка будут располагаться в динамических ящиках. Структура каждого элемента:

<ссылка следующего ящика> (<ключ>) <данные>

Последний элемент в цепочке динамических ящиков имеет пустую ссылку следующего ящика, а на первый элемент ссылается статический ящик, который определяет голову списка. Функции Init, In, Find, Out производят

1. инициализацию списка;

2. ввод (добавление) элемента;

3. поиск по ключу данных (возвращает ссылку на ящик, если найдет, или пустое выражение, если не найдет; кроме того, возвращает в статическом ящике pred ссылку на предыдущий ящик в цепочке списка);

4. удаление элемента (по ключу).

Следующая программа выводит меню действий:

0. Завершить программу.

1. Инициализировать список.

2. Добавить элемент списка.

3. Найти данные по ключу.

4. Удалить элемент по ключу.

Введите пункт меню.

и осуществляет эти действия.

LIST     START

         ENTRY      Init, In, Find, Out, List

         EXTRN      prout, card, numb, symb,

*                     ключ, данные, указатели головы списка и

*                     элементов текущего, предыдущего и след.

         SWAP       key, data, pl, cur, pred, next

*                     начальный вывод меню и выбор действия

List     =          k/menu/. k/act/ k/pnkt/..

*                      вывод меню

menu     =          k/prout/ '0. Завершить программу.'.

                    k/prout/ '1. Инициализировать список.'.

                    k/prout/ '2. Добавить элемент списка.'.

                    k/prout/ '3. Найти данные по ключу.'.

                    k/prout/ '4. Удалить элемент по ключу.'.

                   k/prout/ ' Выберите пункт меню.'.

*                    выбор пункта меню

pnkt            =  k/numb/ k/card/..

*                    выбор действия
act             =

         /0/    =

         /1/    =  k/Init/. k/menu/. k/act/ k/pnkt/..

         /2/    =  k/In/. k/menu/. k/act/ k/pnkt/..

         /3/    =  k/inkey/. k/Find/. k/prd/. k/menu/. k/act/ k/pnkt/..

         /4/    =  k/inkey/. k/Out/. k/prd/. k/menu/. k/act/ k/pnkt/..

         E1     =

*                     ввод ключа
inkey    E1     =  k/key/ k/numb/ k/prout/'Ключ: '. k/card/...

*                     ввод данных
indat    E1     =  k/data/ k/prout/'данные: '. k/card/..

*                     инициализация списка

Init     E1     =  k/pl/.

*                     добавление элемента

In       E1     =  k/pl/ k/new/ k/gtr/ /pl/. (k/rdr/ /key/ k/inkey/..)

                                                                   k/rdr/ /data/ k/indat/....

*                     поиск по ключу: опред. тек.эл. cur

Find            =  k/wtr/ /pred/. k/wtr/ /cur/ k/rdr/ /pl/..

                                                                    k/f1/ k/rdr/ /cur/..

*                     нет текущего? не найден : анализ текущего

f1              =   k/data/ 'Не найден'.

      S(R)c     =   k/f2/ k/rdr/ k/rdr/ /cur/...

*                         анализ текущего
f2  S(R)n(S(N)k)Ed   =   k/wrt/ /next/ Sn. k/data/ Ed. k/f3/ Sk.

*                     сравнение ключей k–key

f3    S(N)k      =   k/f4/ k/sub/ (Sk) k/rdr/ /key/...

*                    k=key? найден : следующий

f4    /0/        =

      E1         =  k/pred/ k/cur/ k/next/... k/f1/ k/rdr/ /cur/..

*                    вывод результата из данных

prd   E1         =  k/prout/ k/rdr/ /data/..

*                    удаление: есть ли ключ?

Out   E1         =  k/Find/. k/o1/ k/rdr/ /cur/..

*                    удаление: есть ли предыдущий?

o1               =  k/data/ 'Не найден'.

      Vc         =  k/o2/ k/rdr/ /pred/..

*                    удаление: есть ли предыдущий?

o2               =  k/pl/ k/rdr/ /next/.. k/data/ 'Удален'.

      Vp         =  k/o3/ k/rdr/ k/rdr/ /pred/...

*                    удаление: изменение предыдущего

o3   S(R)cEd     =  k/wtr/ /pred/ k/rdr/ /next/. Ed. k/data/ 'Удален'.

              END

Отметим, что в случае, когда в статическом ящике A находится ссылка на другой динамический ящик %B, к которой мы непосредственно не можем обратиться, то для получения данных последнего ящика нужно дважды вызвать данные:

k/rdr/ k/rdr/ /A/..

В результате первого вызова функции rdr в поле зрения появится ссылка на динамический ящик (как содержимое ящика A ), а в результате второго вызова этой функции в поле зрения будет возвращено содержимое динамического ящика. Это и используется в вышеприведенной программе. Прокомментируем некоторые сложные функции этой программы.

Добавление элемента определяется функцией In. Ее выполнение начинается с получения ссылки в ящике головы списка pl (для первого вводимого элемента списка эта ссылка пустая и означает конец списка, а для последующих данных, определяемых динамическими ящиками, она уже не пустая), которая является первой частью тройки добавляемого элемента. Затем осуществляется ввод ключа нового элемента и определение этого значения в структурных скобках и, наконец, ввод данных этого элемента и определение этого значения в качестве последней части тройки элемента. После этого эти данные записываются в новый динамически определяемый элемент, а ссылка на него записывается в ящик головы списка.

Поиск элемента по ключу определяется функцией Find и вспомогательными функциями f1, f2, f3, f4. Действия функции Find начинаются с записи в ящик pred предыдущего элемента пустой ссылки и с записи в ящик cur текущего элемента ссылки на первый элемент списка, находящейся в ящике pl головы списка. Затем для текущего элемента списка вызывается функция f1, которая в случае неуспешности поиска (ссылка на текущий элемент пустая) записывает в ящик data отыскиваемых данных фразу 'Не найден'. В случае же непустой ссылки на текущий элемент f1 вызывает функцию f2, передавая ей на анализ этот элемент. Функция f2 анализирует данные текущего элемента, разбивая его на ссылку на следующий элемент (записывается в ящик next ), ключ и данные (записываются в ящик data данных). Затем она отправляет этот ключ функции f3 (для сравнения с поисковым ключом в ящике key ), которая готовит разность ключей и отправляет ее для решения функции f4. Эта функция при равенстве ключей (разность ключей равна 0) заканчивает вычисления поиска (в ящике data уже находятся искомые данные), а в ином случае сначала изменяет ссылку текущего элемента на следующий элемент, а ссылку предыдущего элемента - на прежний текущий элемент, и затем вызывает функцию f1 для нового текущего элемента.

Удаление элемента по ключу осуществляется функцией Out и вспомогательными функциями o1, o2, o3. Действия начинаются с поиска Find элемента по ключу и передачи текущего определенного элемента функции o1 для анализа. Функция o1 при пустой ссылке текущего элемента записывает в ящик data неуспешность поиска, а в ином случае передает эту ссылку функции o2 для подготовки удаления элемента из списка. Функция o2 в случае пустой ссылки предыдущего элемента изменяет ссылку в головном указателе pl на ссылку на следующий элемент (и этим ликвидирует текущий элемент списка), а в случае непустой ссылки предыдущего элемента передает функции f3 эту ссылку для удаления текущего элемента списка. Функция f3 записывает в ящик pred предыдущего элемента ссылку на следующий элемент, сохраняя остальные данные предыдущего элемента. Этим также заканчивается удаление текущего элемента.

5.1.6. Язык РЕФАЛ: Рефал-5

Рефал-5

Синтаксические отличия

Рефал-5 является современной версией Рефала, введенной автором в конце прошлого века. Некоторые отличия являются только синтаксическими и связаны с тем, что язык стал использоваться с современными операционными системами (в частности, с Windows). Перечислим их сначала, а затем перейдем к описанию новых структурирующих конструкций, делающих язык еще более лаконичным и мощным.

1. Литеры, как и прежде, записываются в апострофах, но символы-метки записываются без ограничителей (косой черты) или в двойных кавычках.

2. Числа (ранее символы-числа) представляют собой последовательность цифр со знаком "+" или "-" либо без знака.

3. Переменные начинаются со строчной буквы s, t или e, за которой следует индекс - цепочка букв, цифр и знаков "-", "_". s -переменные имеют значением символы, t -переменные - термы, а e -переменные - любые выражения, включая пустые. Точка может отделять первую букву переменной от ее индекса.

4. Левая часть рефал-предложения называется образцом , а правая часть - результатным выражением . Каждое рефал-предложение заканчивается точкой с запятой.

5. Определение функции имеет следующий синтаксис:

имя-функции { последовательность рефал-предложений };

6. Вызов функции записывается в уголковых скобках "<" и ">", т.е. функциональными скобками являются уголковые.

7. Комментарии записываются одним из следующих способов:

· строка, начинающаяся со знака "*";

· окончание строки после "//";

· между "/*" и "*/".

8. Входом в программу является всегда функция GO, с которой начинается выполнение.

9. Директив нет. Внешние функции перечисляются после ключевого слова $EXTERNAL (или $EXTERN, или $EXTRN ). Функция, являющаяся входом (используется в других модулях), описывается после ключевого слова $ENTRY.

В качестве примера оформления модулей в Рефале-5 рассмотрим приведенное ниже описание функции факториал Fact в модуле M1 и ее вызов в модуле M2:

Файл M1.REF:

* Функция Fact вычисляет произведение чисел от 1 до sN

*   Здесь используются краткие обозначения для

*   встроенных арифметических функций

$ENTRY Fact {

               0 = 1;

               sN = <* sN <Fact <– sN 1>>>;

            };

Файл M2.REF:

* Головной модуль для вызова функции Fact

*   Здесь используются расширения Рефала,

*   а также встроенные функции ввода-вывода

*   и преобразований символов

$EXTERN Fact;

$ENTRY GO { ,

   <PRINTLN 'Введи число:'> ,

   <READ_LINE> : {

   = ;

   e1 = <PRINTLN 'Fact(' e1 ') = ' <Fact <NUMB e1>>> <GO>;

                 };

          };

В модуле М1 используются стандартные арифметические функции "*" для умножения и "-" для вычитания (перечисление стандартных функций в Рефале-5 не требуется).

В модуле M2 ввод числа функцией READ\_LINE и вычисление факториала от этого числа повторяется (вызов функции GO ). Окончанием работы программы является ввод пустой строки. Введенное число преобразуется из символьного представления в числовое стандартной функцией Numb, затем вызывается внешняя функция Fact вычисления факториала от введенного числа, после чего следует вывод строки:

Fact ( значение_числа ) = значение_факториала:

Условие

Введение условия в рефал-предложение позволяет увеличить мощь Рефала за счет значительного сокращения написания дополнительных функций.

Для того чтобы продемонстрировать смысл и значение вводимой конструкции, мы сначала рассмотрим пример:

требуется написать функцию CBD, которая из входной строки выделяет

 ее начало, ограниченное одним из некоторого множества символов: {"|", ",", ";"}.

Для решения этой задачи требуется во входной строке искать слева направо первый из указанного множества символов. Можно было бы для каждого символа из указанного множества написать свое рефал-предложение, но неясно, какой из них является в строке первым. К тому же в примере множество содержит только 3 символа, но если значительно расширить множество, то придется в решение вставлять очень много рефал-предложений, т. е. получить плохое неструктурированное решение. Поэтому будем решать задачу поэтапно.

Прежде всего заметим, что задача нахождения в строке терма из некоторого множества является достаточно общей и полезно написать функцию Include ("содержит"), которая узнает, содержит ли данный список термов заданный терм:

Include {

            (e1 tA e2) tA = T;

            (e1) tA = F;

        };

Обращение к ней имеет вид: <Include (eL) tA>. Результатом является символ-слово T, если список eL содержит терм tA, а в противном случае - символ-слово F. Структурные скобки позволяют улучшить понятность выражения-аргумента этой функции.

Теперь вернемся к основной функции CBD. Можно по очереди рассматривать символы строки и проверять, содержится ли очередной символ в указанном множестве, для чего вызывать функцию Include. Анализ результата вызова Include можно поручить какой-либо вспомогательной функции, скажем CBDO, которая в случае отрицательного результата (значение F ) снова вызовет функцию CBD для анализа уже следующего символа, а в случае положительного результата (значение T ) удалит остаток строки и закончит работу. Решение это будет выглядеть следующим образом:

CBD {

        sA eL = <CBDO sA eL <Include ('|,;') sA> >;

        = ;

    };

CBDO {

        sA e1 F = sA <CBD e1>;

        sA e1 T =;

     };

Такое решение, связанное с взаимной рекурсией двух функций, недостаточно наглядно. Хотелось бы в рефал-предложение функции CBD ввести условие так, чтобы в случае его выполнения (символ не принадлежит указанному множеству), мы могли бы продолжить проверку следующего такого символа за счет рекурсивного обращения. В случае же невыполнения условия (очередной символ принадлежит указанному множеству) мы должны закончить анализ и отбросить дальнейшую часть строки. Это решение имело бы следующую структуру:

CBD {

        sA eL, [sA не принадлежит множеству] = sA <CBD eL>;

        eL = ;

    };

Определим теперь синтаксис условия. Условие записывается после образца в виде:

, Er : Ep,

где Er - произвольное результатное выражение, а Ep - произвольный образец. В одном рефал-предложении может быть несколько условий. Выражение Er может содержать переменные, которые уже встречались в этом же предложении слева от запятой. Образец Ep может содержать как старые, так и новые переменные. Условия "работают" последовательно, после того как успешно завершится основное сопоставление, следующим образом:

1. Значения старых переменных подставляются в Er и Ep, и в результате получаются рабочее выражение E'r и новый образец E'p.

2. Затем E'r вычисляется, и результат вычислений - объектное выражение E'r - сопоставляется с образцом E'p.

3. В случае успеха новые переменные с их значениями добавляются к списку старых переменных, и продолжается вычисление предложения (следующих условий или правой части).

4. В случае неуспеха работа переходит на предыдущий образец: последний вариант сопоставления отвергается, и продолжается поиск других вариантов.

Перепишем функцию CBD с использованием условия:

CBD {

        sA eL, <Include ('|,;') sA> : F = sA <CBD eL>;

        eL = ;

    };

Заметим, что второе предложение объединяет два случая: когда строка начинается с разделителя и когда она пуста.

Мы можем еще упростить эту функцию, используя правило отождествления слева направо, при котором будет автоматически искаться первый символ, принадлежащий указанному множеству:

CBD {

        e1 sA e2, <Include ('|,;') sA> : T = e1;

        e1 = e1;

    };

Последний вариант иллюстрирует возможность того, что неуспех в условии не отвергает сразу предложение, а вызывает переход к следующему варианту сопоставления в предыдущем образце.

Название введенной конструкции " условие " не совсем точно отражает ее смысл: кроме проверки условия, ее результатом является также присваивание значений новым переменным. Часто именно в них и заключен весь смысл условия. Будем содержательно различать 3 вида условий:

1. чистые условия - не определяют новых переменных (как в примере);

2. чистые присваивания - безусловно срабатывают и для этого используются;

3. условные присваивания - смешанный случай.

Рассмотрим другой пример сложения: функция Add складывает два числа, представленные в виде цепочек десятичных цифр, используя функцию сложения двух цифр Ad-digits:

Add {

       (e1 sA) (e2 sB) , <Ad-digits sA sB> : e.Car s.Sum

                    = <Add (<Add (e1) (e2)>) (e.Car)> s.Sum;

       (e1) (e2) = e1 e2;

    };

Ad-digits {

                 '0' sX = sX;

                 sX '0' = sX;

                 '11' = '2';

                 . . .

                 '99' = '18';

          };

Условие в первом предложении содержательно является чистым присваиванием, поскольку, с учетом возможных результатов функции Add-digits, сопоставление всегда выполняется успешно. В результате выполнения условия происходит сложение младших разрядов обоих чисел и результат сложения присваивается: младший разряд - переменной s.Sum, а старший разряд - разряд переноса - переменной e.Car (может иметь пустое значение, которое трактуется как '0'). За счет рекурсивного обращения к функции Add процесс сложения разрядов идет справа налево с добавлением переноса. Как только одно из чисел станет пустым (все его разряды будут сложены с разрядами другого), слева к результату сложения младших разрядов дописывается левая часть, оставшаяся от другого числа. Таким образом, программа демонстрирует экономное сложение столбиком.

Следующий пример демонстрирует возможность использования рекурсии в условиях.

Задача о назначении. Жители поселка N создали несколько общественных 

организаций. Каждый житель может входить в несколько организаций 

или ни в одну. Имеется список членов каждой организации.

Требуется выбрать в каждой организации председателя так, чтобы никто 

не занимал двух постов сразу.

Формально: дан список термов (общественных организаций), каждый из которых есть список символов в скобках (членов организации). Функция Assign должна построить список символов (председателей организаций, в котором все символы различны, и на                i -м месте стоит символ из i -го терма. Если построение удастся, то результатом станет этот список в скобках, если же решений нет, то результат - символ '*'.

Для того чтобы решить задачу, сначала ее усложним: сведем ее к функции Assign1, которая имеет еще один аргумент - "запрещенное множество" eZ, т. е. список символов, которые нельзя использовать. Идея состоит в том, что символы, отобранные из части термов, составляют "запрещенное множество" при отборе из другой части.

Assign { eA = <Assign1 () eA>; };

Assign1 {

           (eZ)                                         = (eZ);

           (eZ) (e1 sA e2) eX , <Include (eZ) sA> : F,

                         <Assign1 (eZ sA) eX> : (eR)    = (eR);

           (eZ) eX                                      = ’*’;

        };

В этом решении функция Assign вызывает функцию Assign1 c дополнительным слева пустым списком, который и должна наполнить эта функция. Для его наполнения функция Assign1 во втором своем рефал-предложении исследует очередной терм (очередной организации), и если в этом терме найдется символ sA, не входящий в список sZ (первое условие), то этот символ включается в список вторым условием, но только в том случае, когда такое назначение не помешает назначениям для последующих термов, для чего во втором условии делается рекурсивный вызов Assign1. Если решение задачи существует, то второе рефал-предложение сформирует полностью список sZ и, вызвав первое рефал-предложение, закончит работу благополучно, возвратив список sZ (интерпретация переменной eR может быть любая - например, пустое выражение). Если же решения не существует, то для какого-либо очередного терма не найдется решения во втором рефал-пр едложении, и функция закончит работу, вызвав третье рефал-предложение (возврат символа '*').

Анализ приведенного решения показывает, что здесь имеет место полный перебор возможных назначений: если имеется n организаций по m членов, то трудоемкость алгоритма - [image: image981.png]O(m'")



. В то же время для такой задачи о назначениях существует алгоритм трудоемкости [image: image982.png]O(mn?)



. 

Блок

Другой структурирующей конструкцией Рефала-5 является блок. Он используется в тех случаях, когда несколько рядом стоящих предложений начинаются с одинаковых образцов, либо с одинаковых условий, либо с одинаковых левых частей условий. Такие группы можно объединять в блоки, вынося общее начало "за скобки". Это преобразование может изменить смысл программы. Поэтому следует обратить внимание на семантику блока, которая определяется ниже.

Рассмотрим в качестве примера функцию Merge слияния двух упорядоченных последовательностей в одну упорядоченную последовательность. Используемая при этом функция Compare сравнивает первые термы исходных последовательностей и результатом выдает символ '<', если терм первой последовательности меньше терма второй последовательности; символ '=', если термы равны; и символ '>', если терм первой последовательности больше. Функция Compare используется в условии функции Merge.
Merge {

    (tA e1)(tB e2), <Compare (tA tB)> : '<'

                                   = tA <Merge (e1) (tB e2)>;

    (tA e1)(tB e2), <Compare (tA tB)> : '='

                                   = tA tB <Merge (e1) (e2)>;

    (tA e1)(tB e2), <Compare (tA tB)> : '>'

                                   = tB <Merge (tA e1) (e2)>;

    (e1)(e2) = e1 e2;

      }

В этом примере первые 3 рефал-предложения функции Merge начинаются с одинаковых образцов и одинаковых левых частей условий. Их можно вынести за фигурные скобки блока, оставив в блоке результатные окончания этих предложений.

В общем случае при исполнении блок заменяется на одно из входящих в него окончаний. Вначале делается попытка использовать первое окончание. Но если его исполнение завершается неуспехом, то выбирается второе, и т.д. Если же последнее окончание блока оканчивается неуспехом, то весь блок оканчивается аварийно (в Рефале-6 - неуспехом).

При использовании конструкции блока программа функции Merge станет более наглядной:

Merge {

  (tA e1)(tB e2), <Compare (tA tB)> : {

               '<' = tA <Merge (e1) (tB e2)>;

               '=' = tA tB <Merge (e1) (e2)>;

               '>' = tB <Merge (tA e1) (e2)>;

                 }

  (e1)(e2) = e1 e2;

      }

В общем случае образцовым окончанием называется окончание предложения, начинающееся с образца условия, а последовательность образцовых окончаний, заключенную в фигурные скобки, назовем образцовым блоком . Заметим, что тело функции всегда является образцовым блоком. Для полноты картины в качестве тела функции будем допускать не только блок, но и образцовое окончание, т. е. наружные фигурные скобки могут опускаться, если тело состоит из одного окончания.

В описанном примере мы выделили образцовый блок, который этой структурой не только сделал программу более наглядной, но и сделал ее более эффективной - результатная часть условия вычисляется лишь 1 раз, а затем по очереди сравнивается с образцами образцового блока.

По аналогии с образцовым окончанием и образцовым блоком вводятся результатное окончание и результатный блок. Результатным окончанием называется окончание рефал-предложения, начинающееся с результатного выражения, входящего в условие, а результатным блоком называется последовательность результатных окончаний, заключенная в фигурные скобки. Результатный блок следует применять, когда образцы рефал-предложений одинаковые, а результатные выражения их условий - разные.

Рассмотрим пример определения функции Compset , которая сравнивает 2 множества на включение и возвращает в качестве результата символ '<', если первое множество включено во второе, символ '>', если первое множество включает второе, и символ '?', если ни одно из множеств не включено в другое. При описании будем использовать функцию Diff, которая определяет разность 2 множеств - множество из элементов, входящих в первое множество и не входящих во второе множество. Функцию Compset можно описать следующим образом:

Compset {

  (e1) (e2) , <Diff (e1) (e2)> : = '<';

  (e1) (e2) , <Diff (e2) (e1)> : = '>';

  (e1) (e2) , : = '?';

      }

Все 3 рефал-предложения имеют одинаковые образцы, но результатные части условий у них разные (в третьем предложении оно пустое). Что касается правых образцовых частей условий, то они во всех предложениях пустые. Условие первого предложения выполняется, если разность первого и второго множества пустая, т. е. первое множество включено во второе. Условие второго предложения выполняется, когда второе множество включено в первое. Наконец, условие третьего предложения всегда выполняется: пустой результат сопоставляется с пустым образцом. Так как условия разные, то можно образовать результатный блок, вынеся общий образец всех трех предложений за скобки:

Compset (e1) (e2) , {

       <Diff (e1) (e2)> : = '<';

       <Diff (e2) (e1)> : = '>';

       : = '?';

                    }

5.2. Машины Тьюринга
5.2.1. Основные положения и определения

Другой стандартной формой представления любого алгоритма являются функциональные схемы, реализуемые в машинах Тьюринга (рис.1). 
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Рис. 1. Машииа Тьюринга

Слова, перерабатывае​мые в данном алфавите [image: image984.png]1€y, &oy onny Gty



 называемом внешним алфа​витом машины, изображаются в ячейках неограниченной ленты (НЛ), причем в каждой ячейке может храниться только один символ.
Работа машины происходит в дискретном времени. На каждом такте обозревается единственная ячейка и считываемый символ ξі заменяется другим ξj (i = j означает, что символ не изменяется), который определяется состоянием машины sk в данный тактовый момент из множества ее возможных состояний[image: image985.png]1815 894 veey S s



 Кроме того, вырабатывается последующее состояние машины и команда, уп​равляющая перемещением по ленте, которая подготавливает оче​редную ячейку для обозрения на следующем такте. Таких команд в машине Тьюринга только три: П — обозревать соседнюю справа ячейку, Л — обозревать соседнюю слева ячейку и H — продол​жать обозревать прежнюю ячейку. Совокупность символов {s1, s2,   ..., sn} и (П, Л, Н) образует внутренний  алфавит машины.
Функциональная схема, соответствующая какому-либо алгоритму, задается подобно общей таблице переходов конечного автомата  с некоторыми несущественными отличиями. Обычно строки таб​лицы соответствуют символам внешнего алфавита[image: image986.png]Eay oovy Epny



 а столбцы — состояниям машины s1, s2,   ..., sn. В каждой клетке записы​вается тройка символов, обозначающих замещающий символ из внешнего алфавита, управляющую команду и последующее состоя​ние. Например, функциональная схема, соответствующая алгоритму сложения (числа представляются совокупностью единиц или просто «палочек», общее количество которых равно данному числу, причем все они расположены в ячейках без пропусков) имеет вид:       [image: image987.png]s | s Sy
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Знак «!» используется для обозначения cmon-состояния, при наступлении которого процесс останавливается и результирующее слово считывается по ленте, а через [image: image988.png]


обозначается пустой символ.
Функциональная таблица полностью определяет функциони​рование машины и реализуется в ней логическим блоком (ЛБ). На
два его входа подаются считываемые символы, над которыми совер​шаются операции (замена другими символами), и состояния, играю​щие роль команд, определяющих эти операции. На одном из выхо​дов логического блока образуется символ, который в данном такте замещает на ленте обозреваемый символ, а на остальных двух вы​ходах — команды, определяющие функционирование машины на следующем такте (перемещение по ленте и новое состояние). Для запоминания этих команд вводятся задержки З1 и З2, представляю​щие собой внутреннюю память машины.
Перед началом работы на ленту наносится исходное слово и задаются начальные условия, т. е. указывается первая обозрева​емая ячейка и начальное состояние. После пуска ма​шины процесс преобразо​вания информации проис​ходит автоматически.
Пусть, например, тре​буется сложить числа 4 и 6.   Исходное   слово   на
ленте   запишется   в   виде 1111 + 111111. В соответствии с приведенной выше схемой  сложения  начальные условия определяются ячейкой с крайней левой единицей и состоянием s1. На первом такте единица стирается, выдается команда сдвига вправо и пере​хода в состояние[image: image989.png]


 Последующие такты сводятся к сдвигам направо сквозь все единицы (lПs3) и знак + (+Пs3) до тех пор, пока не будет достигнута первая пустая ячейка. Тогда в эту пустую ячейку вписывается единица и машина переходит в состояние s2 (lНs2). При состоянии s2 происходят сдвиги в обратном направлении через все символы 1 и + до первой пустой ячейки слева. После этого происходит сдвиг вправо, левая крайняя единица стира​ется, и машина переходит в состояние[image: image990.png]


 В результате этого цикла единица левого слагаемого оказалась перенесенной в правее слагаемое, что соответствует слову 111 + 1111111 (сумма не изме​няется). Очевидно, через четыре таких цикла исходное слово преоб​разуется к виду +1111111111. К началу пятого цикла обозревается символ + при состоянии s1, который стирается и происходит оста​новка [image: image991.png](A HI).



 В результате получим слово 1111111111, соответству​ющее числу  10.
Описанные машины Тьюринга являются специализированными: каждому алгоритму соответствует своя машина. Рассматривая функциональную схему как описание программы, можно прийти к понятию универсальной машины Тьюринга, которая реализует любой алгоритм, если на ее ленту, кроме исходных данных, запи​сана соответствующая программа. Таким образом, интуитивное понятие алгоритма получает точное определение как процесс, который может быть представлен функциональной схемой и реализо​ван машиной Тьюринга. 
Напомним, что машина Тьюринга состоит из: 1) управляющего устройства, которое может находиться  в одном из состояний, образующих конечное множество Q = {q1, ..., qп}, 2) ленты, разбитой на ячейки, в каждой из которых может быть записан один из символов конечного алфавита А = { а1 , ..., ат}, 3) устройства обращения к ленте, т. е. считывающей и пишущей головки, которая в каждый момент времени обозревает ячейку ленты, в зависимости от символа в этой ячейке и состояния управляющего устрой​ства записывает в ячейку символ (быть может, совпадаю​щий с прежним или пустой, т. е. стирает символ), сдви​гается на ячейку влево или вправо или остается на месте; при этом управляющее устройство переходит в новое со​стояние (или остается в старом). Среди состояний управляю​щего устройства выделены начальное состояние q1 и заклю​чительное состояние, которое будем обозначать qz (z здесь понимается не как числовая переменная, а как мнемониче​ский знак конца). В начальном состоянии машина нахо​дится перед началом работы; попав в заключительное со​стояние, машина останавливается.
Таким образом, память машины Тьюринга — это конеч​ное множество состояний (внутренняя память) и лента (внешняя память). Лента бесконечна в обе стороны, однако в начальный момент времени только конечное число ячеек ленты заполнено непустыми символами, остальные ячейки пусты, т. е. содержат пустой символ λ (пробел). Из характера работы машины следует, что и в любой последующий мо​мент времени лишь конечный отрезок ленты будет заполнен символами. Поэтому важна не фактическая (как говорят в математике, актуальная) бесконечность ленты, а ее неограниченность, т. е. возможность писать на ней сколь угодно длинные, но конечные слова. Данные машины Тью​ринга — это слова в алфавите ленты; на ленте записы​ваются и исходные данные, и окончательные результаты. Элементарные шаги машины — это считывание и запись символов, сдвиг головки на ячейку влево и вправо, а также переход управляющего устройства в следующее состояние. Детерминированность машины, т. е. последовательность ее шагов, определяется следующим образом: для любого внут​реннего состояния qi и символа аj однозначно заданы: а) следующее состояние q'I;                    б) символ аj', который нужно записать вместо аj  в ту же ячейку (стирание символа будем понимать как запись пустого символа λ);                в) направление сдвига головки dk, обозначаемое одним из трех символов: L (влево), R (вправо), Е (на месте). Это задание может опи​сываться либо системой правил (команд), имеющих вид:
[image: image992.png]41y > qiady,



 (1)
либо таблицей, строкам которой соответствуют состояния, столбцам — входные символы, а на пересечении строки qi и столбца aj записана тройка символов [image: image993.png]qindg,



 и, наконец, блок-схемой, которую будем называть диаграммой переходoв. В этой диаграмме состояниям соответствуют вершины, a правилу вида (1) — ребро, ведущее из qi в q′i, на котором  написано [image: image994.png]; ~> QiGp.



Условие однозначности требует, чтобы для любого j и любого i ≠ z в системе команд имелась одна команда, аналогичная (1) с левой частью qiaj, состояние qz в левых частях команд не встречается. На диаграмме переходов это выражается условием, что из каждой вершины кроме qz выходят ровно т ребер, причем на разных ребрах левые части различны; в вершине qz нет выходящих ребер. В дальнейшем договоримся опускать символы [image: image995.png]gi U Qp



 если q′i =qi, a′j = aj.
Полное состояние машины Тьюринга, по которому одно​значно можно определить ее дальнейшее поведение, опре​деляется ее внутренним состоянием, состоянием ленты (т. е. словом, записанным на ленте) и положением головки на ленте. Полное состояние будем называть конфигурацией или машинным словом и обозначать тройкой α1qiα2, где qi — текущее внутреннее состояние, α1 — слово слева от головки, а α2— слово, образованное символом, обозревае​мым головкой, и символами справа от него, причем слева от α1 и справа от α2 нет непустых символов. Например, кон​фигурация с внутренним состоянием qi, в которой на ленте записано abcde, а головка обозревает d, запишется как abcqide. Стандартной начальной конфигурацией назовем конфигурацию вида q1α, т. е. конфигурацию, содержащую начальное состояние, в которой головка обозревает крайний левый символ слова, написанного на ленте. Аналогично стандартной заключительной конфигурацией назовем кон​фигурацию вида qzα . Ко всякой незаключительной конфигу​рации К  машины Т применима ровно одна команда вида (1), которая К переводит в конфигурацию К'. Это отно​шение между конфигурациями обозначим[image: image996.png]


если из контекста ясно, о какой машине Т идет речь, индекс Т будем опускать. Если для K1 и Кп существует последо​вательность конфигураций [image: image997.png]


 такая, что [image: image998.png]


 обозначим  это [image: image999.png]


 Например, если в системе команд машины Т имеются команды [image: image1000.png]
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 и [image: image1002.png]
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 и, следовательно, [image: image1004.png]Golgyda == iUl



   Последовательность конфигураций [image: image1005.png]K7 a7 -




 однозначно    определяется исходной конфигурацией К1 и полностью описывает работу машины Т, начиная с К1. Она конечна, если в ней встретится заключительная конфигурация (содержащая qz), и бесконечна в противном случае.
Пример 2. 1) Машина с алфавитом A == {1, λ}, состоя​ниями {q1, qz) и системой команд[image: image1006.png]gl - ¢lR, gjA — IR



из любой начальной конфигурации будет работать бесконечно, заполняя единицами всю ленту вправо от начальной точки.
2) Для любой машины T, если [image: image1007.png]N2 K= Ay
T T



и Кi = Кj,
последовательность[image: image1008.png]


является беско​нечной: ее отрезок [image: image1009.png]


 будет повторяться (заци​клится).
Если [image: image1010.png]Cla%y = B19:Pzs



то будем говорить, что машина Т
перерабатывает слово[image: image1011.png]


в слово[image: image1012.png]BB



 и обозначать это
[image: image1013.png]


 Запись Т (α) иногда будем употреблять и в другом смысле — просто как обозначение машины Т с исходными значениями α.
Для того чтобы говорить о том, что могут делать машины Тьюринга, необходимо уточнить, как будет интерпретиро​ваться их поведение и как будут представляться данные. Исходными данными машины Тьюринга будем считать запи​санные на ленте слова в алфавите исходных данных Aисх [image: image1014.png]{A

wex &=



 и векторы из таких слов (словарные векторы над Aисх). Это значит, что для каждой машины будут рас​сматриваться только те начальные конфигурации, в кото​рых на ленте записаны словарные векторы над Aисх. Запись на ленте словарного вектора [image: image1015.png]oy, ...

, Qp)



 назовем правильной, если она имеет вид [image: image1016.png]QgARA L0 A,



  (при условии, что [image: image1017.png]At Ay



 либо [image: image1018.png]Oy = Oy # o0y #8g y 0p,y



 где * — специальный символ-разделитель, не входящий в Aисх . Для любого вектора Vucx над Aисх машина Т либо работает бесконечно, либо перерабатывает его в совокупность слов (разделенных пробелами) в алфавите, который назовем алфавитом ре​зультатов и обозначим [image: image1019.png]


и Арез могут пересекаться и даже совпадать. В ходе работы на ленте могут появляться символы, не входящие в Aисх и Арез  и образующие проме​жуточный алфавит Aпр (содержащий, в частности, раздели​тель). Таким образом, алфавит ленты [image: image1020.png]A=A, U 4,5 U A



 В простейшем случае [image: image1021.png]



Пусть f— функция, отображающая множество векторов над Aисх в множество векторов над Aрез. Машина Т пра​вильно вычисляет функцию f, если: 1) для любых V и W, таких, что
[image: image1022.png]FV)y = W.gV*=qW"




где  V* и W* — правильные записи V и W соответственно; 2) для любого V, такого, что f (V) не определена, машина Т, запущенная в стандартной начальной конфигурации q1V*, работает бес​конечно. Если для f существует машина T, которая ее правильно вычисляет, функция f называется правильно вычислимой по Тьюрингу.
С другой стороны, всякой правильно вычисляющей ма​шине Тьюринга, т. е. машине, которая, начав со стандарт​ной начальной конфигурации q1α, может остановиться только в стандартной заключительной конфигурации qzβ, можно поставить в соответствие вычисляемую ей функцию. Две машины Тьюринга с одинаковым алфавитом Aисх будем называть эквивалентными, если они вычисляют одну и ту же функцию. В частности, машины из примеров 2 экви​валентны, так как они вычисляют одну и ту же нигде не олределенчую (пустую) функцию.
Пример 3. Если машина Т содержит команды [image: image1023.png]


[image: image1024.png]


 и [image: image1025.png]


то, заменив эти две команды коман​дой [image: image1026.png]Git; = Qi & Gz



   получим машину Т′ эквивалентную Т.
Путем таких преобразований можно в машине Т убрать все команды, содержащие Е, для случая, когда q′i — незаклю​чительное состояние, при этом может сократиться число состояний (некоторые q′i не войдут в правые части новых команд и станут недостижимыми из q1). Если q′i — заключи​тельное состояние, то, введя новое заключительное состоя​ние qn+1 и заменив команду[image: image1027.png]q; = L



на m + 1 команду
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(m — число буквв A), получим машину, также эквивалентную Т. Таким образом, для любой машины Т существует эквивалентная ей машина, не содержащая в командах Е; поэтому можно рассматривать машины, головки которых на каждом шаге движутся.
Определения, связанные с вычислением функций, задан​ных на словарных векторах, даны с явным «запасом общ​ности» и имеют в виду переработку нечисловых объектов. В дальнейшем это понадобится; однако в ближайшее время будут рассматриваться числовые функции, точнее, функции, отображающие N в N. Договоримся представлять нату​ральные числа в единичном (унарном) коде, т. е. для всех числовых функций Aисх  = {1} либо               Aисх = {1, *} и число х представляется словом 1 ...1 = 1х, состоящим из х единиц. Таким образом, числовая функция f (х1, ..., хп) правильно вычислима по Тьюрингу, если существует машина Т, такая, что [image: image1029.png]FANES PRI W R L
T



 когда[image: image1030.png]


 и Т работает бесконечно,  начиная  c [image: image1031.png]A REED S PROES AN



 когда [image: image1032.png]Flx, ...
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 не определена.
Начав с довольно общих определений абстрактных ма​шин, мы затем ввели при определении вычислении на этих машинах ряд ограничений, связанных с правильной запи​сью, правильным вычислением, представлением чисел в весьма неэкономном единичном коде и т. д. Не теряется ли при этом общность? Действительно, возможны другие оп​ределения вычисления: например, можно в заключительной конфигурации допускать символы из промежуточного ал​фавита Aпр, а результатом считать слово в Aрез, которое по​лучится, если символы из Апр выкинуть и «сдвинуть» остав​шиеся куски. В частности, если               Aрез = {1}, то результатом будет число, равное числу единиц на ленте в заключитель​ной конфигурации. Оказывается, что потери общности не происходит; в частности, если функция вычислима в по​следнем смысле, то она правильно вычислима. Не будем заниматься детальным доказательством этого утверждения в общем виде, однако проиллюстрируем его справедли​вость на примерах (см. далее пример 7). Поэтому обычно прилагательное «правильный» будем опускать и говорить просто о функциях, вычислимых по Тьюрингу.
Пример 4. 1) Сложение. Во введенном ранее представлении чисел сложить числа а и b — это значит слово la * lb  переработать в слово la+b, т е   удалить разделитель * и сдвинуть одно из слагаемых, скажем, первое, к другому. Это преобразование осуществляет машина T+ с четырьмя состояниями и следующей системой команд (первая команда введена для случая, когда а =0 и исходное слово имеет вид *1b):
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В этой системе команд перечислены не все сочетания состояний машины и символов ленты: опущены те из них, которые при стандартной начальной конфигурации никогда не встретятся. Опускать ненужные команды будем и в даль​нейшем; в таблицах это будет отмечено прочерками. Диаграмма переходов Т+ приведена на рис.1, заключительное состояние отмечено двойным кружком.
[image: image1034.png]



Рис.1,
2) Копирование (перезапись) слова, т. е пере​работка слова α в α*α. Для чисел эту задачу решает ма​шина Ткоп, система команд которой приведена в табл. 1.
Таблица 1
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Диаграмма переходов Ткоп дана на рис.2. 
[image: image1036.png]



Рис. 2  
На этой диаграмме (а также последующих) приняты сокращения:                      а) если из qi в qj ведут два ребра с одинаковой правой ча​стью, то они объединяются в одно ребро, на котором левые части записаны через запятую; б) если символ на ленте не изменяется, то он в правой части команды не пишется. На петле в q4 использованы одновременно сба сокращения.
Машина Tкоп при каждом проходе исходного числа 1а заменяет левyю из его единиц нулем и пишет (в состоянии q3) одну единицу справа от 1а в ближайшую пустую клетку. При первом проходе, кроме того, в состоянии q2 стaвится маркер. Таким образом, копия 1a строится за a проходов. После записи очередной единицы машина переходит в со​стояние q4, которое передвигает головку влево до ближай​шего нуля, после чего машина переходит в q1 и цикл по​вторяется. Он прерывается, когда q1 обнаруживает на ленте не единицу, а маркер. Это значит, что все единицы 1а исчер​паны, т. е. сделано а проходов. Тогда головка возвращается влево в свое исходное положение, заменяя по дороге все нули единицами.
5.2.2. Некоторые операции над машинами Тьюринга.
Работа машины Тьюринга полностью определяется исходными дан​ными и системой команд. Однако для того, чтобы понять, как конкретная машина решает данную задачу, как пра​вило, возникает потребность в содержательных пояснениях типа тех, которые приводились для машины Ткоп. Эти пояс​нения часто можно сделать более формальными и точными, если использовать блок-схемы и некоторые операции над машинами Тьюринга.
Напомним, что композицией двух функций[image: image1037.png]hxyuf @



 называется функция[image: image1038.png]gix) = f, (L (¥),



 которая получается при применении f2 к результату вычисления f1. Для того чтобы g (x) была определена при данном х, необходимо и достаточно, чтобы f1 была определена на х и f2 была опре​делена на f1 (х).
Теорема 1. Если[image: image1039.png]Hi{x)y u L (y)



 вычислимы   по Тьюрингу,  то их  композиция[image: image1040.png]fa (L (X))



 также вычислима по Тьюрингу.
Пусть Т1 — машина, вычисляющая f1, а Т2—машина, вычисляющая f2, и множества их состояний соответственно [image: image1041.png]Q= o Gung



 и [image: image1042.png]Qo = {Gary +oer Loy



 Построим  диаграмму переходов машины Т из диаграмм Т1 и Т2 следую​щим образом: отождествим начальную вершину q21 диаграм​мы машины Т2 с конечной вершиной q1z диаграммы машины Т1 (для систем команд это равносильно тому, что систему команд Т2 приписываем к системе команд Т1 и при этом q1z в командах Т1 заменяем на q21). Получим диаграмму с п1 + n2 — 1 состояниями. Начальным состоянием Т объ​явим q11, а заключительным — q2z. Для простоты обозначений будем считать f 1 и f2 числовыми функциями от одной неременной
Пусть [image: image1043.png]


определена.    Тогда [image: image1044.png]T, =1hw



 и
[image: image1045.png]3 ),
= gy,
ol =



 Машина Т пройдет ту же последователь​ность конфигураций  с  той   разницей,   что вместо [image: image1046.png]8 L



 она перейдет в [image: image1047.png]Gy 111490,



 Эта конфигурация является стандартной начальной конфигурацией для машины Т2, поэтому  [image: image1048.png]‘hx'”' &) =3 gy 111l
Te



 Но так  как  все команды Т2 содер​жатся в Т, то [image: image1049.png]aul®
u ?'hlv‘mz
= oz kT2 XN



 и,следовательно, [image: image1050.png]T(1%) = 1t Fatzn |



 Если же f 2(f 1 (х)) не определена, то Т1 или Т2 не остановится и, следовательно, машина Т не остановится. Итак, машина Т вычисляет f 2(f 1 (х)) .

Построенную таким образом машину Т будем называть композицией машин Т1 и Т2 и обозначать Т2 (Т1), а также изображать     блок-схемой (рис.3).
[image: image1051.png]



Pис.3

 Эта блок-схема имеет более точный смысл, так как она всегда предполагает,   что   исход​ными данными машины T2 являются   результаты   T1.
При этом они уже «готовы к употреблению», так как благо​даря правильной вычислимости (которая существенна при композиции) заключительная конфигурация T1 легко пре​вращается в стандартную начальную конфигурацию T2.
Поскольку машина Тьюринга вектор над Аисx воспри​нимает как слово в алфавите[image: image1052.png]


определение ком​позиции и теорема 1 остаются в силе, если T1 и Т2 вычи​сляют функции от нескольких переменных. Важно лишь, чтобы данные для Т2 были в обусловленном виде подготов​лены машиной T1. Это видно на следующем примере.
Пример 5. Машина, диаграмма которой приведена на рис.4, — это машина T+ (Ткоп). 
[image: image1053.png]



Рис.4.
Она вычисляет функцию f (х) = 2х для х ≠ 0; при этом машина Ткоп строит двух-компонентный вектор, а T+ вычисляет функцию от двух переменных.
Для удобства последующих построений установим сле​дующий важный факт. Оказывается, что для вычисления на машине Тьюринга достаточно, чтобы лента была бес​конечной только в одну сторону, например вправо. Такая лента называется правой полулентой.                    Теорема 2. Любая функция, вычислимая по Тьюрингу, вычислима на машине Тьюринга с правой полулентой; иначе говоря, для любой машины Тьюринга Т существует эквивалентная ей машина ТR с правой полулентой. Анало​гичная теорема формулируется для левой полуленты.
Можно предложить по крайней мере две идеи построения такой эквивалентной машины: 1) всякий раз, когда головке прежней машины надо зайти за левый край ленты, новая машина предварительно сдвинет все написанное (вместе с головкой) на клетку вправо; б) лента «перегибается по​полам»; при этом ячейки правой половины прежней ленты размещаются,   скажем,   в   нечетных   ячейках   полуленты,
а ячейки левой половины — в четных. 
Рассмотрим теперь вычисление предикатов на машинах Тьюринга. Машина Т вычисляет предикат Р (α ) (α  — слово в Aисх), если [image: image1054.png])} = W,



  где ω = И, когда Р (α ) истинно, и ω = Л, когда Р (α) ложно. Если же Р (α) не определен, то машина Т, как и при вычислении функций, не останав​ливается. При обычном вычислении предиката уничто​жается α, что может оказаться неудобным, если после Т должна работать другая машина. Поэтому введем понятие вычисления с восстановлением: машина T вычисляет  Р (α ) с восстановлением, если [image: image1055.png]T (o) = oa.



Если существует машина Т, вычисляющая Р (α ), то существует и [image: image1056.png]


 вычисляю​щая Р (ω) с восстановлением. Действительно, вычисление с восстановлением можно представить следующей последовательностью   конфигураций: [image: image1057.png]


[image: image1058.png]


 Первая часть этой последовательности реализуется машиной Ткоп, вторая — простым сдвигом го​ловки до маркера *, третья — машиной TR, вычисляющей              Р (α ) на правой полуленте (одного копирования мало для восстановления, так как копию может испортить основная машина T; нужна машина, не заходящая влево от α ), чет​вертая — переносом ω в крайнее любое положение. Ма​шина [image: image1059.png]


 является композицией указанных четырех машин. Однако в конкретных случаях возможны и более простые способы восстановления α.
[image: image1060.png]



Рис. 5.
Пример 6. Машина с диаграммой на рис. 5 вычис​ляет предикат «α — четное число»: головка достигает конца числа в состоянии q2, если число единиц четно, и в состоя​нии q3, если число единиц нечетно, после чего она переме​щается в исходное положение в состоянии q4 либо q5, и печатает И либо Л соответственно. Для того чтобы этот предикат вычислялся с восстановлением, достаточно в пет​лях q4 и q5 не стирать, а сохранять единицы, т. е. заменить команды 1→λL на команды 1→ L.
Так как машина Тьюринга с алфавитом Aисх = {И, Л} и командами [image: image1061.png]¢ H— gJIE n g J1 —» 2z, AE



 вычисляет отрицание логической  переменной, то из вычислимости  Р {α} следует вычислимость [image: image1062.png]"o




Пусть функция f (α ) задана описанием: «если Р (α) истинно, то[image: image1063.png]


иначе[image: image1064.png]


. ( под «иначе»
имеется в виду «если Р (α) ложно; если же Р (α ) не определен, то f (α) также не определена). Функция f (α) назы​вается разветвлением или условным пгреходом к g1 (α) и g2 (α) по условию Р (α).
Теорема 3. Если [image: image1065.png]&1 (@), g2 (o) v P (a)



вычислимы по Тьюрингу, то разветвление g1 и g2 пo P также вычислимо.
Пусть T1 — машина с  состояниями [image: image1066.png]G1ys J124 -




 и системой команд ∑1 вычисляющая g1; T2— машина с со​стояниями [image: image1067.png]


 и системой команд ∑1, вычисляю​щая g2; TP вычисляет с восстановлением Р (α). Тогда ма​шина Т, вычисляющая разветвление g1 и g2 по Р, — это композиция Тр и машины Т3, система команд ∑3 которой имеет следующий вид:
[image: image1068.png]3= 2, U S U {guH = AquR, a1 AR, Gic—>Ga.E}.




Первые две из новых команд передают управление си​стемам команд ∑1 или ∑2 в зависимости от значения пре​диката Р (α). Третья команда введена для того, чтобы Т3 имела одно заключительное состояние q2z. Отсутствие сим​вола ленты в этой команде означает, что она выполняется при любом символе. 
Разветвление встречается в структуре диаграмм перехо​дов многих машин Тьюринга.
Пример 7. 1) В примере 4, п. 1 было описано построение машины T+ для сложения двух чисел. На рис. 6 приведена диаграмма машины T++ для сложения п чисел (n = 1,2 ...).
[image: image1069.png]=R =R 7L
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Рис. 6.
 Цикл из состояний [image: image1070.png]hy oy G



— это «зацикленная» машина T+, в которой заключительное состояние сов​мещено с начальным. Сумма, полученная на очередном цикле, является пеpвым слагаемым следующего цикла. Состояние q4 реализует разветвление. В нем проверяется условие — есть .ми второе слагаемое. Если да (о чем говорит наличие мар​кера *), то происходит переход к следующему циклу; если нет (о чем говорит λ после единиц), то машина выходит из
никла.
2) Пусть машина Т с алфавитом Ат и с Аисх = {1} не является правильно вычисляющей и ее заключительная конфигурация стандартна, но может содержать любые символы из Ат (кроме пробелов), а результат интерпретируется как число, равное числу единиц на ленте. Построим для Т машину Т′++, которая работает как Т++, а все символы, кроме 1 и λ, она воспринимает как маркеры, т. е. команды для них — те же, что и для *. Тогда Т'++ соберет все единицы в один массив и, следовательно, Т'++ (Т (α)) правильно вы​числяет функцию, вычисляемую машиной Т.
Пример 7, п. 1 иллюстрирует важный частный случай разветвления — выход из цикла по условию, хорошо из​вестный в программировании. В словесных описаниях (см. пример 1) и во многих языках программирования (напри​мер, в АЛГОЛе) этот случай формулируется так: повторять вычисление f1 до тех пор, пока истинно условие Р; если Р ложно, перейти к вычислению f2.
Благодаря вычислимости композиции и разветвления словесные описания и язык блок-схем можно сделать вполне точным языком для описания работы машин Тьюринга. Каждый блок — это множество состояний, в котором выде​лены начальное и заключительное состояния, и система команд. Правильное вычисление для промежуточных бло​ков не обязательно, поэтому при стыковке блоков важно согласовывать всю конфигурацию. Переход к блоку — это обязательно переход в его начальное состояние. Машина Тьюринга, описываемая блок-схемой, это объединение со​стояний и команд, содержащихся во всех блоках. В част​ности, блоком может быть одно состояние. Блоки, вычи​сляющие предикаты, обозначим буквой Р.
Пример 8. На рис. 7 приведена блок-схема машины Тьюринга   Т×,  осуществляющей  умножение двух  чисел: [image: image1071.png]T, (15
' (15a 1
)
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Рис.7.
Ее    заключительное    состояние — q03. Блоки реализуют следующие указания и вычисления:
P1 — вычислить с восстановлением предикат «оба сла​гаемых больше нуля»;
Т1 — стереть все непустые символы справа; 

Т2 — установить головку у ячейки, следующей (вправо) за маркером *; маркер * заменить на ~; 

Ткоп — см. пример 4, п. 2, в котором команду [image: image1073.png]Gih —



 [image: image1074.png]


 надо заменить на команду[image: image1075.png]



Ткоп (а— 1) раз копирует 1b; после i-гo цикла она оста​навливается в конфигурации [image: image1076.png]fa-i-1 ~
(~17)i-
19 ~ gl? % 17




Т3 — вернуть головку к крайнему слева непустому сим​волу. После (а— 1)-го цикла этим символом окажется ~ (или *, если а = 1) и происходит выход из цикла и переход к [image: image1077.png]



[image: image1078.png]


 работает как Т++ (см. пример 7, п. 1) с той разни​цей, что числа, которые она суммирует, разделены двумя видами маркеров: ~ и *; для этой цели в нее к командам с маркером * в левой части добавлены такие же команды для маркера *.
Аналогично тому, как из машины Т+ была построена Т++, можно из Т× построить машину Т××, которая перемножает несколько чисел, и по схеме, аналогичной приведенной на рис.7, с использованием [image: image1079.png]XK



 вместо [image: image1080.png]


 построить машину, осуществляющую возведение в степень. Перевод унарного представления чисел в позиционное — двоичное или десятичное.

5.2.3. Универсальная машина Тьюринга.
Систему команд машины Тьюринга можно интерпретировать и как описа​ние работы конкретного механизма, и как программу, т. е. совокупность предписаний, однозначно приводящих к ре​зультату. При разборе примеров любой читатель невольно принимает вторую интерпретацию, выступая в роли меха​низма, который способен воспроизвести работу любой ма​шины Тьюринга. Уверенность в том, что все это будут делать одинаково (если не наделают ошибок, что, кстати, предполагается и при работе машины Тьюринга), — это, по су​ществу, уверенность в существовании алгоритма воспроиз​ведения работы машины Тьюринга по заданной программе, т. е. системе команд. Действительно, словесное описание такого алгоритма дать нетрудно. Его основное действие, циклически повторяющееся, состоит в следующем.
«Для текущей конфигурации α1аkqiаjα2 найти в системе команд команду с левой частью qiаj. Если правая часть этой команды имеет вид q′ia'jR, то заменить в текущей кон​фигурации qiаj на a'jq′i (получится конфигурация α1aka'jq'i α2); если же правая часть имеет вид q'i а′j L, то заменить аkqiаj на q'i ak а′j  (как видно из примера 3, случай с Е можно не рассматривать)».
Как уже говорилось, словесное описание алго​ритма может быть неточным и нуждается в формализации. Поскольку в качестве такой формализации понятия алго​ритма сейчас обсуждается машина Тьюринга, то естест​венно поставить задачу построения машины Тьюринга, реа​лизующей описанный алгоритм воспроизведения. Для ма​шин Тьюринга, вычисляющих функции от одной перемен​ной, формулировка этой задачи такова: построить машину Тьюринга U, вычисляющую функцию от двух переменных, и такую, что для любой машины Т с системой команд ∑T U (∑T , α) = Т (α), если T (α) определена (т. е. если ма​шина Т останавливается при исходных данных α), и U (∑T , α) не останавливается, если Т (α) не останавли​вается. Любую машину U, обладающую указанным свой​ством, будем называть универсальной машиной Тьюринга. Нетрудно обобщить эту формулировку на любое число пере​менных.
Первая проблема, возникающая при построении уни​версальной машины U, связана с тем, что U, как и любая другая машина Тьюринга, должна иметь фиксированный алфавит АU и фиксированное множество состояний QU. Поэтому систему команд ∑T  и исходные данные произволь​ной машины Т нельзя просто переписать на ленту машины U (всегда найдется машина Т, алфавиты Ат и Qt которой пре​восходят по мощности АU  и QU или просто не совпадают с ними). Выход заключается в том, чтобы символы из Ат и QT кодировать словами в алфавите АU. Пусть | Ат |  = mт, | QT| = nT. Будем всегда считать, что а1=1, amT = λ (эти два символа всегда есть в алфавите любой машины, работающей с числами). Обозначим коды qi и аj через S (qi ) и S (аj ) и определим их следующим образом: [image: image1081.png]S}y=2a"T,



 для   любого   другого [image: image1082.png]a, S(a)=ar™"T— 7'
N




 для заключительного состояния [image: image1083.png]Gre S{gr) =gh"T — !,



[image: image1084.png]
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 если i ≠ пт. Код S (аj )  для данной машины Т всегда имеет длину (формат) mT, а код S (qi) — формат пт. Символы R, L, → введем в АU, т. е.[image: image1086.png]



[image: image1087.png]


 Код слова α, образованный кодами символов, составляющих это слово, обозначим S(α). Таким образом, окончательное уточнение постановки задачи об универсаль​ной машине U сводится к тому, что для любой машины Т и слова α  в алфавите [image: image1088.png]Ar U(S X7 Sle) =T (@).




План построения машины U таков. Будем считать, что машина Т всегда работает на правой полуленте ( Строго говоря, это предположение нарушает общность рассужде​ний, несмотря на теорему 2: ведь на произвольной системе команд ∑T не написано, работает она с правой полулентой или нет. Однако теорема 2 содержит алгоритм преобразования ∑T  в систему команд для работы с правой полулентой. Исходя из него, можно построить машину Тьюринга Тпр, реализующую этот алгоритм, и рассматривать универсальную машину [image: image1089.png]Y ildnp (2 ) &)



). Тогда ленту U можно разделить на две бесконечные полуленты с границей Z между ними: в правой полуленте записы​вается текущая конфигурация машины Т (в силу нашего предположения конфигурация машины T при этой имита​ции никогда не зайдет на левую полуленту), а в левой полуленте записан код системы команд            S (∑T). В частности, начальная конфигурация U имеет вид [image: image1090.png]S (X)) ZS (gy) S ()



 (и1— начальное состояние машины U, q1 — начальное со​стояние Т, α — исходное слово Т). Например, начальной конфигурации машины из примера 2, п. 1 с исходным сло​вом 11 соответствует следующее слово на ленте машины U:
[image: image1091.png]glal —glalRgl M — glalRZglalal.




Выполнению одной команды машины Т соответствует цикл машины U, реализующий основное действие, описан​ное ранее, с той разницей, что оно будет осуществляться не над конфигурацией К машины Т, а над ее кодом S (К). Благодаря выбранному кодированию длины всех слов вида [image: image1092.png]S (g.a,) u S {(a,q)



 равны,   поэтому при  заменах [image: image1093.png]o guy)



  на
[image: image1094.png]S (@q])



 или [image: image1095.png]S (arg,)



 на[image: image1096.png]S (g:a),



 имитирующих   движение
головки машины Т, окрестность заменяемых слов не затрагивается и никаких сдвигов или раздвигов не требуется. Сама длина заменяемого слова равна числу символов между → и ближайшим символом движения (R или L) на левой полуленте.
Опишем более подробно работу U, разбив описание на шаги (блоки).
1.  Для слова S (qi, aj) на правой полуленте (его начало — единственный на правой полуленте символ q, а конец от​стоит от q на число символов, равное формату S (qi, aj )) вы​яснить,  имеется ли в левой полуленте слово [image: image1097.png]S (g} —



 Если да, то перейти к шагу 2. Если такого слова нет, то перейти к шагу 10.
2.   В  найденном слове S (qi, aj ) заменить → на *.
3.   Выяснить, равен ли R ближайший символ движения вправо от *. Если да, перейти к шагу 4; если нет, то к шагу 7.
4.   В тт ячеек правой полуленты, начинающихся с q, записать слово длины mт, начинающееся с (пт + 1)-го сим​вола правее * (это слово имеет вид S (aj') и является кодом символа,  который машина Т печатает по команде [image: image1098.png]


[image: image1099.png]— §;a,R).



 После записанного слова напечатать метку ||.
5.  В пт ячеек правой полуленты,  начинающихся с  ||, записать слово длины пт , начинающееся непосредственно справа от А (это слово имеет вид S (q′i) и является кодом состояния,  в  которое машина  Т  переходит  по  команде [image: image1100.png]gz, — qia, R).




В результате шагов 4 и 5 слово [image: image1101.png]S {gq.2))



 на правой полуленте заменяется словом[image: image1102.png]


 что имитирует команду[image: image1103.png]g:a, = Qi R.



 
6. Заменить в правой полуленте * на → и   перейти к шагу 1.
7.  Слово длины тт, расположенное на правой полуленте непосредственно левее q, сдвинуть вправо на пт клеток. После сдвинутого слова напечатать метку ||.
8.  В тт ячеек правой полуленты, начинающихся с ||, записать слово длины mт, начинающееся с (пт + 1)-го сим​вола правее * (это слово имеет вид S (аj′) и является кодом символа, который машина Т печатает по команде [image: image1104.png]g4l —



[image: image1105.png]- G, L),



 В  клетке,   расположенной   на  тт + пт  клеток левее начала записанного слова, напечатать ||.
9.  В пт ячеек правой полуленты, начинающихся с ||, записать слово длины пт, начинающееся непосредственно справа от *  (это слово имеет вид S (qi′) и является кодом состояния, в которое машина Т переходит по команде [image: image1106.png]g4l —



[image: image1107.png]- ga;L).



 Перейтя к шагу 6. В результате шагов 7, 8, 9 слово [image: image1108.png]S (ap0.a/)



 на  правой полуленте  заменяется   словом [image: image1109.png]S (giana),



 что   имитирует команду[image: image1110.png]g:a; — g/, L




10. Стереть в правой полуленте код состояния (это со​стояние будет заключительным для Т, так как переход к шагу 10 означает, что состояние машины Т не встретилось в левых частях команд машины Т) и остановиться. При этом заключительная конфигурация будет иметь вид [image: image1111.png]


[image: image1112.png]


 где иz — заключительное состояние U, а β — код результата Т, т, е.[image: image1113.png]B=38(T{a).




Блок-схема U, соответствующая этому описанию, при​ведена на рис. 8.
[image: image1114.png]



Рис.8.
Ее цикл реализует основное действие алгоритма воспроизведения работы машины Т, причем ветвь цикла 3—4—5—6 соответствует сдвигу головки Т вправо, а ветвь 3—7—8—9—6 — сдвигу головки влево.
Приведенное ранее описание работы машины U внешне ничем не отличается от словесного описания в примере 1, однако в действительности оно гораздо точнее. В нем пол​ностью уточнены представление данных и их расположение в памяти. Для того чтобы сделать это описание совершенно точным, т. е. превратить в системы команд машины U, остается показать, что блоки этого описания могут быть реализованы машинами Тьюринга. Для шагов 2, 3, 6, 10 это очевидно. Для реализации остальных шагов построим сна​чала машину Тпер, которая слово, расположенное между мет​ками « и », переписывает на место, начинающееся с метки || (предполагается, что метки « , » , || встречаются на ленте по одному разу,  причем || лежит  правее »).  Блок-схема машины Тпер с алфавитом[image: image1115.png]A = {ay, covy Oy €, 2, (I}



и m вспомогательными   символами   b1,   ....,   bm   приведена   на рис. 9.
[image: image1116.png]



Рис.9.
Все машины Т1 , ..., Тт имеют по пять состояний. В слу​чае, если первый еще не переписанный символ левого слова равен аi, он заменяется на bi т. е. помечается как переписан​ный, и управление передается машине Тi,   которая   идет вправо, проходит все уже выписанные символы (т. е. сим​волы bj) правого слова, справа (а на первом проходе — вместо метки ||) от них пишет символ bi и возвращается влево к первому еще не переписанному символу левого слова. Если этим символом оказывается метка », то пере​запись окончена и управление передается машине Tm+1, которая стирает все отметки, т. е. заменяет bi на аi, и оста​навливается. Система команд машины Ti (i = 1, ..., m) приведена в табл. 2, содержащей 2т + 2 столбца. Си​стема команд Тт+1 очевидна и здесь не приводится.
Таблица 2
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Шаги 4, 5, 8, 9 реализуются непосредственно с помо​щью машины Tпеp, работе которой должна предшествовать расстановка меток « и ». Положение этих меток отсчитывается от исходной метки *, поставленной на шаге 2, с по​мощью форматов тТ и пТ, величина которых извлекается из кода системы команд, точнее — из левой части кода са​мой правой команды: состояние в ней не может быть заклю​чительным и имеет код вида[image: image1118.png]


поэтому число сим​волов (клеток) между вторым справа символом движения и концом массива единиц равно пТ . Оставшееся число сим​волов до стрелки → равно тт.
Шаг 1 реализуется с помощью зацикливания модифици​рованной машины Т′пер, в которой слово, отмеченное мет​ками «, », находится правее метки ||, а машины Ті работают справа налево и при этом не переписывают, а сравнивают, т. е. проверяют, не равен ли aі первый из неотмеченных символов левого слова. Работа Т'пер продолжается до тех пор, пока либо этим символом окажется → (это означает, что нужная команда найдена), либо до аj ≠ ai, после чего метка || передвигается в начало следующей влево команды и снова включается Т'пер .
Наконец, шаг 7 реализуется с помощью другой модифи​кации Т′'пер, в которой разрешается, чтобы метка || находи​лась между « и ». Ее построение предоставляется читателю.
На этом построение универсальной машины U заканчи​вается.
Отметим, что при построении U (как, впрочем, и для многих других машин, описанных в этом параграфе) мы не преследовали целей оптимизации и не жалели ни сим​волов ленты, ни состояний, стремясь к наглядности построе​ния. Нетрудно показать, что можно построить машину U всего с двумя символами на ленте. Шеннон установил менее очевидный факт — он построил универсальную машину с двумя состояниями. В то же время показано (Боброу и Минский), что универ​сальная машина с двумя состояниями и двумя символами невозможна. Вообще в определенных пределах уменьше​ние числа символов U ведет к увеличению числа состояний, и наоборот. 
Существование универсальной машины Тьюринга озна​чает, что систему команд ∑T любой машины Т можно интер​претировать двояким образом: либо как описание работы конкретного устройства машины Т, либо как программу для универсальной машины U. Для современного инженера, проектирующего систему управления, это обстоятельство вполне естественно. Он хорошо знает, что любой алгоритм управления может быть реализован либо аппаратурно — построением соответствующей схемы, либо программно — написанием программы для универсальной управляющей ЭВМ. Однако важно сознавать, что сама идея универсаль​ного алгоритмического устройства совершенно не связана с развитием современных технических средств его реали​зации (электроники, физики твердого тела и т. д.) и яв​ляется не техническим, а математическим фактом, описы​ваемым в абстрактных математических терминах, не зави​сящих от технических средств, и к тому же опирающимся на крайне малое количество весьма элементарных исходных понятий. Характерно, что основополагающие работы  по теории алгоритмов (и, в частности, работы Тьюринга) по​явились в 30-х годах, до создания современных ЭВМ.
Указанная двоякая интерпретация сохраняет на абст​рактном уровне основные плюсы и минусы двух вариантов инженерной реализации. Конкретная машина Т работает гораздо быстрее; кроме того, управляющее устройство ма​шины U довольно громоздко (т. е. велико число состоя​ний и команд). Однако его величина постоянна, и, будучи раз построено, оно годится для реализации сколь угодно больших алгоритмов, понадобиться лишь больший объем ленты, которую естественно считать более дешевой и более просто устроенной, чем управляющее устройство. Кроме того, при смене алгоритма не понадобится строить новых устройств; нужно лишь написать новую программу.

5.2.4. Тезис Тьюринга.
До сих пор нам удавалось для всех процедур, претендующих на алгоритмичность, т. е. эффек​тивных процедур, строить реализующие их машины Тью​ринга. Будет ли это удаваться всегда? Утвердительный ответ на этот вопрос содержится в тезисе Тьюринга, который формируется так: «Всякий алгоритм может быть реализо​ван машиной Тьюринга».
Доказать тезис Тьюринга нельзя, поскольку само поня​тие алгоритма (или эффективной процедуры) является не​точным. Это не теорема и не постулат математической тео​рии, а утверждение, которое связывает теорию с теми объ​ектами, для описания которых она создана. По своему характеру тезис Тьюринга напоминает гипотезы физики об адекватности математических моделей физическим яв-лениям и процессам. Подтверждением тезиса Тьюринга является, во-первых, математическая практика, а во--вторых, то обстоятельство (уже отмечавшееся ранее), что описание алгоритма в терминах любой другой известной алгоритмической модели может быть сведено к его описа​нию в виде машины Тьюринга.
Тезис Тьюринга позволяет, с одной стороны, заменить неточные утверждения о существовании эффективных про​цедур (алгоритмов) точными утверждениями о существова​нии машин Тьюринга, а с другой стороны, утверждения о несуществовании машин Тьюринга истолковывать как утверждения о несуществовании алгоритмов вообще. Од​нако не следует понимать тезис Тюринга в том смысле, что вся теория алгоритмов может быть сведена к теории машин Тьюринга. Например, в быстро развивающейся теории сложности алгоритмов (которая рассматри​вает сравнительную сложность алгоритмов по памяти, числу действий и т. д.) результаты, верные в рамках одной алгоритмической модели (скажем, о числе действий, необ​ходимых для вычисления данной функции), могут оказаться неверными в другой модели.

5.2.5. Проблема остановки.
В числе общих требований, предъ​являемых к алгоритмам , упоминалось требование результативности. Наиболее радикальной формулировкой здесь было бы требование, чтобы по любому алгоритму А и данным α можно было определить, приведет ли работа А при исходных данных α  к результату или нет. Иначе го​воря, нужно построить алгоритм В, такой, что [image: image1119.png]B{A.a) = H,



 если А (α ) дает результат, и[image: image1120.png]


 если А (α ) не дает результата. В силу тезиса Тьюринга эту задачу можно сформулировать как задачу о построении машины Тью​ринга: построить машину Т0, такую, что для любой машины Тьюринга Т и любых исходных данных α  для машины Т  [image: image1121.png]Tal¥r oy = WU,



 если машина Т (α ) останавливается, и [image: image1122.png]Tol¥r a) =



 если машина Т (α ) не останавливается.
Эта задача называется проблемой остановки. Ее форму​лировка несколько напоминает залачу о построении уни​версальной машины и, в частности, также предполагает выбор подходящего кодирования ∑Т и α  в алфавите ма​шины Т0. Однако в данном случае никакое кодирование не приводит к успеху.
Теорема 4. Не существует машины Тьюринга Т0, ре​шающей проблему остановки для произвольной машины Тьюринга Т.
Предположим, что машина Т0 существует. Для опреде​ленности будем считать, что маркером между ∑Т и α  на ленте машины Т0 служит *. Построим машину Т1 (∑Т) = Т0 (Ткоп (∑Т)). Исходными данными машины Т1 являются системы команд (точнее, их коды) любой машины Т. Запись ∑Т  на ленте машина Т1 преобразует в ∑Т * ∑Т (машина Ткоп для чисел описана в примере 4, п. 2), а затем работает как машина Т0. Таким образом, Т1 также решает проблему остановки для любой машины Т, но только в том случае, когда на ленте Т в качестве данных αт написана ее собст​венная система команд ∑Т . Иначе говоря,[image: image1123.png])

= H,



 если машина Т (∑Т) останавливается, и [image: image1124.png]


 если машина Т (∑Т) не останавливается. Пусть q1n — заключи​тельное состояние Т1. Добавим к системе команд Т1 одно состояние q1, п+1, объявив его заключительным, и m команд (т — число символов Т1) [image: image1125.png]il = @4y anEs Qually = GiaR



 для любого аj (в том числе И), кроме Л. Получим машину [image: image1126.png]


 которая останавливается, если Т не останавли​вается, и не останавливается, если Т останавливается. Запишем теперь на ленте машины T′1 ее собственную систему команд [image: image1127.png]pIR



 Тогда T′1  остановится, если она не останавливается, и не остановится, если она останавливается. Очевидно, такая машина T′1  невозможна. Но поскольку она по​лучена из Т0 вполне конструктивными, не вызывающими сомнений средствами и при этом никак не связана с кон​кретной структурой машины Т0, остается заключить, что никакая машина Т0, решающая проблему остановки, не​возможна.  
В силу тезиса Тьюринга невозможность построения ма​шины Тьюринга означает отсутствие алгоритма решения данной проблемы. Поэтому полученная теорема дает пер​вый пример алгоритмически неразрешимой проблемы, а именно, алгоритмически неразрешимой оказывается проб​лема остановки для машин Тьюринга, т. е. проблема опре​деления результативности алгоритмов.
При истолковании утверждений, связанных с алго​ритмической неразрешимостью, следует иметь в виду следующее важное обстоятельство. В таких утвержде​ниях речь идет об отсутствии единого алгоритма, решающего данную проблему; при этом вовсе не ис​ключается возможность решения этой проблемы в част​ных случаях, но различными средствами для каждого случая. В частности, теорема 4 не исключает того, что для отдельных классов машин Тьюринга проблема остановки может быть решена. ( Однако существуют конкретные машины Тьюринга  (например, любая универсальная машина) с неразрешимой проблемой остановки.) Например, она решается для всех машин, приведенных в примерах 2 —8. Поэтому не​разрешимость общей проблемы остановки вовсе не снимает необходимости доказывать сходимость предлагаемых алго​ритмов, а лишь показывает, что поиск таких доказа​тельств нельзя полностью автоматизировать.
Неразрешимость проблемы остановки можно интерпрети​ровать как несуществование общего алгоритма для отладки программ, точнее, алгоритма, который по тексту любой программы и данным для нее определял бы, зациклится ли программа на этих данных или нет. Если учесть сделанное ранее замечание, такая интерпретация не противоречит тому эмпирическому факту, что большинство программ в конце концов удается отладить, т. е. установить наличие зацикливания, найти его причину и устранить ее. При этом решающую роль играют опыт и искусство программиста.
5.3. Машина  Поста
Выдающийся американ​ский математик Эмиль Л. Пост опубликовал в «Журна​ле символической логики» статью «Финитные комбина​торные процессы, формулировка 1» (ее перевод приводится в приложение к основному тексту настоящей книги). В этой статье и в появившейся одновременно в «Трудах Лондонского математического общества» статье англий​ского математика А. М. Тьюринга «О вычислимых чис​лах с приложением к проблеме разрешения» были даны первые уточнения понятия «алгоритм» — одного из цен​тральных понятий математической логики и информа​тики, играющего все более и более важную роль в во​просах автоматизации, а поэтому и во всей жизни со​временного общества.
Уточнения понятия «алгоритм», предложенные Пос​том и Тьюрингом, не теряют своего значения до нашего времени. Машина Тьюринга постоянно используется в качестве рабочего аппарата в современной теории ал​горитмов; машина Поста менее популярна, хотя — или именно по той причине, что — она проще машины Тью​ринга ( Машина Поста устроена проще, чем машина Тьюринга, в том отношении, что ее элементарные действия проще, чем элемен​тарные действия машины Тьюринга, и способы записи менее разно​образны, однако именно по этим причинам запись и переработка информации на машине Поста требует большего объема «памяти» и большего числа шагов, чем на машине Тьюринга.).
Указанные работы замечательны еще и тем, что в них за несколько лет до появления первых действующих экземпляров больших (так называемых «универсаль​ных») вычислительных машин (сперва даже не элект​ронных, а электромеханических) были в абстрактной форме предвосхищены основные принципиальные черты таких машин. Сами конструкции были предложены Пос​том и Тьюрингом в виде неких «абстрактных машин»; это сделано в явной форме Тьюрингом и в неявной — Постом, у которого термин «машина» отсутствует. Из​ложение построений Тьюринга часто приводится в ли​тературе по теории алгоритмов, в том числе и популяр​ной. Что же касается построений Поста, то, несмотря на их даже большую, чем тьюринговские, простоту, они, за исключением оригинальной статьи Поста, долгое вре​мя не излагались ни в специальной, ни в   популярной

литературе. В то же время именно эти построения могут составить не менее, чем машины Тью​ринга, естественное введение в теорию алгоритмов.
Предложенному Постом понятию алгоритма и по​священ настоящий раздел книга. Изложение несколько моди​фицировано и, в частности, проводится в форме описа​ния некой абстрактной вычислительной машины. Имен​но поэтому кажется целесообразным введение самого термина «машина Поста» и вообще использование от​личающейся от постовской терминологии.

5.3.1. Как работает машина Поста

5.3.1.1. «Внешний вид» машины Поста

Машина Поста не есть реально существующее, сделанное кем-то устройство; поэтому слова «внешний вид» и взяты в кавычки. Машина Поста, как и ее близкий родствен​ник— машина Тьюринга,— представляет собой мыс​ленную конструкцию, существующую лишь в нашем во​ображении) (хотя ее в принципе и можно было бы изготовить «в металле»)). Именно это имеют в виду, когда говорят о машинах Поста и Тьюринга, что они суть «абстрактные» вычислительные машины. Однако для нас будет несущественным, что машины Поста на самом деле нет. Напротив, мы будем предполагать ее «как бы существующей» — для наглядности. И подобно тому, как можно выучиться считать на счетах или на лога​рифмической линейке, не имея перед собой этих прибо​ров, а пользуясь лишь их описаниями и представляя их себе мысленно, так же и мы научимся вычислять на машине Поста, прилагая наше воображение к тому ее описанию, которое сейчас будет дано.
Машина Поста состоит из ленты и каретки (назы​ваемой также считывающей и записывающей головкой).                                                                          Лента бесконечна и разделена на секции одинакового размера: для наглядности ленту будем считать располо​женной горизонтально (рис. 1). 
[image: image1128.png]



Рис .  1. Лента машины Поста разделена на секции и неограниченно
простирается влево и вправо
Бесконечность ленты находится в противоречии со сделанным выше утверждением, что машину Поста можно было бы в принципе построить. Дело в том, что мы объявили ленту бесконечной лишь для простоты изложения. С тем же успехом можно было бы предпо​ложить, что лента не бесконечная, а лишь неограниченно растущая в обе стороны: например, можно было бы считать, что лента наращивается на одну секцию, как только каретка доходит до конца ленты и должна дви​гаться дальше (о движении каретки смотри ниже), или считать, что за каждую единицу времени слева и справа нарастает по одной секции. Нам, однако, будет удобнее считать, что все секции слева и справа уже наросли, и тем самым, хотя и в ущерб реальности, полагать ленту бесконечной в обе стороны.
Порядок, в котором расположены секции ленты, подобен порядку, в котором расположены все целые числа. Поэтому  естественно  ввести  на  ленте  «целочисленную систему координат», занумеровав секции целыми числами ..., —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3, ... (рис. 2).
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Рис. 2
Мы будем считать, что система координат жестко  сопоставлена с лентой, и получим таким образом возможность указывать какую-либо секцию ленты, назы​вая ее порядковый номер, или координату. (Иногда, впрочем, бывает удобно наряду с основной, «постоян​ной» системой координат, ввести еще вспомогательную, «временную», сдвинутую по отношению к первоначаль​ной.)
В каждой секции ленты может быть либо ничего не  записано   (такая   секция   называется   пустой), либо записана метка[image: image1130.png]


 (тогда секция называется отмеченной) (рис. 3).
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Рис. 3. В каждой секции ленты либо не записано ничего, либо
записана метка
Информация о том, какие секции пусты, а какие отмечены, образует состояние ленты. Иными словами, состояние ленты — это распределение меток по ее сек​циям ( На математическом языке состояние ленты — это функция, которая каждому числу (номеру секции) ставит в соот​ветствие либо метку, либо, скажем, слово «пусто».). Как мы далее увидим, состояние ленты ме​няется в процессе работы машины.
Каретка может передвигаться вдоль ленты влево и вправо. Когда она неподвижна, она стоит против ровно одной секции ленты (рис. 4, а на этом и следующих чертежах каретка изображена в виде зачерненного квадрата); говорят, что каретка обозревает эту секцию, или держит ее в поле зрения.
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Рис. 4. Когда каретка неподвижна, она стоит против одной из сек​ций ленты так, как показано на рис. а), а не так, как показано на рис. б).  
Информация о том, какие секции пусты, а какие отмечены и где стоит каретка, образует состояние машины.
Ситуация,   изображенная на рис. 4.б),   может возникнуть
только в процессе движения каретки Поста. Таким образом, состояние машины слагается из состояния ленты и указания номера той секции, которую обозревает каретка. За единицу времени (которую мы будем называть шагом) каретка может сдвинуться на одну секцию влево или вправо. Кроме того, каретка может поставить (напечатать) или уничтожить (стереть) метку в той секции, против которой она стоит, а также распознать, стоит или нет метка в обозреваемой ею секции. Чем определяются действия каретки, а также, что значит «распознать» в применении к каретке, будет объяснено в 5.4.1.3.

5.3.1.2. Программа машины Поста

Работа машины Поста состоит в том, что каретка передвигается вдоль ленты и печатает или стирает метки. Эта работа происходит по инструкции опреде​ленного вида, называемой программой. Для машины Поста возхможно составление различных программ. По​смотрим, как устроена программа.
Каждая программа машины Поста состоит из команд. Командой машины Поста будем называть выражение, имеющее один из следующих шести видов (буквы i, j, j1, j2 означают всюду натуральные числа 1, 2, 3, 4, 5, …):
Первый  вид. Команды движения вправо.
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Второй   вид. Команды движения влево.
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Третий   вид. Команды печатания метки.
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.Четвертый   вид. Команды стирания метки.
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Пятый   вид. Команды передачи управления.
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Шестой  вид. Команды остановки.
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 Например, 
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является командой движения вправо,
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- командной передачи управления, а
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— командой остановки.
Число i, стоящее в начале команды, называется номером команды. Так, у приведенных только что команд номера суть соответственно 137, 25 и 6386. Число j, стоя​щее в конце команды (а у команд передачи управле​ния — каждое из чисел j1 и j2), будем называть отсылкой (при этом в команде передачи управления j1—верхней, а j2 — нижней отсылкой). У команд остановки нет отсылки. Так, у приведенных только что команд отсылками служат числа 1, 32, 25, причем 32 — верхняя отсылка, а 25 — нижняя отсылка.
Программой машины Поста будем называть конеч​ный непустой (т. е. содержащий хотя бы одну команду) список команд машины Поста, обладающий следую​щими двумя свойствами:
1)   На  первом  месте  в  этом  списке стоит  команда с номером 1, на втором месте (если оно есть) —команда с номером 2 и т. д.; вообще на k-м месте стоит команда с номером k.
2)   Отсылка любой из команд списка совпадает с но​мером  некоторой (другой  или той  же самой) команды списка   (более точно: для каждой отсылки каждой ко​манды списка найдется в. списке такая команда, номер которой равен рассматриваемой отсылке).
Например, следующий список будет программой машины Поста:
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А эти два списка не будут программами машины Поста, хотя и составлены из команд машины Поста:
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[не выполнено первое условие); [image: image1144.png]



(не выполнено второе условие).
Для наглядности программы машины Поста мы бу​дем записывать столбиком. Число команд программы называется длиной программы.
5.3.1.3. Работа машины Поста
Чтобы машина Поста начала работать, надо задать, во-первых, некоторую программу, а во-вторых, некото​рое ее (машины) состояние, т. е. как-то расставить метки по секциям ленты (в частности, можно все секции оставить пустыми) и поставить каретку против одной из секций. Как правило, мы будем предполагать, что в начальном (т. е. в задаваемом вначале) состоянии ма​шины каретка ставится всегда против секции с номером (координатой) нуль. При таком соглашении начальное состояние машины полностью определено состоянием ленты.
Как уже говорилось, программа является той инструк​цией, на основании которой работает машина. Работа машины на основании заданной программы (и при за​данном начальном состоянии) происходит следующим образом. Машина приводится в начальное состояние и приступает к выполнению первой команды программы (что значит «выполнить команду», будет объяснено ниже). Эта команда выполняется за один шаг, после чего машина приступает к выполнению той команды, , номер которой (назовем его α) равен отсылке (одной из отсылок, если их две) первой команды. Эта команда также выполняется за один шаг, после чего начинается выполнение команды, номер которой равен отсылке команды с номером α. Вообще каждая команда выпол​няется за один шаг, а переход от выполнения одной команды к выполнению другой происходит по следую​щему правилу: пусть на k-м шаге выполнялась команда с номером i, тогда, если эта команда имеет единственную отсылку j, то на k + 1-м шаге выполняется команда с номером j; если эта команда имеет две отсылки j1 и j2, то на k + 1-м шаге выполняется одна из двух команд — с номером j1 или с номером j2 (какая именно, будет указано ниже); если, наконец, выполняющаяся на k- м  шаге команда вовсе не имеет отсылки, то на k+1-м шаге и на всех последующих шагах не выполняется никакая команда: машина останавливается. Осталось объяснить, что значит выполнить команду и какая из отсылок—-при наличии двух — выбирается в качестве номера cледующей команды.
Выполнение команды движения вправо состоит в том, что каретка сдвигается на одну секцию вправо. Выпол​нение команды движения влево состоит в том, что каретка сдвигается на одну секцию влево. Выполнение команды печатания метки состоит в том, что каретка ставит метку на обозреваемой секции; выполнение этой команды воз​можно лишь в том случае, если обозреваемая перед на​чалом выполнения команды секция пуста; если же на обозреваемой секции уже стоит метка, команда счи​тается невыполнимой. Выполнение команды стирания метки состоит в том, что каретка уничтожает метку в обозреваемой секции; выполнение этой команды воз​можно лишь в том случае, если обозреваемая секция отмечена; если же на обозреваемой секции и так нет метки, команда считается невыполнимой. Выполнение команды передачи управления с верхней отсылкой j1 и нижней отсылкой j2 никак не изменяет состояния ма​шины: ни одна из меток не уничтожается и не ставится, и каретка также остается неподвижной (машина делает, так сказать, «шаг на месте»); однако если секция, обо​зреваемая перед началом выполнения этой команды, была пуста, то следующей должна выполняться команда с номером j1, если же эта секция была отмечена, следую​щей должна выполняться команда с номером j2 (роль команды передачи управления сводится, следовательно, к тому, что каретка во время выполнения этой команды как бы «распознает», стоит ли перед ней метка). Выпол​нение команды остановки тоже никак не меняет состояния машины и состоит в том, что машина останавливается.
Если теперь, задавшись программой и каким-либо начальным состоянием, пустить машину в ход, то осуществится один из следующих трех вариантов:

 1)   В  ходе выполнения   программы  машина  дойдет до выполнения невыполнимой команды (печатания метки в непустой секции или стирания метки в пустой секции); выполнение   программы   тогда   прекращается,   машина останавливается; происходит так называемая безрезуль​татная остановка.
2)   В  ходе  выполнения  программы   машина  дойдет до выполнения   команды  остановки;   программа в этом случае    считается    выполненной,    машина   останавли​вается;    происходит   так   называемая   результативная остановка.
3)   В ходе выполнения программы машина не дойдет до выполнения ни одной из команд, указанных в первых двух вариантах; выполнение программы  при этом  ни-* когда не прекращается, машина никогда не останавли* вается; процесс работы машины происходит бесконечно.
5.3.1.4.  Примеры выполнения программ
Зададим, например, начальное состояние, указанное на рис. 5, и следующую программу:
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Посмотрим, как будет работать машина при таком начальном состоянии и такой программе.
На первом шаге будет выполняться команда № 1. После первого шага  состояние машины станет таким, как указано на рис. 6.
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            Рис. 5                       Рис. 6                    Рис. 7
После выполнения команды № 1 надо перейти к выполнению той команды, номер которой совпадает с отсылкой команды № 1, т. е. к выполнению команды № 4. Эта команда будет выполняться в течение второго шага, и состояние машины станет таким, как на рис. 7. Теперь надо выполнить команду № 5 (ибо отсылка команды № 4 равна 5). Эта команда будет выполняться  на третьем шаге, в результате которого со- стояние машины не изменится и останется таким, как на рис, 7. Поскольку обозреваемая секция при этом пу​ста, то следующей должна выполняться команда, номер которой равен верхней отсылке, т. е. числу 4. После выполнения на четвертом шаге команды № 4 машина придет в состояние, указанное на рис. 8. Теперь, на пятом шаге, будет выполняться команда № 5. На этот раз обозреваемая секция отмечена, поэтому следующей будет выполняться команда с номером, равным нижней отсылке, т. е. числу 3. После выполнения на шестом шаге команды № 3 машина придет в состояние, показанное на рис. 9, и приступит на седьмом шаге к выполнению команды № 2.
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                   Рис. 8                    Рис. 9                  Рис. 10
Однако команда № 2 окажется невыполнимой, поскольку предписывает стереть метку в пустой секции. Следовательно, на седьмом шаге произойдет безрезультатная остановка.
Различные программы, примененные к одному и тому же начальному состоянию, могут приводить к различным исходам: безрезультатной остановке, результативной остановке, безостановочной работе машины. Действиетельно, зададимся, например, начальным состоянием, указанным на рис. 10. Применим к этому начальному состоянию программу
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Машина сделает два шага, а на третьем шаге произойдет безрезультатная остановка. Применим к этому начальному состоянию программу
[image: image1153.png]1. =2
2. =3
3. crom.




Машина сделает два шага, а затем на третьем произойдет   результативная    остановка.   Применим,   наконец, к этому же начальному состоянию программу
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Машина будет работать бесконечно. Применим теперь программу
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Машина опять-таки будет работать бесконечно (несмотря на то, что ни запись на ленте, ни положение ка​ретки не будут при этом меняться).
Точно  так  же  различные  варианты   может  давать и одна и та же программа, примененная  к различным начальным состояниям.
Рассмотрим, например, следующую программу:
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Применим ее к начальным состояниям А, Б, В, показанным на рис. 11. 
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Рис. 11
Для начального состояния А получаем результативную остановку на четвертом шаге, для Б — бесконечную работу машины, для В — безре-зультатную  остановку  на  третьем   шаге.   Применение к тем же начальным состояниям программы
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дает безрезультатную остановку для А, результативную остановку для Б и бесконечную работу машины для В.
О некоторой программе известно, что существует начальное состояние, для которого она дает результативную остановку, существует начальное состояние, для которого она дает безрезультатную оста​новку, и существует начальное состояние, для которого она дает непрекращающуюся работу машины. Известно, что число команд в этой программе не менее 4. 
Как уже отмечалось, работать с ма​шиной Поста (изображенной при помощи рисунка мелом на доске или при помощи бумажной ленты и пуговиц или скрепок в качестве меток) можно обучить и перво​классников. Разумеется, для изложения младшим школь​никам необходимо не только отказаться от некоторых деталей, но и ввести новые соглашения. Так, целесо​образно:
1)   ничего не говорить о системе координат на ленте (которая   нужна   лишь  для   уточнения  того, что  такое «состояние»)   и   не   вводить  понятия   «состояние»   (для ленты или машины в целом);
2)   в   качестве   номеров   программ   можно   использо​вать не цифры  (или не только цифры), но какие-либо изображения   (например,   изображения   геометрических фигур); 
3)   предполагать  ленту не  бесконечной, а конечной, и договориться, что машина останавливается, когда ка​ретка доходит до конца ленты;
4)   о безрезультатной остановке вовсе ничего не го​ворить; если же она появится при исполнении какой-либо программы, то говорить, что в этом случае «машина ломается»;
5)   вводить команды не все сразу, а постепенно, сопровождая введение каждой новой команды наглядными упражнениями.
Вообще способность воспринимать какую-либо си​стему понятий или какое-либо построение до (и незави​симо от) получения информации о том, зачем это нужно, т. е. до (и независимо от) каких бы то ни было прило​жений, представляется нам одним из важнейших ка​честв, воспитываемых занятиями математикой. Пред​ставление о цели, которую преследует изложение того или иного материала, способствует, возможно, его запо​минанию, но не должно влиять на понимание, которое может и должно иметь место независимо от этой цели. Умение мыслить формально — это особое умение, разви​вающееся, как и всякое умение, в результате тренировки. Такая тренировка могла бы начинаться с ранних лет. Доступными для первоклассника элементами такой тре​нировки могут служить и сложение многозначных чисел (при том, что многозначные числа понимаются без обыч​ной количественной семантики, просто как цепочки цифр, а сумма определяется посредством алгоритма сло​жения столбиком) и простейшие упражнения с маши​ной Поста.
Завершение изложения некоторой конструкции — из​ложения, непременно сопровождающегося достаточным числом примеров и упражнений,— означает конец важного этапа, вслед за которым, на следующем этапе, уже можно перейти к применению описанной конструкции. Для машины Поста таким применением служат вычис​ления, которые можно производить с ее помощью. 
5.3.2. При​бавление единицы на машине Поста
На машине Поста можно совершать разнообразные вычисления. В настоящей главе вниманию читателя предлагается простейшее из таких вычислений — при​бавление единицы к произвольному числу; это вычисление осуществляется в нескольких вариантах, зависящих от той или иной формулировки начальных условий.
Рассмотрение того, как на машине Поста производится прибавление единицы,— при всей элементарности этой темы — позволяет познакомить читателя (в очень упрощенной форме, конечно) с проблематикой, возни​кающей и при оперировании с реальными  вычислительными машинами. Дело в том, что основная математическая задача, встающая перед человеком при работе его на вычислительных машинах, остается той же самой и для реальных и для «абстракт​ных» машин. Эта задача состоит в составлении для машины программы, приводящей к задан​ной цели. В данной главе рассматривается задача (точнее, серия задач) о составлении для машины Поста программ, приводящих к увеличению исходного числа на единицу.
Помимо общности основной задачи, и многие другие моменты программирования на машину (т. е. для ма​шины) Поста характерны и для программирования на реальные машины. Вот некоторые из таких моментов, становящихся заметными уже при рассмотрении задачи о прибавлении единицы:
1. Можно составлять различные программы, приводящие к заданной (одной и той же) цели, т. е. осуществляющие   заданную   переработку   информации; для машины Поста возможно даже бесконечно много программ, осуществляющих прибавление единицы (уже при простей​шем варианте такого прибавления).
2.  Если расширяется класс исходных данных, в при​менении к которым программа должна приводить к нуж​ному  результату,  то  задача  о   построении   такой   про​граммы  становится  более трудной, а сама  программа, служащая решением задачи,— более сложной; читатель увидит, как будет усложняться программа прибавления единицы при расширении класса допустимых начальных условий.
3.  При построении программ, дающих решение более общих или более сложных задач, часто бывает удобно использовать в  качестве  готовых строительных  блоков составленные ранее программы для задач более частных или более простых; читатель увидит, как при по​строении программ для более общей задачи о прибавле​нии   единицы   можно  использовать программы, дающие решение для более частных задач.
4.  Составляя   программу, приходится   учитывать   не только то, к каким   числам ее надлежит   применять, но и  то,   как  эти   числа   расположены   в   «запоминающем устройстве», или   «памяти», машины;   читатель  увидит, что разбираемые здесь варианты задачи о при​бавлении единицы будут отличаться друг от друга лишь расположением   исходного числа относительно каретки.
5.  Стремление   к   тому,   чтобы    получающиеся   про​граммы    были   по   возможности    короткими,   является вообще   весьма   естественным, а   для   реальных   машин и задач в ряде случаев краткость программ может иметь решающее значение; читатель увидит, что на минимиза​цию длины программы будет обращено специальное внимание.
5.3.2.1. Запись чисел в машине Поста и постановка задачи о прибавлении единицы
На машине Поста можно производить различные действия над числами. Для этого надо прежде всего до​говориться, как в машине Поста будут записываться числа. Речь будет всегда идти о целых неотрицательных числах 0, 1, 2, 3, 4, ...
Рассмотрим конечную последовательность идущих подряд друг за другом отмеченных секций ленты, заклкю ченную между двумя пустыми секциями. Такую последо​вательность отмеченных секций будем называть масси​вом, а число секций в ней — длиной массива. Так, на рис. 13 показан массив длины 3, а на рис. 14 — три массива: длины 5, длины 1 и длины 2.
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Рис. 13
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Рис. 14
Условимся теперь число п записывать на ленте посредством массива длины п+ 1, а сам этот массив называть машинной записью числа п. На рис. 13 и 14 показаны, следовательно, машинные записи чисел 2, 4, 0 и 1.
Зададимся целью осуществить на машине Поста прибавление единицы. Понимать нашу задачу мы будем следующим образом: надо составить программу, которая, будучи применена к ленте, на которой записано про​извольное число пу приводила бы к результативной оста​новке, причем после остановки на ленте должно быть записано число п+1 (имеется в виду составление од​ной  программы, годящейся для  любого  п).
В предыдущей фразе задача еще поставлена не вполне точно, так как ни о начальном (т. е. задаваемом в начале), ни о заключительном (т. е. возникающем после результативной остановки) состоянии машины не сказано, ни где именно записано число, ни что еще записано на ленте; не сказано также, где должна стоять каретка. Будем предполагать, что в начале и в конце работы программы на ленте имеются только записи со​ответствующих чисел (п в начале и п + 1 в конце), рас​положенные в произвольном месте ленты, а в остальном лента пуста. В целях облегчения нашей задачи не будем налагать никаких дополнительных ограничений на за​ключительное состояние: нас, таким образом, устроит любая программа, приводящая к ленте с записью числа п + 1, где бы эта запись ни находилась и где бы ни стояла при этом каретка. В то же время мы будем делать   все   более   и   более   широкие предположения относительно взаимного расположения каретки и машинной записи числа в начальном состоянии машины. Та​ким образом, мы будем иметь дело не с одной задачей, а с целой серией задач. Мы настоятельно рекомендуем читателю, прежде чем читать решение какой-либо за​дачи, попытаться решить ее самому,
5.3.2.2. Прибавление единицы в простейшем случае

Мы начнем с самого сильного ограничения, налагае​мого на взаимное расположение машинной записи числа и каретки в начале, и, тем самым, с наиболее простой задачи. Назовем ее задачей 1.
Задача 1 (длинная формулировка). Тре​буется написать программу машины Поста, обладаю​щую следующим свойством. Каково бы ни было число п, если начальное состояние машины Поста таково, что на ленте имеется машинная запись числа п (а в остальном лента пуста) и каретка стоит против самой левой секции записи, то выполнение программы должно привести к результативной остановке, после чего на ленте (в произ​вольном ее месте) должно быть записано число п + 1 (а в остальном лента должна быть пуста), причем ка​ретка может стоять где угодно.
Обозначим через Ап совокупность всех таких состоя​ний машины Поста, в каждом из которых отмеченными на ленте являются равно               п + 1 секций, а каретка стоит против самой левой из отмеченных секций. На рис. 15 показано несколько состояний из класса А2; они отличаются друг от друга лишь различным положением мас​сива и «жестко связанной с ним» каретки относительно начала координат.
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Рис. 15. Состояния   из   класса   Ап отличаются друг от друга лишь «сдвигом» относительно системы координат

Обозначим через Еп совокупность всех таких состояний машины Поста, в каждом из которых отмеченными на ленте являются ровно              п + 1 секций, а каретка может стоять где угодно. К Еп относятся все состояния из Ап и еще много других. На рис. 16 показано несколько со- стояний из класса Е2 .
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Рис. 16
Теперь задачу 1 можно сформулировать короче.
Задача 1 (короткая формулировка). Написать такую программу машины Поста, которая для любого п, будучи применена к произвольному состоянию из класса Ап дает результативную остановку в каком-то состоянии из класса Еп+1.
Прежде чем приступить к решению задачи 1, заме​тим, что в ее условии ничего не говорится о том, что должно получаться при применении искомой программы к состояниям, не принадлежащим ни к одному из клас​сов Ап (п =0,1,2, ...); это значит, что нам безраз​лично,   что   будет  происходить при таких состояниях, выбираемых в качестве начальных: нас устроит любая программа, переводящая состояния из Ап в состояния из Еп+1, что бы она ни делала с остальными состояниями.
Решением задачи 1 будет, например, такая про​грамма:
Программа I1
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Мы написали «например», потому что решение за​дачи 1 не единственно: возможны и другие программы, удовлетворяющие условиям задачи. Например, такая программа также будет решением задачи 1;
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Однако написанная выше программа I1 будет самой короткой (точнее, одной из самых коротких) из программ, удовлетворяющих условиям задачи 1. Действительно, можно доказать (и мы рекомендуем это сделать чита​телю), что никакая программа длины 1 или 2 уже не может служить решением задачи 1; в то же время есть еще ровно одна программа длины 3, также являющаяся решением нашей задачи; вот эта программа:
Программа   I2
[image: image1165.png]1. <=3
2. cron
3. V2.




Отметим, что существует беско​нечно много программ, являющихся решениями задачи 1,
Замечание. При фиксированном п состояния из Ап отли​чаются друг от друга лишь сдвигом относительно начала коор​динат (рис. 15). Какую бы программу мы ни применили к этим начальным состояниям, получающиеся результаты будут, очевид​но, отличаться друг от друга тем же самым сдвигом. Поэтому достаточно выбрать из каждого класса Ап по одному состоянию ап и составить программу, которая каждое ап будет переводить в некоторое состояние из Еп+1. Всякая такая программа автоматически будет решением задачи 1. Заметим, что состояние ап можно выбирать из Ап совершенно произвольно.

Совершенно аналогично задаче I может быть решена задача 1', отличающаяся от задачи 1 лишь тем, что вна​чале каретка обозревает самую правую из секций мас​сива. Именно, обозначим через А′п класс всех таких состояний из Еп, в которых каретка обозревает самую правую из отмеченных секций. Тогда короткая форму​лировка задачи 1' будет такова:
Задача 1' (короткая формулировка). Написать такую программу машины Поста, которая для любого п, будучи применена к произвольному состоянию из класса Ап, дает результативную остановку в каком-то состоянии из класса Еп+1.
Следующие две программы будут единственными са​мыми короткими программами, удовлетворяющими усло​вию задачи 1':
Программа   I′1
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Программа  I′2
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5.3.2.3. Прибавление  единицы   в   более  сложных  случаях
Не будем теперь требовать, чтобы каретка в начале стояла непременно против одной из крайних секций мас​сива, как это было в задачах 1 и 1'. Ограничимся тре​бованием, чтобы в начальном состоянии каретка обозре​вала одну из секций массива.
Задача 2 (длинная формулировка). Тре​буется написать программу машины Поста, обладаю​щую следующим свойством. Каково бы ни было число п, если начальное состояние машины Поста таково, что на ленте имеется машинная запись числа п (а в остальном лента пуста) и каретка стоит против одной из секций записи, то выполнение программы должно привести к результативной остановке, после чего на ленте (в про​извольном ее месте) должно быть записано число п + 1 (а в остальном лента должна быть пуста), причем каретка может стоять где угодно.
Обозначим через Вп совокупность всех таких состоя​ний машины Поста, в каждом из которых отмеченными на ленте являются ровно                     п + 1 секций, а каретка стоит против одной из отмеченных секций. Очевидно, класс Вп является частью класса Еп и сам содержит в качестве части класс Ап. На рис. 17 изображено несколько со​стояний из класса В4, а на рис. 18 — общий вид состоя​ния из класса Вп.
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Рис. 17
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Рис. 18. Общий вид состояния из класса Вп. Здесь [image: image1170.png]=
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Тогда получаем следующую короткую формулировку задачи 2:
Задача 2 (короткая формулировка). На​писать такую программу машины Поста, которая для любого п, будучи применена к произвольному состоянию из класса Вп, дает результативную остановку в каком-то состоянии из класса Еп+1.
Очевидно, что каждое решение задачи 2 будет одно​временно и решением задачи 1, а также задачи 1′. В то же время существуют решения задачи 1, не являющиеся решениями задачи 2. Таковы, например, программы I1 и I2. Так же, как и для задачи 1, для задачи 2 существует бесконечное множество программ, являющихся ее ре​шением. Мы по-прежнему будем интересоваться наиболее короткими программами. Можно доказать (рекомендуем читателю это сделать), что никакая программа длины 1, 2 или 3 не может быть решением задачи 2. В то же время возможны решения задачи 2 длины 4, Вот одно из таких решений:
Программа   II1
[image: image1172.png]



Отметим, что, помимо програм​мы II1, существует еще ровно одиннадцать (II1, II2, ....., II12) решений задачи 2, имеющих длину 4 и содер​жащих команду движения влево. Выпишите эти ре​шения.
Программы[image: image1173.png]
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  получающиеся из программ[image: image1175.png]I, 1L, ..., I,



 путем   замены   знака [image: image1176.png]


 на   знак [image: image1177.png]


 также  служат решениями  задачи 2.  
Программами II1, [image: image1178.png]I, ..., I, II}, 15, ..., 11,



  исчерпываются все решения задачи 2 длины 4.
Рассмотрим теперь такие начальные состояния, в которых каретка держит в поле зрения не какую-то из секций исходного массива, а какую-то пустую секцию. Будем предполагать при этом, что является заранее из​вестным, стоит ли каретка слева или справа от исход​ного массива. Слова «является заранее известным» озна​чают, что требуется найти не единую программу, рабо​тающую во всех случаях, а две программы, одна из которых работает в случае, если каретка вначале стоит слева от массива, а другая работает в случае, когда ка​ретка вначале стоит справа от массива. Таким образом, мы имеем здесь не одну, а две задачи. Чтобы получить сразу короткие формулировки этих задач, введем сле​дующие обозначения. Обозначим через Сп совокупность всех таких состояний из класса Еп, в которых каретка стоит слева от массива, а через С'п — совокупность всех таких состояний из класса Еп, в которых каретка стоит справа от массива. На рис. 19 показан общий вид со​стояния из класса Сп, а на рис. 20 —общий вид состоя​ния из класса С′п.
[image: image1179.png]# cewqud
A

LI T VVN VIV

Yy
‘ n+7 cewqui




Рис. 19. Общий вид состояния из класса Сп. Здесь k≥0
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Рис. 20. Общий вид состояния из класса С′п. Здесь k≥0
Задача 3 (короткая формулировка). Написать такую программу машины Поста, которая для любого п, будучи применена к произвольному состоянию из класса Сп, дает результативную остановку в каком-то состоянии из класса Еп+1.
Задача 3' (короткая формулировка). На​писать такую программу машины Поста, которая для любого п, будучи применена к произвольному состоянию из класса С'п, дает результативную остановку в каком-то состоянии из класса Еп+1.
Очевидно, что каждую программу, являющуюся ре​шением задачи 3, можно превратить в решение задачи 3', если всюду знак[image: image1181.png]


 заменить на знак[image: image1182.png]


, а знак [image: image1183.png]


 заменить на знак [image: image1184.png]


. Такой же операцией любое реше​ние задачи 3' превращается в решение задачи 3. По​этому достаточно решить только одну из этих задач. Вот одно из решений задачи 3:
Программа  III
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Попробуйте доказать, что задача 3 не допускает более коротких решений. 
5.3.2.4. Прибавление единицы в еще более сложном случае
В этом параграфе мы рассмотрим в качестве клас​са исходных (начальных) состояний объединение всех классов
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из предыдущего
параграфа. Этот класс будет, следовательно, состоять из всех таких — и только таких — состояний машины, в каждом из которых каретка стоит либо против какой-то из секций исходного массива, либо же левее массива.
Обозначим через Dn совокупность всех таких состоя​ний из класса Еп, в которых обозреваемая кареткой сек​ция либо отмечена, либо расположена левее всех отме​ченных секций. Очевидно, что при каждом п класс Dn есть объединение классов Вп и Сп.
Задача 4. Написать такую программу машины Поста, которая для любого n, будучи применена к про​извольному состоянию из класса Dп дает результатив​ную остановку в каком-то состоянии из класса Еп+1.
Задачу 4 можно свести к задачам 2 и 3, т. е. можно указать способ, как из произвольных решений задач 2 и 3 получить некоторое решение задачи 4. Укажем такой способ. Пусть [image: image1187.png][1]



 — произвольный список команд ма​шины Поста, a k — произвольное целое число. Через [image: image1188.png]


 будем обозначать список, полученный из[image: image1189.png][1]



 пу​тем прибавления числа k ко всем номерам и всем от​сылкам команд из [image: image1190.png])



 Например, I1[+7] — это такой список:
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Пусть теперь II —произвольная программа, являющаяся решением задачи 2, а III — произвольная программа, яв​ляющаяся решением задачи 3. Пусть l есть длина программы II. Составим теперь такой список команд:
[image: image1192.png]; /l+2 I [+ 1]
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Легко проверить, что этот список команд является про​граммой машины Поста, причем такой программой, ко​торая удовлетворяет условиям задачи 4. В самом деле, всякое состояние из класса Dn принадлежит либо Вп, либо Сп. В первом случае «срабатывает» список II [+1], во втором — список III [+l+ 1].
Однако изложенный способ не обязан давать (и, как мы сейчас увидим, действительно не дает) кратчайшее решение задачи 4 — даже если исходить из крат​чайших решений задач 2 и 3. Посмотрим, что получится, если применить этот способ к программам II1 и III. Мы получим такое решение задачи 4;
Программа IV10
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Ясно, что эту программу можно сократить, не меняя при этом совершаемой ею работы, путем объединения в одну двух команд остановки, или, как мы будем гово​рить, путем поглощения одной из этих команд другой. Проще поглотить команду № 10 командой № 5. Для этого достаточно заменить отсылку 10 во всех командах, где она встречается, — в нашем случае только в команде № 9 — на отсылку 5 и затем вычеркнуть команду № 10 ( Если бы мы хотели поглотить команду № 5 командой №10, то надо было бы заменить отсылку 5 на отсылку 10 во всех ко​мандах, где она встречается (в данном случае в команде № 4), затем вычеркнуть команду № 5, после чего уменьшить на 1 все номера команд, следующих за вычеркиваемой, и все отсылки, сов​падающие с этими номерами).
Мы получим программу IV9, в которой можно теперь поглотить команду № 9 командой № 4. Для этого до​статочно заменить в команде № 8 отсылку 9 на отсылку 4 и затем вычеркнуть команду № 9. После произведен​ных двух поглощений получим новое решение задачи 4 в виде программы IV8,
Программа  IV8
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Замечание. В общем случае поглощение (в дан​ной программе) команды № α командой № β состоит в последовательном выполнении трех операций. Во-пер​вых, всюду отсылка α  заменяется на отсылку β ; во-вто​рых, команда № α  вычеркивается; в-третьих, во всех командах образовавшегося списка числа α +1, α + 2, α  + 3, ... (которые могут быть как номерами, так и от​сылками) заменяются соответственно на α , α  + 1, α  + 2, ... Если команды № α  и № β  совпадали во всем, кроме своих номеров, то программа, образовавшаяся после поглощения команды α  командой β , и первона​чальная программа будут «работать совершенно одина​ково». Слова, взятые в предыдущей фразе в кавычки, уточняются следующим образом. Возьмем два экземп​ляра машины Поста, приведем каждый из них в неко​торое— одно и то же для обеих машин — начальное со​стояние и заставим работать первую машину по некото​рой программе А, а вторую — по некоторой программе Б. Предполагая, что машины работают синхронно, будем сравнивать одновременно возникающие состояния пер​вой и второй машины. В начальный момент эти состоя​ния совпадают по условию. Может случиться, что они совпадают и во все последующие моменты, причем оста​новка каждой машины происходит — если только происходит вообще—одновременно с остановкой другой машины и имеет то же качество (т. е. эта остановка либо у обеих машин результативная, либо у обеих машин безрезультатная). Если описанное явление осуществляется для любого начального состояния, общего для обеих машин, то мы и будем говорить, что программы А и Б рабо​тают совершенно одинаково. Более грубо, А и Б работают совершенно одинаково, коль скоро для любого т по прошествии т шагов работы программы А возникает то же состояние, что после т шагов работы программы Б, — при условии, что это было верно для т = 0, т. е. в самом начале работы. Вот примеры одинаково работаю​щих программ: a) I1 и 12; б) 1'1 и 1'2; в) IV10 и IV8.
Посмотрим теперь, нельзя ли сократить и программу IV8. В ней нет двух команд, различающихся только но​мерами, поэтому способ поглощения здесь может, во​обще говоря, привести к программе, которая не будет работать совершенно одинаково с исходной. Все же и программу IV8 можно сократить способом поглощения.
С этой целью сравним команды № 8 и № 2. Их нельзя объединить в одну, поскольку они имеют разные от​сылки. Оказывается, тем не менее, что команда № 2 мо​жет, в известном смысле, взять на себя функции команды № 8 (и потому поглотить последнюю).
В самом деле, пусть на некотором этапе работы про​граммы нам предстоит выполнять команду № 8. Пред​положим, что секция, расположенная непосредственно левее той, которая обозревается в рассматриваемый мо​мент кареткой, пуста. Тогда команда № 8 сдвинет ка​ретку в эту пустую секцию, после чего команда № 4 по​ставит на ней метку. Если вместо команды № 8 мы станем выполнять команду № 2, то произойдет следующее: команда № 2 сдвинет каретку в ту же, что и раньше, пустую секцию, команда № 3 заставит машину сделать «шаг на месте», после чего опять-таки сработает коман​да № 4. Посмотрим, что случится, если секция, располо​женная непосредственно левее обозреваемой, не пуста, а отмечена. Если так, то в первом случае (т. е. после выполнения команды № 8) произойдет безрезультатная остановка, а во втором случае (т. е. после выполнения команды № 2) таковой не произойдет.
Проведенное рассуждение показывает, что если по​следовательное выполнение команд № 8 и № 4 не при​водит к безрезультатной остановке, то оно может быть , заменено выполнением команд №№2, 3, 4 (в то время как обратная замена может, вообще говоря, существенно изменить работу программы: выполнение команд №№ 2, 3, 4 никогда не приводит к безрезультатной остановке, но при замене этого выполнения выполнением команд №№ 8, 4 может возникнуть безрезультатная остановка). Поэтому, если ограничиться такими начальными состоя​ниями, для которых при выполнении программы IV8 не​возможна безрезультатная остановка  (а к таким заведомо относятся все состояния из Dn, где п = 0, 1, 2, ...,( ведь в применении            к этим состояниям программа IV8 при​водит к результативной остановке, ), то программа IV7, получающаяся после по​глощения команды № 8 командой № 2, также будет ре​шением задачи 4. Вот эта программа:
Программа  IV7
[image: image1195.png]



Произведя в программе IV7 поглощение команды № 7 командой № 1, получим следующую программу — IV6:
Программа IV6
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Поскольку программы IV7 и IV6 работают совершенно одинаково, то программа IV6, так же как и IV7, будет решением задачи 4. Попробуйте доказать, что задача 4 не имеет более коротких решений.
Совершенно аналогично решается задача о прибав​лении единицы для начальных состояний, в которых обозреваемая секция либо отмечена, либо стоит правее отмеченного массива. Решение соответствующей за​дачи— назовем ее задачей 4' — можно получить, заме​нив в произвольном решении задачи 4 все знаки 
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 на 
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, а знаки 
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Если обозначить  через  D′n совокупность всех таких состояний из Еп, в которых каретка стоит либо на мас​сиве, либо правее массива, то можно заметить, что — при каждом п — класс Еп есть объединение   классов. Dn и D'n, а класс Вп — пересечение этих классов. В символах:
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5.3.2.5. Прибавление единицы в самом  общем случае
Не будем теперь налагать никаких ограничений на взаимное расположение каретки и машинной записи числа в начальном состоянии. Требуется, следовательно, составить программу, которая осуществляла бы прибав​ление единицы при условии, что запись исходного числа находится в произвольном участке ленты и каретка стоит где угодно. Соответствующее требование формулируется в задаче 5.
Задача 5. Написать такую программу машины Поста, которая для любого п, будучи применена к про​извольному состоянию из класса Еп, дает результатив​ную остановку в каком-то состоянии из класса Еп+1.
Очевидно, что каждая программа, являющаяся реше​нием задачи 5, будет одновременно служить решением каждой из предшествующих задач. Однако ни одно из приведенных выше решений задач 1, 1′, 2, 3, 3', 4, 4' не является решением задачи 5 (проверьте это).
Начальные состояния для задачи 5 показаны на рис. 18, 19 и 20: ведь любое состояние из Еп принадле​жит либо Вп, либо Сп, либо С'п. Однако теперь нужно составить единую программу, приводящую к цели для каждого из видов начального состояния, показанных на рис. 18, 19, 20. Попытайтесь найти такую программу са​мостоятельно. Вы увидите, что это не так просто. А мо​жет быть, требуемой программы не существует вовсе? Тогда попытайтесь доказать, что ее не существует. Ответ на вопрос, имеет ли задача 5 решение, будет дан  ниже. 
5.3.3. Анализ и синтез программ машины Поста

Раньше мы уже встречались как с задачей синтеза программ (состоящей в построении программ, осуществляющих заданные действия), так и с задачей анализа (состоящей в описании тех преобра​зований, которые совершают программы). В данной гла​ве эти задачи будут решаться для более сложных и содержательных ситуаций: анализ программ будет рас​сматриваться в связи с одной задачей, оставшейся нере​шенной в предыдущей главе, а синтез — в связи с зада​чей о сложении чисел.

5.3.3.1. Диаграммы и блок-схемы

Программы, с которыми мы встречались в предше​ствующих двух главах, посвященных машине Поста, были простыми.
Поэтому мы без труда могли как проанализи​ровать заданную программу, т. е. понять, как она работает, так и синтезировать нужную про​грамму, т. е. построить программу с требуемыми свой​ствами.
Но предположим, что дана программа посложнее, на​пример, такая:
Программа V
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Как проанализировать эту программу?
Мы поступим так: разобьем нашу программу на части (которые назовем блоками) и постараемся понять, как работает каждый блок в отдельности и как отдель​ные блоки взаимодействуют между собой. Чтобы найти удобное разбиение программы V на блоки, составим так называемую диаграмму этой программы.
На диаграмме программы команды изображаются кружками, а переходы от одной команды к другой— стрелками. Чтобы построить диаграмму программы V, нарисуем 23 кружка и пометим их числами от 1 до 23. Проведем от кружка № i к кружку № j стрелку в том и только в том случае, если i-я команда (т. е. команда с номером i) имеет отсылку, равную j. В частности, если i-я команда есть команда остановки, то от i-го кружка не будет отходить ни одной стрелки, а если i-я команда есть команда передачи управления, то от i-го кружка будут отходить две стрелки — одна к кружку, отвечаю​щему верхней отсылке команды, и вторая к кружку, от​вечающему нижней отсылке. Вся наша программа изо​бразится тогда фигурой, показанной на рис. 21. 
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Рис.21
Эту фигуру и назовем диаграммой программы V, а состав​ляющие ее кружки — узлами диаграммы.
Изложенным способом можно построить диаграмму для любой программы. Последовательная смена выпол​няемых команд данной программы наглядно иллюстри​руется движением по диаграмме этой программы в на​правлении стрелок.
Разобьем теперь нашу программу V на группы команд — блоки. Тем самым на блоки   (группы узлов) разобьется и диаграмма. Нагляднее задавать разбиение на блоки именно как разбиение диаграммы.
Для наших целей — целей  анализа программы V —
удобно разбить диаграмму  рис.  21, а вместе с нею и саму  программу V на  сле​дующие восемь блоков:
1-й блок — назовем его «блоком начала» — состоит из узлов (команд) № 1, 2, 3,4;
2-й блок — назовем его «блоком проверки влево»— состоит из узлов (команд)^ № 5, 6, 7;
3-й блок — назовем его «блоком движения впра​во» — состоит из узлов (ко​манд) № 8, 9;
4-й блок — назовем его «блоком проверки впра​во» — состоит из узлов (ко​манд) № 10, 11, 12;
5-й блок — назовем его «блоком движения вле​во»— состоит из узлов (ко​манд) № 13, 14;
6-й блок — назовем его «блоком стирания впра​во»— состоит из узлов (ко​манд) № 15, 16, 17, 18;
7-й    блок — назовем  его  «блоком      стирания      вле​во» — состоит   из   узлов  (команд)  №  19,   20,   21,   22;
8-й блок — назовем его «блоком остановки» — состоит из узла (команды) № 23.
Для каждого разбиения данной программы на блоки можно составить свою так называемую блок-схему данной программы. Для этого надо каждый блок изобра​зить в виде прямоугольника и провести от прямоуголь​ника, изображающего блок α, к прямоугольнику, изо​бражающему блок β, столько стрелок, сколько их идет от узлов блока α к узлам блока β. Блок-схема програм​мы V для выбранного нами разбиения на блоки приве​дены на рис. 22 (внутри каждого прямоугольника впи​сан номер и название соответствующего блока).
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Рис.22
Имея перед глазами блок-схему какой-либо програм​мы, можно наглядно представить себе ее работу в фор​ме последовательного выполнения команд то одного бло​ка, то другого. Блок, содержащий команду № 1, будем называть начальным, а блок, содержащий команду оста​новки,— заключительным; для простоты будем считать,
что заключительный блок ничего больше не содержит. Вместо того чтобы говорить «выполнение команд данного блока»,условимся для крат​кости говорить просто «вы​полнение данного блока». Первым всегда будет вы​полняться начальный блок. При выполнении какого-либо незаключительного блока могут произойти три случая: 1) во время выпол​нения блока произойдет безрезультатная остановка;                   2) выполнение блока нико​гда не окончится, т. е. каждый раз  после  выполнения какой-то команды надо бу​дет снова выполнять команду того же блока; 3) выпол​нение блока окончится, т. е. после выполнения некоторой команды надо будет переходить к выполнению некото​рой команды другого блока. Короче, попав в незаклю​чительный блок, мы либо «застрянем» в нем навсегда, либо по одной из отходящих от него стрелок выйдем в некоторый другой блок.
Иногда можно сразу, по виду диаграммы, выделить некоторые блоки, в которых заведомо невозможно за​стрять (если только исключить случай безрезультатной остановки, которая может произойти в любой момент). Для блок-схемы на рис. 22 такими будут, как следует из диаграммы на рис. 21, блоки 2-й и 4-й. Поэтому выполнение программы V будет происходить следующим образом: сперва выполняется 1-й блок; его выполнение либо никогда не кончается, либо кончается, и тогда вы​полняется 2-й блок. Выполнение 2-го блока кончается обязательно, и после него выполняется либо 3-й блок, либо 6-й; после 3-го (если его выполнение заканчивает​ся)— 4-й;  после 4-го — либо 5-й, либо 7-й; после 5-го (если его выполнение заканчивается) —2-й; после 2-го снова либо 3-й, либо 6-й; и так далее. Выполнение               6-го (равно как и 7-го) блоков может закончиться, а может и не закончиться; если оно закончится, то выполняется 8-й блок, и машина останавливается.
Теперь мы можем, наконец, решить для нашей про​граммы задачу анализа. Мы ограничимся при этом слу​чаем, когда начальное состояние принадлежит (при не​котором п) классу Еп. При помощи блок-схемы в сле​дующем параграфе будет показано, что в применении к такому начальному состоянию программа приводит к результативной остановке в состоянии из класса Еп+1.
Тем самым решается следующая (поставленная в § 5 предыдущей главы) общая задача о прибавлении единицы:
      написать программу машины Поста, которая для лю​бого п, будучи применена к произвольному состоянию из Еп (взятому в качестве начального), дает результа​тивную остановку в каком-то состоянии из класса Еп+1.
Именно, программа V длины 23 оказывается реше​нием этой задачи.
5.3.3.2.  Анализ программы прибавления единицы
Итак, перейдем к анализу программы V из 5.4.3.1., т.е. к выяс​нению того, как она работает. Как мы договорились, в качестве начального состояния мы выбираем какое-то состояние, принадле​жащее какому-то из классов Еп (п= 0, 1, 2, ...). Обозначим че​рез Нп класс тех состояний из класса Еп, при котором как обозре​ваемая  секция,  так   и  соседняя  с  нею  секция  справа  обе  пусты.
Приступаем к выполнению программы V. Сначала выполняется первый блок. Сейчас мы покажем, что выполнение его закончится (т. е. мы выйдем из него во второй блок); одновременно мы увидим, какое состояние машины возникнет после его выполнения. Рассмотрим три случая.
Случай 1. В начальном состоянии как обозреваемая сек​ция, так и соседняя с ней слева секция обе пусты. В этом случае последовательно сработают команды № 1, 2, 4, после чего вы​полнение блока окончится, причем машина придет в состояние из класса Нп.
Случай 2. В начальном состоянии обозреваемая секция пуста, но соседняя с ней слева секция отмечена. Это значит, что интересующий нас массив длины п + 1 находится слева от обозреваемой секции и, следовательно, справа от нее все секции лусты. В этом случае последовательно сработают команды № I, 2, 4, 3, 4, после чего выполнение блока окончится, причем машина придет в состояние из класса Нп.
Случай 3. В начальном состоянии обозреваемая секция отмечена. Это значит, что каретка стоит как раз против одной из секций нашего масива длины п+1; пусть она стоит на k-й спра​ва секции этого массива. В этом случае будут работать команды № 1, 3, 4, 3, 4, 3, 4, …, причем выполнение пары команд № 3 и 4 произойдет ровно к раз, пока каретка не окажется на первой справа пустой секции; после этого выполнение блока закончится, и машина будет находиться в одном  из состояний класса Нп.
Итак, к какому бы состоянию из класса Еп ни применялась программа V, выполнение 1-го блока закончится, после чего ма​шина   будет  находиться  в  одном  из  состояний  класса   Нп.
Поэтому для осуществления нашей цели (состоящей в уста​новлении того, что программа V является решением общей зада​чи о прибавлении единицы) достаточно доказать, что, применяя эту программу, начиная со 2-го блока, к произвольному состоянию из класса Нп, мы получим рано или поздно результативную оста​новку в состоянии из класса Еп+1. К доказательству этого факта мы сейчас и приступим.
Итак, пусть машина находится в некотором состоянии из клас​са Нп. Фиксируем это состояние — обозначим его h. Мы знаем, что на ленте введена «целочисленная система координат», согласно ко​торой секции ленты занумерованы целыми числами. Забудем эту «старую» систему координат и введем следующую новую (также целочисленную) систему: обозреваемую в состоянии h секцию за​нумеруем числом 0; секции, стоящие справа и слева от нее, — чис​лами [image: image1206.png]=1, £2, =3, ses



 (рис. 23). 
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Рис 23
Подчеркнем, что эта система ко​ординат зависит от рассматриваемого нами состояния h из Нп. Тогда массив, служащий записью числа п, располагается в секциях с номерами [image: image1208.png]


                 где т — какое-то число, поло​жительное или отрицательное. Секции с номерами 0 и 1 заведомо пусты. Поэтому либо т + п < 0, либо т < 1.
Обозначим через Нтп такое состояние машины, при котором отмечены секции с номерами[image: image1209.png]mp m+lo a6ey m+nv



и только они,
а каретка стоит против секции № 0. Тогда класс состояний      Нп
состоит из состояний Нтп , где либо т + п < 0, либо т > 1, т. е, из
состояний
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Общий вид этих состояний показан на рис. 24. 
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Рис. 24. Состояние Нтп : а) при т + п < 0;  б) при т > 1
Наше исходное состояние h есть одно из этих состояний Нтп .  Стало быть, нам нужно доказать, что под действием програм​мы,  начиная  со  2-го  блока,  каждое  из  состояний Нтп ,   где либо т + п<0, либо т > 1, переходит с результативной остановкой в   состояние  из   класса   Еп+1.  Это   мы  сейчас  и    установим   путем наблюдения того, какие изменения претерпевает состояние Нтп  при последовательном выполнении блоков программы.
С этой целью введем некоторые обозначения. Пусть целые числа m, n, р, q удовлетворяют следующим трем условиям: 1) p≤^q;
2)п≥0; 3) либо т + п < р, либо m > q. Через [image: image1212.png]v, (b q)



 обозначим класс  всех состояний  машины  Поста,  которые удовлетворяют
следующим двум условиям: 1) секции с номерами р и q пусты, а все секции между ними отмечены; 2) секции с номерами (т — 1) и                             (т + п+1)   пусты, а  все секции  между  ними отмечены.
Общий   вид  состояний   класса[image: image1213.png]Wit (p, q)



 показана на   рис. 25.
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Рис.   25.   Состояние   из   класса [image: image1215.png]W (p, q)



 имеет   один   из   видов:
а) (при т + п < р) или б) (при т > q)\  каретка   может стоять где
угодно.
Через[image: image1216.png]R, (p, 9)



обозначим то состояние из класса в[image: image1217.png]W (p, q),



 в кото-
ром каретка стоит против секции с номером р,   а через [image: image1218.png]S p. q)



—
то состояние   из   класса[image: image1219.png]W (o, gk



в котором каретка стоит против
секции с номером q.
Непосредственной проверкой можно установить следующие ут- верждения:
[image: image1220.png]1o, H' = R (0, 1).




2°. Если перед началом работы второго блока состояние машины Поста было[image: image1221.png]R (x, v),



 причем то [image: image1222.png]x—1==m- n,



 после выполнения
2-го блока состояние машины будет[image: image1223.png]Ry x—1,9)



и следующим дол-
жен будет выполняться 3-й блок.
3°. Если  перед  началом  работы  3-го  блока состояние  машины
Поста было[image: image1224.png]R, (%, y),



 то выполнение этого блока закончится, по-
сле чего состояние машины Поста будет[image: image1225.png]87 (x, y).




4°. Если перед началом работы 4-го блока состояние машины Поста было[image: image1226.png]Sy (%, y)



причем у + 1 ≠ т, то после выполнения этого блока состояние машины будет[image: image1227.png]S, y+1)



и следующим должен будет выполняться пятый блок.

 5°. Если перед началом работы 5-го блока состояние машины Поста было[image: image1228.png]S (x, y),



 то выполнение этого блока закончится, после чего состояние машины будет[image: image1229.png]R (x, y).




Будем изображать символически выполнение блока прямоугольником с помещенным внутрь его номером блока; состояния, пред​шествующие выполнению блока и возникающие в результате этого выполнения, будем писать непосредственно левее и непосредствен​но правее соответствующего прямоугольника. Тогда, на основании
утверждений 1° — 5°, работу машины Поста, исходящей из состоя​ния Нтп и выполняющей нашу программу, начиная со 2-го блока, можно изобразить следующей последовательностью:
[image: image1230.png]



Эта последовательность продолжается до тех пор, пока не на​ступит одно из двух следующих событий.
Первое событие. В некоторый момент времени перед на​чалом работы 2-го блока (быть может, в частности, в самом нача​ле) состоянием машины оказывается такое[image: image1231.png]R, (x, ),



 что   х — 1 =т + п.
Второе событие. В некоторый момент времени перед началом работы 4-го блока состоянием машины оказывается такое [image: image1232.png]S™(x, y),



  что             у + 1 = т.
Заметим, что одно из этих событий непременно наступит (во​прос читателю: почему?).
Рассмотрим отдельно каждое из этих событий.
 Первое событие. Пусть к началу работы 2-го блока со​стояние машины есть [image: image1233.png]R (x, y),



где х — 1 = т + п.   Это состояние
изображено на рис. 26. 
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Рис. 26. Здесь показано состояние Rтп (при т + п+ 1, у)
После выполнения 2-го блока возникает со​стояние, изображенное на рис. 27.
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Рис.  27.   Вот  какое  состояние возникает, если 2-й блок применить
к состоянию, изображенному на рис. 26
 Последняя команда 2-го блока — команда № 7 — «передает управление» 6-му блоку, т. е. именно 6-й блок должен будет теперь выполняться. Нетрудно проверить, что вы​полнение 6-го блока закончится и после этого возникнет состояние, показанное на рис. 28. 
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Рис. 28. Вот какое состояние возникает после выполнения 6-го блока,
примененного   к   состоянию,   изображенному   на   рис.   27.   В   этом состоянии далее произойдет результативная остановка

К этому состоянию будет применяться 8-й блок,  который  приведет  к  результативной  остановке  в  этом  состоянии.
Второе событие. Пусть к началу работы 4-го блока состояние машины есть [image: image1237.png]S (x, y),



 где у + 1 = т. Это состояние изображено на рис, 29.
[image: image1238.png]



Рис. 29. Здесь изображено состояние[image: image1239.png]S (x, m—1)




Легко проверить, что после выполнения 4-го блока будет выполняться 7-й блок, а затем 8-й, который приведет к результативной остановке в состоянии, показанном на рис. 30. Нам остается заметить, что как состояние из рис. 28, так и состояние из рис. 30 принадлежат классу Еп+1. 
[image: image1240.png]mn

VIVIVIY YIVIV

.-

§





Рис. 30. В этом состоянии произойдет результативная рстанрщд после  выполнения  4-го,   7-го  и  8-го   блоков ( в применении к Ш-
стоянию, изображенному на рис. 29)
Таким образом, в любом из двух возможных случаев работа машины закончится ре​зультативной остановкой с возникновением состояния из класса £л+1, что и требовалось доказать.

5.3.3.3.   Еще о задаче прибавления единицы

Итак, общая задача о прибавлении единицы решена. Проанализируем теперь ее решение. Основная трудность, возникающая при решении этой задачи, состоит не в том,чтобы увели​чить на одну метку массив длины п+1, записанный на ленте, а в том, чтобы найти этот массив. При решении более простых задач о прибавлении единицы, обсуждав​шихся в предыдущей главе, мы знали, в каком направолении следует искать массив, и соответственно писали программу, работа которой начиналась с движения в соответствующую сторону (если только не оказы​валось, что каретка в самом начале стоит на искомом массиве). В общей задаче мы не знаем, куда надо дви​гаться. 
Каким же способом можно «додуматься» до программы V или другой аналогичной программы, которую, возможно, читатель составит или уже составил само​стоятельно? А вот каким. Представим себе, что мы стоим на бесконечной в обе стороны дороге, а где-то на этой дороге лежит камень, который мы хотим найти, Мы не знаем, где он лежит, знаем только, что где-то он непременно лежит. Как нам поступить? В ка​кую бы сторону мы ни пошли, может случиться, что  камень лежит как раз в другой стороне. Оче​видно, нам надо двигаться попеременно то в одну сто​рону, то в другую, постоянно увеличивая размах своих колебаний: сначала делаем шаг в одну сторону, потом два шага в другую, потом три шага снова в первую сторону, потом четыре шага во вторую и т. д. до тех пор, пока не наткнемся на  камень.
Задумаемся теперь вот над чем. Как определить мо​мент, когда надо поворачивать, т. е. менять направление движения? Казалось бы, очень просто; надо только вести счет шагов и знать в каждый момент, сколько мы дол​жны пройти шагов в данном направлении и сколько шагов из этого числа мы уже прошли. На самом деле тут есть одна трудность, заключающаяся в том, как зафиксировать нужные нам числа шагов. Если хранить их в нашей памяти, то надо быть готовым к запоминанию сколь угодно больших чисел, что невозможно: действи​тельно, если камень лежит достаточно далеко от нашей исходной позиции, то придется запоминать числа, превосходящие возможности нашего мозга. Можно вести запись чисел шагов, скажем, в блокнотах,  но тогда надо быть готовым к тому, что при​дется носить с собой сколь угодно объемистые записи (к тому же чтение этих записей станет самостоятельной задачей). Если запретить носить с собой какие-либо записи, то указанная трудность может показаться на первый взгляд непреодолимой. Однако есть следующий спо​соб выхода из затруднения: можно использовать для записи саму дорогу. Именно: будем отмечать наш путь вдоль до​роги крошками или камешками: сделав шаг, будем класть перед собой, например, камешек (если только камешек уже там не лежит). Таким образом, идя по ка​мешкам и доходя до их конца, мы будем класть новый камешек и поворачивать в противоположную сторону—, и так до тех пор, пока не найдем камень Такой способ поиска и реализован в программе V; роль камешков играют здесь метки, которые ставит ка​ретка, чтобы отметить пройденные ею секции. Заметим еще, что в нашем случае роль камня также исполняет метка, поэтому надо принять специальные меры, чтобы не спутать «камешек» с камнем, который мы ищем (в программе V эти меры осуществлялись блоками проверки). «Недостаток»  рассматриваемого способа состоит в том, что надо иметь в кармане неограниченный запас камешков или крошек (разумеется, с точки зрения машины Поста этот недостаток несуществен). Можно, впрочем, обойтись и всего двумя камешками. Для этого надо вначале положить один камешек слева от себя, а другой справа и затем ходить между ними и передвигать их; именно, каждый раз, доходя до ка​мешка, надо переносить его на шаг вперед, повернуться и идти назад до другого камешка, с которым поступить точно так же.
Вернемся к рассмотрению программы V. Роль каждого блока этой программы ясна из их названия: блоки движения передвигают каретку по массиву ранее поставленных ею меток до конца этого массива, блоки проверки проверяют, не подошла ли уже каретка вплотную к искомой записи числа, блоки стирания стирают все те метки, которыми каретка отмечала свой путь. Если установить вначале состояние из класса Нп и начать осуществлять программу сразу со 2-го блока, то получится требуемый результат (Таким образом, если потребовать, чтобы программа давала результат только в применении к состоянию из Нп , то можно было бы ограничиться последними 19 командами, —предвари​тельно уменьшив все адреса и отсылки на 4.) Цель блока начала — привести машину из произвольного состояния класса Еп в какое-нибудь состояние из класса Нп. Заметим, что блок начала работает во всех случаях: даже если каретка в начальном состоянии уже стоит на искомой записи числа, блок начала сдвигает каретку с это​го массива с тем, чтобы затем начать поиски этого же самого мас​сива. Это кажется явно неразумным. Не проще ли сперва распо​знать, стоит каретка вначале на массиве или нет. Если стоит, то прибавить метку; если нет, то сдвинуться на одну секцию влево и посмотреть, не стоит ли метка там ; если да, то прибавить к найденному массиву метку; если нет — и только в этом случае, при двух «нет», — включить команды № 5—23 из программы V.
Составим программу, реализующую этот план. Удобно соста​вить программу сразу вместе с некоторой ее блок-схемой. Для это​го обозначим через II любую из программ длины 4, служащих ре-  шением задачи 2 из предыдущей главы, через I' — любую из программ длины 3, служащих решением задачи V из той же главы, и через Г — список команд с № 5 по № 23 из программы V. Иско​мая программа изображена посредством своей блок-схемы на рис. 31. 
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Рис. 31
Напоминаем, что для любого списка команд[image: image1242.png]


 через[image: image1243.png]


_ обознача​ется список, получающийся из[image: image1244.png]


 путем увеличения на т всех но​меров команд и всех отсылок.
Программа на рис. 31  при подходящем выборе программы II (а именно в случае, если программа II содержит команду движения  вправо, т.е.является  одной из  программ[image: image1245.png]IIP 4
A | AN § o



 упомянутых ранее), приводит к результату не более длинным путем, чем программа V, т. е. при любом начальном состоянии требует не больше, чем программа V, шагов работы машины (рекомендуем читателю проверить, что это не так, в случае когда программа II содержит команду движения влево, т. е. является одной из программ [image: image1246.png]1L, 1l,, ..., 1l}9).



 В некоторых случаях программа на рис. 31 приводит к результату даже более коротким путем, чем программа V, т. е. требует меньшего числа шагов работы машины. Предлагаем читателю проверить это и убедиться, что программа на рис. 31 требует для получения ре​зультативной остановки либо столько же шагов, как программа V , либо на 6 шагов меньше (для начальных состояний, подпадающих под случай 2), либо на 5 шагов меньше (для начальных состоя​ний, подпадающих под случай 3).
Зато программа на рис. 31 имеет 29 команд. Даже если слить в одну три имеющиеся в этой программе команды остановки, все равно останется 27 команд, т. е. больше, чем 23. Это и не удиви​тельно, так как здесь, по существу, имеются три различные про​граммы для каждого из трех возможных случаев рассмотренных ранее , которые могут проявиться в начале. Роль «блока начала» — на первый взгляд несколько парадоксального — в программе V состоит как раз в сведении всех возможных случаев к одному — к состоянию из   класса   Нп.
Вследствии этого и получается экономия в длине про​граммы. Здесь мы используем, таким образом, один из стандартных приемов математики — прием, состоя​щий в попытке свести решение любых возникающих за​дач к решению задач, уже решенных. (В рассмотренном примере мы сводим решение задачи о прибавлении единицы для произвольного начального состояния к реше​нию этой же задачи для состояний из Нп.) Указанный стандартный прием приводит обычно — при успешном его проведении — к экономии различного вида, напри​мер к экономии объема памяти, необходимого, чтобы за​помнить программу (а в общем случае — способ реше​ния) того или иного класса задач. Поэтому он играет в математике очень важную роль. Недаром в математи​ческом фольклоре бытует следующий анекдот, которым математики (по крайней мере некоторые) даже не​сколько гордятся; он состоит в совокупности двух задач.
Задача первая. Дано: спички, неразожженный примус, закрытый водопроводный кран, пустой чайник; требуется вскипятить воду. Решение. Зажигаем спичку, разжигаем примус, открываем водопроводный кран, наполняем чайник, ставим на примус, кипятим.
Задача вторая. Дано: разожженный примус, открытый   водопроводный   кран,   чайник, наполненный водой; требуется вскипятить воду. 
Решение. Сводим задачу к уже решенной (т. е. к первой). С этой целью тушим примус, выливаем воду из чайника, закрываем кран, после чего остается лишь выполнить действия, указанные в решении первой задачи.
Примечание. Количество действий, требующихся для сведения второй задачи к первой, можно сократить, совместив тушение примуса с выливанием воды из чайника: достаточно вылить воду на примус.
5.3.3.4.    Сложение чисел в простых случаях

Займемся теперь сложением чисел на машине Поста. В качестве слагаемых будут рассматриваться только це​лые неотрицательные числа. По-прежнему будем изобра​жать целое неотрицательное число т массивом длины т + 1. Осуществить на машине Поста сложение чисел — это значит составить такую программу, которая, будучи применена к ленте, содержащей записи чисел т1, т2, ..., тk (k≥^2), приводила бы к результативной оста​новке, причем после этой остановки на ленте оказыва​лась бы запись числа т1 + т2 + ... тk.
 Необходимо сделать ряд уточнений. Прежде всего будем всегда пред​полагать, что вначале на ленте не записано ничего, кроме чисел                            т1, т2, ..., тk, и требовать, чтобы в конце не было записано ничего, кроме их суммы; не будем нала​гать никаких ограничений на положение каретки в конце, что же касается ее положения вначале, то для простоты будем считать, что в начальном состоянии каретка стоит против самой левой из отмеченных секций.
Далее, можно делать различные предположения о расстоянии между массивами, служащими для записи чисел. (Расстоянием между двумя массивами естествен​но называть число секций, заключенных между крайней правой секцией левого массива и крайней левой секцией правого массива.) В наиболее простом случае (с которого мы начнем) расстояние между соседними массивами равно 1. Наконец, можно накладывать те или иные ограничения на количество слагаемых, считая это коли​чество заранее заданным или произвольным.
Наиболее простой случай рассмотрен в задаче «а».
Задача «а». Составить программу сложения двух чисел, записанных на расстоянии 1 друг от друга.
В силу сделанных предположений начальное состояв ние для задачи «а» будет иметь вид, как на рис. 32. 
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Рис. 32

Проще всего решить эту задачу, «заполнив» отмет​кой пустую секцию между массивами. Тогда, если сла​гаемыми были числа т1 и т2, на ленте возникнет т1 + т2 +  3 отмеченных секций, в то время как их должно быть  т1 + т2 + 1.  Поэтому  надо  стереть две лишние
метки. В выписанной ниже программе [image: image1248.png]


и реализуется сформулированный только что план действий»
Программа[image: image1249.png]
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Мы получим экономию в числе команд, если сотрем две метки не в конце, а в начале, прямо из левого мас​сива. При этом надо проявить осторожность, чтобы учесть тот случай, когда в левом массиве всего одна метка. Этот план реализуется в программе А, содержа​щей всего 8 команд. 3-я команда этой программы как раз и учитывает тот случай, когда в левом массиве всего одна метка.
Программа А
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Задача «б». Составить программу сложения про​извольного количества чисел, записанных на ленте на расстоянии 1 друг от друга.
В силу сделанных предположений начальное состоя​ние для задачи «б» будет таким, как на рис. 33. 
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Рис. 33
Надо составить такую программу, которая для любого числа k и любых чисел[image: image1253.png]Ny, M2, veey Mg



давала бы результативную остановку в состоянии, в котором на ленте записано число [image: image1254.png]my -+ M-t ..., T Mg



 Вот наиболее короткая (точнее, одна из наиболее коротких) программа:
Программа  Б
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Рекомендуем читателю проверить эту программу (как и все остальные программы настоящего параграфа)  на каком-либо конкретном примере и тем самым понять «идею» ее работы. Эта «идея» состоит в данном случае в том, что мы последовательно отщепляем по две метки слева (командами № 1 и № 11), помещая взамен одну метку в ближайшую пустую секцию справа (командой № 4); если следующая за ближайшей справа пустой сек​цией также пуста (что проверяется командами № 5 и № 6), то это значит, что можно кончать (передача управ​ления команде № 7).
Перейдем теперь к сложению чисел, записанных на ленте с произвольным расстоянием между ними.
Задача «в». Составить программу сложения двух чисел, записанных на произвольном расстоянии друг от. друга, Начальное состояние для задачи «в» показано на рис. 34. 
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Рис. 34
Нужно составить программу, приводящую к цели, каковы бы ни были целые неотрицательные числа т1, т2, l. Вот одна из таких программ;
Программа[image: image1257.png]
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«Идея» этой программы состоит в том, что левый массив  «передвигается»  направо  до тех  пор,  пока   не сольется с правым. Передвижение массива осуществ​ляется путем «перенесения» самой левой метки массива в ближайшую пустую секцию справа (метка отщепляет​ся командой № 1 и ставится командой № 4). Когда мас​сивы сливаются (что обнаруживается командами № 5 и № 6), отмеченными оказываются т1 + т2 + 2 секции, т. е. на одну больше, чем надо. Команды № 10, 11, 12 перегоняют каретку в левый конец массива, где и сти​рается лишняя метка (командой № 13). Таким образом |(это важно для дальнейшего), в заключительном состоя​нии каретка стоит непосредственно левее образовавшей​ся суммы.
При решении задачи «а» мы уже видели, что можно сократить длину программы, если стирать лишнюю мет​ку не в конце, а в начале работы машины. Используя этот прием, получаем следующую программу B1 длины 12, осуществляющую тот же метод передвижения левого массива   вправо   и   потому   очень   похожую   на   программу [image: image1259.png]



Программа B1
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Более короткие, чем из 12 команд, программы, удов​летворяющие условию задачи «в», неизвестны. В то же время можно построить много решений задачи «в», имеющих длину 12. Прежде всего легко получить 11! программ путем образования всевозможных переста- новок всех, кроме первой, команд программы B1 ( каждая такая перестановка должна сопровожу даться надлежащим изменением номеров и отсылок). Кроме того, можно пытаться искать принципиально дру​гие методы сложения. Возможен, например, метод, со​стоящий в многократном осуществлении следующей про​цедуры: к записи левого числа приставляется справа одна метка, в компенсацию чего одна метка стирается затем в левом конце записи правого числа; эта процеду​ра продолжается до тех пор, пока правый массив не бу​дет исчерпан; «лишняя» метка стирается в самом начале командой № 1. Нижеследующая программа В2 длины 12 реализует этот метод.
Программа  В2
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5.3.3.5.    Сложение чисел в более сложных случаях

Задача «г (k)». Для каждого k составить про​грамму сложения k чисел, записанных с произвольными расстояниями между ними.
Начальное состояние для задачи «г (k)» показано на рис. 35. 
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Рис. 35
Для каждого k надо, стало быть, составить программу, приводящую к цели при любых целых неот​рицательных
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Искомую программу  мы  найдем следующим образом. Пусть ∑— какая-либо  программа, являющаяся  решением зада​чи «в» и обладающая следующими свойствами:
1)   в  процессе применения программы  ∑ к начальному состоя​нию  из  задачи  «в»   (т. е.  такому,  в   котором   на   ленте   имеются записи двух  чисел и  больше ничего, а  каретка  обозревает  самую левую из отмеченных секций)   каретка ни разу не заходит правее самой  правой  из  отмеченных  в   начальном  состоянии  секций;
2)   после   окончания   выполнения   программы   ∑,    примененной к начальному состоянию из задачи «в», каретка оказывается стоя​щей  против  самой  левой  из   отмеченных  секций   образовавшегося массива;
3)   программа содержит ровно одну команду остановки, и эта команда является последней командой программы.
Пусть программа  2  содержит а + 1  команд. Через[image: image1264.png]


 обозна​чим список первых а команд из[image: image1265.png]


 Составим такую программу:
Программа Г* (k)
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Предоставим читателю проверить, что эта программа является решением задачи «г(k )» (действительно, если положить 
sі = m1 + ..,.. + тi, то легко заметить, что команды списка [image: image1267.png]


 осуществляют сложение чисел т 1 и т2, команды списка [image: image1268.png]


— сложение чисел s2 и т3 и  т, д.;  команды списка [image: image1269.png]Hl+-ia}



— сложение  чисел si+1  и mі+2; наконец, команды списка
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осуществляют сложение чисел sk-1 и тk, т. е. получение искомой суммы).
Нам  осталось  найти  пограмму  ∑   с   требуемыми   свойствами.
Ни одна из программ[image: image1271.png]E, Bl H Bz



не годится. Однако программа[image: image1272.png]



обладает свойствами 1) и 3). Можно ее изменить так, чтобы выполнялось и свойство 2). Достаточно вместо последней команды
программы[image: image1273.png]


написать такие две:
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В   силу  сделанного  выше   (при  объяснении  работы  программы[image: image1275.png]


 замечания о заключительном положении каретки после выполнения программы[image: image1276.png]


полученная 15-командная программа [image: image1277.png]


будет обла​дать не только свойствами   1)  и 3), но и свойством 2).
В качестве пограммы ∑ как основы для построения программы
Г*(k) можно взять и программу[image: image1278.png]


также длины 15, получающуюся
из программы В2, если вместо последней команды этой программы написать четыре такие: 
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Программа В*2 обладает свойством 2) и 3), а вместо свойства                          1) — некоторым более слабым свойством (вопрос читателю: каким?), до​статочным, однако, для того, чтобы строящаяся на основе В*2  про-грамма Г*(k) была решением задачи «г(k )».
Если в  программе ∑   15 команд, то  в  программе Г*(k)   будет
[image: image1280.png]


 команд.
Однако можно составить программу, отвечающую требованиям задачи «г(k )» и содержащую меньше, нежели  14 k —13, команд.
С этой целью обозначим через ∆і следующий список команд                      (і = 0,    1,   2....):
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Обозначим теперь через Г(k) следующую программу:

 Программа Г (k)
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Предоставим читателю убедиться, что Г(k), во-первых, действительно есть программа и, во-вторых, программа, удовлетворяющая требованиям задачи «г( k)». При этом в программе 9k — 6 команд. Заметим, что, положив k  — 2, мы получим — в виде Г (2) — новое решение задачи «в», причем это решение будет содержать 12 команд — столько же, сколько программы B1 и В2. Программа Г (2) работает по тому же, что и программа В2, методу, состоящему в перенесении меток из левого массива в правый; однако при вы​полнении программы Г (2), в отличие от В2, метка сначала стирается в правом массиве, а потом присоединяется к левому, причем послед​няя метка правого массива стирается без того, чтобы новая метка возникла в левом.
Задача «д». Составить программу сложения про​извольного количества чисел, записанных с произволь​ными расстояниями между ними.
Очевидно, что каждая программа, являющаяся ре​шением задачи «д», будет одновременно служить реше​нием каждой из предшествующих задач. Однако ни одно из приведенных выше решений задач «а», «б», «в», «г (k )» не является решением задачи «д» (проверьте это).
Начальное состояние для задачи «д» изображено на рис. 35. Однако теперь нужно составить единую про​грамму, приводящую к цели для произвольного k. Попытайтесь найти такую программу самостоятельно. Вы увидите, что это не так просто. А может быть, тре​буемой программы не существует вовсе? Тогда попытай​тесь доказать, что ее не существует. Ответ на вопрос, имеет ли эадача «д» решение, будет дан в следующей главе.
5.3.4.    Возможности машины По​ста
В настоящей главе нас будет занимать вопрос, какие вообще вычисления можно производить на машине По​ста. В этой связи нам придется коснуться общего поня​тия алгоритма. В заключительном параграфе будет сде​лана попытка сопоставить машину Поста с электрон​ными вычислительными машинами. Изложение начи​нается с разбора одной задачи, оставшейся нерешенной в предыдущей главе.
5.3.4.1. О задаче сложения чисел на произвольных расстояниях
В конце предыдущей главы была поставлена наибо​лее общая задача сложения чисел, записанных на ленте машины Поста, — задача «д». В этой задаче требовалось найти такую единую программу машины Поста, которая осуществляла бы сложение произвольного количества чисел, записанных на ленте на произвольных расстоя​ниях. Предполагалось, что, кроме этих чисел, на ленте ничего не записана и что каретка стоит вначале на са​мой левой из отмеченных секций. В конце работы про​граммы на ленте должна быть записана сумма всех исходных чисел и больше ничего (т. е. в остальном лен​та должна быть пустой).
Напомним, что с лентой у нас сопоставлена «постоян​ная система координат», согласно которой секции ленты занумерованы целыми числами от —∞ до +∞. Для определенности будем считать, что все исходные числа записаны в правой, «неотрицательной» части ленты, при​чем самая левая из отмеченных секций имеет номер нуль. Таким образом, в начальном состоянии каретка обозревает нулевую секцию, Не предрешая пока вопрос, как выглядит решение поставленной задачи, попробуем проанализировать та​кое решение.
Итак, предположим, что некоторая программа яв​ляется решением задачи «д», и обозначим ее через Д. Рассмотрим состояние машины Поста, показанное на рис. 36. 
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Рис. 36. Здесь х≥  3
В этом состоянии на ленте на расстоянии единицы друг от друга записаны   два   числа, каждое   из которых равно 0. Возьмем это состояние в качестве на​чального. Тогда программа Д должна привести к ре​зультативной остановке, причем на ленте будет записано число 0. За время работы машины вплоть до результативной остановки каретка сумеет побывать лишь в конечном числе секций ленты. Пусть z будет наибольшим из номеров секций, в которых побывала каретка. Обо​значим через х наибольшее из чисел z и 3. Рассмотрим,  теперь состояние машины Поста, в котором отмечен​ными являются секции           0, 2, х + 2, а остальные пусты; каретку установим против секции № 0 (рис. 37).
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Рис. 37
Возь​мем это состояние в качестве начального и применим к нему программу Д. Посмотрим, как она будет рабо​тать. Легко видеть, что она будет работать «так же», как и в применении к начальному состоянию на рис. 36.
Взятое в кавычки «так же» уточняется следующим образом. Рассмотрим два экземпляра машины Поста. Будем говорить, что некоторое состояние первой ма​шины эквивалентно некоторому состоянию второй ма​шины, если в этих состояниях: 1) каретка первой ма​шины стоит против секции с тем же номером, что и каретка второй машины; 2) каждая секция первой ма​шины, расположенная левее секции № (х+ 1), является отмеченной или пустой, одновременно с имеющей тот же номер секцией второй машины; 3) все секции первой машины, расположенные правее секции № х, пусты; 4) у второй машины секция № (х +1) пуста, секция № (х + 2) отмечена, а все секции, расположенные пра​вее секции № (х  + 2), пусты. Будем считать, что обе ма​шины работают по программе Д синхронно, причем на​чальным состоянием для первой машины служит состоя​ние, показанное на рис. 36, а для второй машины— состояние, показанное на рис. 37. Эти состояния эквива​лентны. Индукцией по t легко доказывается, что в лю​бой момент времени t будет справедливо следующее утверждение: состояния обеих машин в этот момент эквивалентны, а команда, которую должна выполнять первая машина, совпадает с командой, которую должна выполнять вторая машина. Следовательно, работая син​хронно, обе машины будут переходить от эквивалентных состояний к эквивалентным под действием одних и тех же команд. Это и имелось в виду, когда говорилось, что программа в применении к состоянию на рис. 37 будет работать так же, как и в применении к состоянию на рис. 36. В какой-то момент машины одновременно при​дут в заключительное состояние, в котором сработает команда остановки. Обе машины одновременно резуль​тативно остановятся. На ленте первой машины будет записано число 0, т. е. будет иметься только одна отме​ченная секция, причем эта секция будет расположена левее секции № (х + 1). Следовательно, в силу эквива​лентности заключительных состояний на ленте второй машины левее секции № (х + 1) будет иметься одна от​меченная секция и, кроме того, отмеченной будет и сама секция № (x+ 1), а всего будут две отмеченные секции.
Мы пришли к выводу, что при применении программы Д к состоянию на рис. 37 наступит результативная оста​новка в состоянии, в котором будут отмечены ровно две секции.
С другой стороны, в состоянии на рис. 37 на ленте содержится запись трех чисел, каждое из которых равно нулю (расстояния между ними равны соответственно 1 и х—1), в остальном лента пуста и каретка стоит про​тив самой левой из отмеченных секций. Программа Д является, по предположению, решением задачи «д». По​этому она должна в применении к этому начальному со​стоянию привести к результативной остановке в состоя​нии, в котором  на ленте окажется записанной сумма записанных первоначально чисел, а в остальном лента должна быть пуста. В данном случае сумма равна 0, Таким образом, в заключительном состоянии на ленте будет отмечена только одна секция. Но это находится в противоречии с полученным выше выводом.
Обнаружившееся противоречие убеждает нас в том, что программы, служащей решением задачи «д», не может существовать.
Причина, по которой задача «д» не имеет решения, очень наглядна: сколько бы каретка ни путешествовала по ленте, она, так сказать, «никогда не будет знать», обошла она уже записи всех слагаемых или, может быть, далеко вправо стоит еще одно слагаемое, до ко​торого ей надо дойти. Поэтому нельзя составить программу, которая приводила бы к результативной оста​новке с гарантией, что все слагаемые учтены. Такую программу можно составить лишь для частных случаев, например, когда заранее известно число слагаемых (как в задаче «г (k)» из § 5 предыдущей главы) или когда слагаемые записаны на заданных (как в задаче «б») или хотя бы на ограниченных расстояниях друг от друга.
На примере задачи «д» мы видим, сколь важен способ записи исходных данных на ленте.
5.3.4.2.  Предложение   (постулат) Поста

Для изложения дальнейшего нам понадобится одно фундамен​тальное, хотя и простое, понятие — понятие числового кортежа. Часто приходится иметь дело не с отдельными числами, а с упорядоченными парами чисел; при этом допускается, что оба члена пары совпадают. Записывать упорядоченную пару мы будем так: сперва первый член пары, затем второй, и все это обрамлять угловыми скоб​ками. Так, например, <33, 4> и <2, 2> суть упорядочен​ные пары. Аналогично вводится понятие упорядоченной тройки. Возможны такие, например, упорядоченные трой​ки чисел:
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— упорядоченная семерка чисел. Упорядоченный набор чи​сел любой длины называется числовым кортежем; так, выписанные только что упорядоченные пары, упорядо​ченные тройки и упорядоченная семерка суть кортежи. Число «мест» кортежа называется его длиной. Так, кор​теж[image: image1286.png]<6, 2, 2,6)



 имеет длину 4. Кортежи длины 2 — это упорядоченные пары, кортежи длины 3 — это упорядо​ченные тройки и т. д.
Все задачи на составле​ние программ, которыми мы занимались имели следующий вид. Фиксировался некоторый класс исходных данных: числа (как в задаче о прибавлении еди​ницы из главы 2), числовые кортежи заданной длины (длины два, как в задачах «а», «в» и «г(2)» из главы 3, или вообще длины k, как в задаче «r(k)» из названной гла​вы), числовые кортежи произвольной длины (как в за​дачах «б» и «д» из главы 3).
Каждому исходному данному из выбранного клас​са— числу или кортежу — либо ставилось в соответ​ствие некоторе результирующее число (квадрат исход​ного числа, или частное от деления первого члена исходного кортежа на второй, или сумма всех членов исход​ного кортежа и т. п.), либо ничего не ставилось в со​ответствие (например, частное или неполное частное ставилось в соответствие только той паре, у которой вто​рой член отличен от нуля). Требовалось составить про​грамму, которая бы запись любого исходного данного на ленте преобразовывала — с результативной останов​кой— в запись результирующего числа, если такое су​ществует; в применении же к записи исходного данного, для которого не определено результирующее число, про​грамма не должна давать результативной остановки. Для простоты всегда будем подразумевать, что в на​чальном состоянии на ленте записано только исходное данное и каретка стоит против самой левой из отмечен​ных секций и что в заключительном состоянии на ленте также записано результирующее число, а каретка стоит где угодно. Необходимо еще уточнить, как записывать числовые кортежи. В предыдущем параграфе мы видели, что от способа записи кортежа, а именно от расстояний между его членами, зависит само существование требуе​мой программы. Условимся записывать кортеж, помещая записи его членов на расстоянии единица друг от друга. При так фиксированных начальном положении каретки и способе записи чисел и кортежей можно говорить сокращенно о применении программы к числу или кортежу и переработке его в число или кортеж, имея при этом в виду на самом деле записи чисел и кортежей.
Поставим теперь следующий вопрос. В каких случаях задачи описанного только что вида на составление программы имеют решения? Иными сло​вами, какие вычисления можно осуществлять на машине Поста?
Ответ на этот вопрос таков. Задача на составление программы, приводящей от исходного данного к резуль​тирующему числу (и ые приводящей ни к какому резуль​тату, если результирующего числа не существует), тогда и только тогда имеет решение, когда имеется какой-ни​будь общий способ, позволяющий по произвольному ис​ходному данному выписать результирующее число и не выдающий никакого — заведомо ложного в этом слу​чае— результата, коль скоро результирующего числа не существует. Это дающее ответ на наш вопрос утвержде​ние будем называть — по имени его автора — предложением, или постулатом, Поста. Подчеркнем, что в посту​лате Поста речь идет о некотором едином способе  (так же как о единой программе)1, общем для всех исходных данных.
Пример 1. Задача: «Составить программу машины Поста для возведения в куб» разрешима, потому что су​ществует общий способ, позволяющий вычислять п3 по п.
Пример 2. По такой же причине существует про​грамма машины Поста, переводящая запись кортежа [image: image1287.png]{x, 4,2
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 Эта программа (как и соответствующий способ вычислений) не приводит ни к какому результату при z2 < у (все числа, с которыми мы имеем дело, — целые неотрицательные!).
Пример 3. Пусть требуется составить программу машины Поста, обладающую следующим свойством: если в десятичном разложении числа π встречается п + 2 идущих подряд десятичных знаков, среди которых лишь первый и последний отличны от девятки, а остальные п равны девятке, то программа перерабатывает это число п в 1; если же описанной конечной последовательности из п + 2 знаков в разложении π не встречается, про​грамма перерабатывает п в 0. В данном случае, хотя каждому п и поставлено в соответствие некоторое результирующее число ξп равное 0 или 1, нам не известен общий способ, позволяющий вычислять это ξп  для про​извольного п. Анализ первых 800 знаков разложения π показывает лишь, что ξп  = 1 для               п = 0, 1, 2, 6. Вообще, сколько бы ни выписать десятичных знаков разложения π, из полученной последовательности знаков мы можем извлечь лишь информацию о равенстве ξп  единице при некоторых значениях п и никаких сведений о равенстве ξп  нулю хотя бы при каком-то п. Равенство ξп  = 0 при каком бы то ни было пу если и может быть установлено, то лишь косвенным способом. Общий способ вычисления ξп  при любом п нам неизвестен. Если такого способа не существует, то в силу предложения Поста не может су​ществовать и требуемой программы. (Заметим, что применение предложения Поста в эту сторону очевидно! если бы существовала требуемая программа, то она сама и давала бы некоторый общий способ вычисления результирующего числа по любому п.) Если же такой способ существует, то в силу предложения Поста (при​менение которого в эту сторону уже не очевидно) существует и требуемая программа.
Пример 4. Определим для каждого п число ξп  сле​дующим способом:         ξп = 1, если при любом k в десятич​ном разложении π встречаются k идущих подряд девя​ток (подобно тому как встречаются 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 таких девяток); ξп  = 0 в противном случае, т. е. если су​ществует наибольшая длина массива идущих подряд де​вяток (эта наибольшая длина, если и существует, то на​верняка больше 5). Спрашивается, существует ли про​грамма машины Поста, перерабатывающая каждое п в ξп . Ответ на этот вопрос может показаться несколько неожиданным: «Да, существует, хотя мы и не можем ее указать». В самом деле, либо в разложении π можно встретить любое число идущих подряд девяток, либо это не так. В каждом из этих случаев существует общий способ вычисления числа ξп : надо положить ξп = 1 (для всех п) в первом случае и ξп  = 0 (для всех п) во вто​ром случае. Другое дело, что мы не знаем, какой из этих двух общих способов выбрать, поскольку мы не знаем, который из двух случаев относительно разложения π имеет место в действительности. Для каждого из этих общих способов вычисления числа ξп  существует соот​ветствующая программа, осуществляющая вычисление ξп  на машине Поста — для первого общего способа (ξп t = 1) — программа
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Мы можем с уверенностью утверждать, что одна из выписанных двух программ отвечает предъявляемым требованиям, но современное состояние наших знаний не позволяет нам сказать, какая именно.
Существование соответствующего единого способа вычисления   было   известным   в   примерах 1, 2 и 4 и оставалось неизвестным в примере 3. 
5.3.4.3. Машина Поста и алгоритмы

Понятие единого способа вычисления, общего для целого класса возможных исходных данных, является од​ним из важнейших понятий математики — как «теорети​ческой», так и «прикладной». Именно на нем основано, например, обучение математике в начальной школе. Много​численные примеры на четыре действия с многозначными числами не преследуют цель научить складывать, вычитать, умножать и делить именно те числа, которые встречаются в этих примерах. Цель этих упражне​ний— отработать способы сложения, вычитания, умно​жения и деления столбиком, имея в виду, что эти способы применимы к любым упорядоченным парам чисел, а не только к тем, которые встречаются в задач​нике. Когда говорят, что ученик умеет складывать, ра​зумеют под этим не то, что он для любой пары чисел найдет рано или поздно их сумму, а то, что он владеет общим способом сложения.
Столь важное понятие нуждается, конечно, в специ​альном термине для своего наименования: в качестве такого термина употребляется слово «алгоритм» (другое написание: «алгорифм»). Мы можем сказать теперь, что в примерах 1, 2 и 4 существуют алгоритмы (хотя мы и не знаем, каков он для примера 4), в примере 3 алго​ритм неизвестен (и неизвестно даже, существует ли он). Как уже отмечалось, известны случаи, когда требуемого алгоритма заведомо не существует.
Хотя понятие алгоритма часто встречается в прак​тике и в науке, оно не всегда замечается: само слово «алгоритм» все еще недостаточно популярно; общеиз​вестным является лишь словосочетание «алгоритм Евклида», служащее для обозначения одного из алго​ритмов для нахождения наибольшего общего делителя. Мы нередко оказываемся тем самым в положении мольерова мещанина во дворянстве, уже в зрелом возрасте впервые узнавшего, что он всю жизнь говорил прозой. Как бы то ни было, теперь мы знаем, что в школе нас учили именно алгоритмам. 
Предполагается, что для каждого алгоритма указана некоторая совокупность, называемая областью его возможных исходных данных и состоящая из всех объектов (например, чисел или кортежей), к которым рассматри​ваемый алгоритм имеет смысл пытаться применять, В применении к какому-либо из своих возможных исход​ных данных алгоритм может как давать результат (в этом случае говорят, что алгоритм применим к этому исходному данному и перерабатывает его в результат), так и не давать результата (в этом случае говорят, что алгоритм неприменим к этому исходному данному). Так, для алгоритма вычитания столбиком исходными дан​ными служат упорядоченные пары чисел, а алгоритм применим только к тем из них, у которых второй член не больше первого. Вряд ли целесообразно считать, что для этого алгоритма класс возможных исходных данных состоит лишь из пар <а, b>, у которых а≥b. Ведь воз​можно пытаться произвести вычитание второго числа из первого и для пары
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просто в этом случае мы не получим никакого резуль​тата.
Посмотрим, как понятие алгоритма связано с машиной Поста. Рассмотрим такие программы машины Поста, которые в применении к любому числу либо вовсе не дают результативной остановки, либо дают в качестве результата снова число (т. е. если происходит результативная остановка, то на ленте оказывается записанным некоторое число и только оно). Каждая такая программа задает следующий алгоритм, областью возможных ис​ходных данных которого служит совокупность всех це​лых неотрицательных чисел и все результаты суть также числа: надо взять исходное число, записать его на ленте машины Поста, поставить каретку против самой левой из отмеченных секций, пустить машину в ход согласно рассматриваемой программе, дождаться результативной остановки и прочесть число, которое после этой остановки окажется записанным на ленте.
Фиксируем теперь какое-либо число k и рассмотрим такие программы, которые в применении к любому числовому кортежу длины k либо вовсе не дают результативной остановки, либо дают в качестве результата число. Каждая такая программа задает следующий алгоритм, областью возможных исходных данных кото​рого служит множество всех числовых кортежей длины k, а все результаты суть числа: надо взять исходный числовой кортеж, записать его на ленте машины Поста, поставить каретку против самой левой из отмеченных секций, пустить машину в ход согласно рассматриваемой программе, дождаться результативной остановки и про​честь число, которое после этой остановки окажется записанным на ленте.
Аналогично, каждая программа машины Поста, ко​торая в применении к любому числовому кортежу лю​бой длины либо не дает результативной остановки, либо дает в качестве результата число, задает некото​рый алгоритм.
Обозначим натуральный ряд (т. е. совокупность всех целых неотрицательных чисел) буквой N, множество всех числовых кортежей — символом N∞ , множество всех числовых кортежей длины k — символом Nk.
Теперь с помощью термина «алгоритм» предложение Поста можно сформулировать так.
Пусть дан некоторый класс исходных данных — N, Nk или N∞. Пусть каждому исходному данному из этого класса либо ничего не поставлено в соответствие, либо поставлено в соответствие некоторое (вообще говоря, свое для каждого исходного данного) результирующее число. Рассмотрим две задачи: (П) «Составить про​грамму машины Поста, перерабатывающую любое ис​ходное данное, для которого есть результирующее число, в это число и не приводящую ни к какому результату для исходного данного, для которого нет результирую​щего числа»; (А), получающуюся из (П) заменой слов «программа машины Поста» на слово «алгоритм». Тогда задачи (П) и (А) одновременно либо не имеют, либо имеют решения.
До сих пор мы никак не обосновывали предложение Поста, а принимали его на веру. Мы увидим сейчас, что в какой-то степени это неизбежно. Действительно, пред​ложение Поста состоит, по существу, из двух утвержде​ний: в первом говорится, что из разрешимости задачи (П) следует разрешимость задачи (А), во втором говорится, что из разрешимости задачи (А) следует разре​шимость задачи (П). Первое из этих утверждений оче​видно, поскольку программа, служащая   решением задачи (П), сама по себе образует алгоритм, служащий решением задачи (А); об этом уже говорилось при раз​боре примера 3. Что касается второго утверждения, ко​торое только и нуждается в обосновании (и к которому сводится, по существу, предложение Поста), то оно было сформулировано, в несколько иных выражениях, Постом в его статье «Финитные комбинаторные про​цессы— формулировка 1» в качестве «рабочей гипо​тезы».
Эта «рабочая гипотеза», которую будем называть также гипотезой Поста, не может быть доказана — во всяком случае при том понимании слова «доказатель​ство», которое принято в математике, — и отнюдь не по​тому, что она неверна, а потому, что участвующее в ней общее понятие алгоритма не является «математически» определенным. Вспомним, что мы определили ал​горитм как «единый способ вычисления, общий для цело​го класса возможных исходных данных». Известны и дру​гие аналогичные определения: алгоритм, или алгорифм, — это «всякая система вычислений, выполняемых по строго определенным правилам, которая после какого-либо чис​ла шагов заведомо приводит к решению поставленной задачи» , это — «вычислительный процесс, совершае​мый согласно точному предписанию и ведущий от могу​щих варьировать исходных данных к искомому резуль​тату», это — точное предписание, определяющее вы​числительный процесс, ведущий от варьируемых исход​ных данных к искомому результату).
Разумеется, все это не математические определения, а, скорее, описания понятия алгоритма. (В отноше​нии отсутствия исчерпывающего «строгого» определения понятие алгоритма напоминает понятие доказательства; впрочем, понятие доказательства не имеет не только определения, но и удовлетворительных описаний.)
(И сейчас,  как и во времена Евкли​да, математическое доказательство продолжает оставаться не более чем убедительным рассуждением, которое в состоянии убедить нас настолько, что мы становимся готовы убеждать с его помощью других. Формализация понятия доказательства средствами матема​тической логики, при всей своей важности, не позволяет полностью устранить употребление этого понятия в его описанном только что интуитивном понимании. Великое открытие, сделанное в 30-х годах ХХ в выдающимся математиком и логиком Куртом Гёделем, состоит в том, что попытка формально уточнить понятие доказательства неизбежно оказывается неполной: обнаруживаются истины, доказываемые интуитивно, но не допускающие доказа​тельства в рамках произведенного уточнения.),
 На современной стадии развития математики не пред​ставляется возможным «строго доказывать» гипотезу Поста, опираясь на такого рода описания алгоритма.
Обоснование «рабочей гипотезы» Поста происходит на другом пути, более привычном для естествоиспыта​теля, чем для математика, — на пути эксперимента, под​крепляемого умозрительными рассуждениями. Экспери​мент показывает, что, действительно, всякий раз, как нам указывают алгоритм, этот алгоритм можно пере​вести в форму приводящей к тому же результату про​граммы машины Поста. Умозрительные рассуждения — мы не будем их здесь приводить —подтверждают, что те представления, которые сложились сейчас у математиков о понятии способа вычисления, т. е. алгоритма, не дают возможности построить алгоритм, который нельзя было бы заменить программой машины Поста. Сам Пост ви​дел успех своих идей в том, чтобы превратить свою «рабочую гипотезу» в «закон природы». Можно считать, что это превращение уже произошло.
В заключение этого параграфа дадим еще одну фор​мулировку гипотезы Поста. Рассмотрим какие-либо два алгоритма, у которых совпадает совокупность их воз​можных исходных данных. Назовем такие два алгоритма равносильными, коль скоро к любому исходному дан​ному из общей для них совокупности этих данных они либо оба применимы, либо оба неприменимы, и если применимы, то дают один и тот же результат. Понятие равносильности позволяет сформулировать гипотезу По​ста следующим образом: каждый алгоритм, все резуль​таты которого суть числа, а областью возможных исход​ных данных служат N, Nk или N∞, равносилен алго​ритму с той же совокупностью возможных исходных данных, задаваемому некоторой программой машины Поста (задаваемому так, как объяснено выше).
5.3.4.4. Вычислимые функции и тезис Поста

Этот параграф посвящен одному из центральных по​нятий теории алгоритмов — понятию вычислимой функ​ции. Он предъявляет несколько большие требования к подготовке читателя — именно: предполагается знаком​ство с понятиями множества и соответствия.
Прежде всего отметим, что вычислимая функция — это функция, которая вычислима. ( Это замечание не так тривиально, как кажется: к примеру, милостивый   государь — вовсе   не   государь,    который    милостив! Ср. также выражение «лошадиная сила».)
Теперь нужно объ​яснить слова «функция» и «вычислима».
Функцией из множества А в множество В называется соответствие между элементами А и В, при кото​ром каждому элементу А соответствует не более одного элемента В (но может и не соответствовать ни одного). Множество А называется при этом областью отправле​ния, а множество В — областью прибытия рассматри​ваемой функции. Иногда говорят о функции как о «пра​виле» или «законе», позволяющем сопоставить с неко​торыми элементами А соответствующие элементы В, но эти термины, пожалуй, менее удачны, так как могут создать неверное представление о том, что правило (за​кон) должно (или может) быть как-то записано. В дей​ствительности же это не так: какой бы способ описания функций — например, с помощью предложений на рус​ском языке, дополненном, если нужно, математическими символами, — мы ни выбрали, всегда найдутся функции не имеющие описания (Этот факт может быть доказан примерно таким же спосо​бом, каким  будет ниже установлено существование невычислимой функции).
Мы будем рассматривать в качестве области отправ​ления одно из множеств N, Nk и N∞ (впрочем, мы можем отождествить натуральные числа с кортежами длины 1 и —тем самым — не различать множества N и N1), а в качестве области прибытия — множество N. Таким обра​зом, аргументами рассматриваемых нами функций бу​дут служить натуральные (т. е. целые неотрицательные) числа и числовые кортежи, а значениями — натуральные числа. В качестве примера функции такого рода можно привести функцию «вычитание». Эта функция из N2 в N сопоставляет с парой <х, у>} число х— у, если х≥ у, и не сопоставляет ничего, если х < у. Функции из Nk в N обычно называются числовыми. Теперь мы должны объяснить, какие функции мы будем считать вычислимыми. При этом объяснении нам придется поль​зоваться понятием алгоритма. Поэтому понятие вычис​лимой функции окажется не более (но и не менее) «ма​тематически» определенным, чем понятие алгоритма.
Итак, пусть имеется алгоритм A, областью возмож​ных исходных данных для которого служит либо множе​ство Nk при некотором k≥1, либо множество N∞. Пусть результат применения алгоритма А к любому возможному исходному данному (если только такой ре​зультат существует) всегда является натуральным чис​лом. Тогда мы можем определить функцию f из Nk в N (если областью возможных данных служило Nk) или из N∞ в N (если областью возможных исходных данных служило N∞) так: тем кортежам[image: image1293.png]<XI, vy xk))



для кото-
рых результат применения алгоритма А (к ним) суще​ствует, функция ставит в соответствие этот результат, а остальным кортежам функция не ставит в соответ​ствие ничего. Другими словами,
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Про так построенную функцию f говорят: «функция f вычисляется алгоритмом А или алгоритм А вычисляет функцию f». Очевидно, каждый алгоритм вычисляет только одну функцию. Разумеется, разные алгоритмы могут вычислять одну и ту же функцию.
Теперь мы можем дать
Определение вычислимой функции. Функция f из Nk в N или из N∞ в N называется вычис​лимой, если существует алгоритм, ее вычисляющий.
Согласно этому определению рассмотренная выше функция «вычитание» является вычислимой; соответ​ствующий алгоритм «вычитание столбиком» изучается в начальной школе.
Сформулированное определение понятия вычислимой функции является скорее естественно-научным, нежели математическим. Если мы считаем это недостатком и желаем этот недостаток устранить, то должны заменить общее (и несколько неопределенное) понятие алгоритма на точное (но зато более узкое) понятие «алгоритма спе- циального вида». В качестве таких «алгоритмов специ​ального вида» можно взять программы для машин Поста. Тогда мы получим такое
Определение вычислимой на машине Поста функции. Функция f из Nk в N или из N∞, в N называется вычислимой на машине Поста (или, вычислимой по Посту), если существует программа р машины Поста, вычисляющая функцию f, т. е. обладаю​щая такими свойствами:
(1)   если [image: image1295.png]f(x;, .o
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 то программа р, применяемая к исходному данному [image: image1296.png]X1y ovey X,



 кончает ра​боту, после чего на ленте остается запись числа у;
(2)   если[image: image1297.png]f(xl, PP xk)



не определено, то применение программы р к исходному данному не приводит к ре​зультативной остановке.
Теперь предложение Поста можно сформулировать так:
Пусть дан некоторый класс исходных данных: N, Nk (k> 1) или N∞; обозначим этот класс через Е. Пусть задана функция f из Е в N. Рассмотрим две задачи: (П) «Составить программу машины Поста, вычисляю​щую функцию f»; (А) «Составить алгоритм, вычисляю​щий функцию f». Тогда задачи (П) и (А) одновременно либо имеют, либо не имеют решения.
Используя понятие вычислимой функции и понятие вычислимой на машине Поста функции, можно это же утверждение переформулировать так:
Тезис Поста. Пусть Е — одно из множеств N, Nk и N∞. Тогда класс вычислимых функций из Е в N совпа​дает с классом вычислимых на машине Поста функций из Е в N.
Объясним, почему эту формулировку предложения Поста мы назвали «тезисом». Это объясняется следую​щими историческими причинами.
Мы сталкиваемся здесь со следующей ситуацией. Имеется точное математическое определение некоторого класса числовых функций (в данном случае класса вы​числимых на машине Поста функций). После этого утверждается, что всякая вычислимая (в смысле «есте​ственно-научного» определения) функция принадлежит этому классу. Впервые утверждение такого рода было сделано Алонзо Чёрчем (Alonzo Church) в 1936 г. и по​лучило впоследствии название «тезиса Чёрча». Этот те​зис утверждал, что всякая всюду определенная вычис​лимая   числовая   функция   является   общерекурсивной, причем класс общерекурсивных функций был описан посредством строгого математического определения. В дальнейшем Стивн Клини (Stephen Kleene) обобщил это утверждение, выдвинув такой тезис («тезис Чёрча — Клини»): всякая (не обязательно всюду определенная) вычислимая функция частично рекурсивна
 ( Частично рекурсивными называются числовые функции, ко​торые могут быть получены из тождественно нулевой функции и функции прибавления единицы (f(x)=x+1) с помощью опера​ций: 1) подстановки (функций в функцию); 2) рекуррентного (ин​дуктивного, рекурсивного) определения функции и 3) неявного задания функции. Частично рекурсивные функции, вообще говоря, не всюду определены, поскольку неявное задание [т. е. переход от функции f(x1, ..., xk, у) к функции φ(x1, ..., xk) такой, что f(x1, ..., xk , φ(x1, ..., xk))=0] может приводить к функции (φ), не являющейся всюду определенной. Общерекурсивные функции могут быть охарактеризованы как такие частично рекурсивные функции, которые всюду определены.) 
 Тезис Поста отличается от тезиса Чёрча — Клини тем, что вместо частично рекурсивных функций в нем рассматри​ваются функции, вычислимые на машинах Поста. Хотя оба эти утверждения носят «естественно-научный» ха​рактер, их эквивалентность оказывается возможным до​казать математически: именно можно доказать, что вся​кая частично рекурсивная функция вычислима на ма​шине Поста и, напротив, всякая вычислимая на машине Поста функция частично рекурсивна.
Таким образом, тезис Поста оказался эквивалентным тезису Чёрча — Клини. В этом факте можно усмотреть дополнительный аргумент в пользу их справедливости. Известны и другие утверждения, аналогичные тезису Поста. Они возникают, если в качестве «алгоритмов специального вида» брать не программы машин Поста, а алгоритмы из другого четко очерченного класса («ма​шины Тьюринга», «нормальные алгорифмы Маркова», «алгоритмы Колмогорова» и др.) Все эти утверждения оказываются эквивалентными друг другу.
Теперь займемся таким вопросом: все ли числовые функции вычислимы? Если все, то теория вычислимых функций лишается своего предмета. К счастью (по край​ней мере для этой теории), это не так — как уже отмеча​лось, существуют функции, не являющиеся вычисли​мыми, и мы вскоре это увидим.
Но сначала — чтобы познакомиться с понятием вычислимой функции — еще раз рассмотрим примеры из § 2 настоящей главы.
В примере 1 объясняется, что функция f из N в N, для которой f(n) = п3, вычислима.
В примере 2 рассматривается функция g из N3 в N, для которой
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и отмечается ее вычислимость.
В примере 3 рассматривается функция
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и говорится, что неизвестно, вычислима эта функция или нет.
В примере 4 рассматривается функция
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и доказывается, что эта функция вычислима.
Замечание. Если приведенное при разборе при​мера 4 доказательство не уничтожило полностью ваших сомнений в вычислимости этой функции q, подумайте, в каком именно из четырех следующих утверждений вы сомневаетесь.
A.  Функция   v, определенная так: v(n) = 0 при всех п, вычислима.
Б. Функция w, определенная так: w(п)=1 при всех п, вычислима.
B.  Функция q либо равна v, либо равна w  (q = w, если  в  разложении π есть  сколь угодно длинные  от​резки из девяток, и q = v в противном случае).
Г. Из А, Б, В следует, что функция q вычислима.
 Если вы сомневаетесь в утверждении В, то вы едино​мышленник замечательного голландского математика Л. Э. Я. Брауэра (L. E. J. Brouwer) и основанной им школы интуиционистов. 
Итак, функции из примеров 1, 2, 4 § 2 этой главы вычислимы. Если мы верим в истинность гипотезы Поста, то должны верить и в то, что эти функции вычислимы на машине Поста. И это действительно оказывается так — можно написать программы для машины Поста, вычисляющие эти функции. Например, для функции из примера 4 искомой программой является одна из двух программ, приведенных в конце § 2 (хотя неизвестно ка​кая именно).
Теперь, привыкнув к понятию вычислимой функции, мы хотим построить пример числовой функции, не яв​ляющейся вычислимой. Более точно, мы хотим построить пример числовой функции, не вычислимой на машине Поста. Для этого нам понадобится такое утверждение:
Существует последовательность р0, р1,…, программ машины Поста, содержащая все возможные программы машины Поста.
(Переформулировка: множество про​грамм машины Поста не более чем счетно.)
Доказательство этого утверждения очень просто. В са​мом деле, количество программ машины Поста данной фиксированной длины конечно. Выписывая по очереди сначала все программы длины 1 (в любом порядке), затем все программы дли​ны 2 (в любом порядке) и т. д., получаем искомую по​следовательность.
Теперь приступим к построению функции f из N в N, не вычислимой на машине Поста. Другими словами, нам надо построить такую функцию f, чтобы никакая про​грамма машины Поста ее не вычисляла. Сделаем так: пусть f переводит число i куда угодно, только не в ре​зультат применения программы рi к числу i. Более точно, определим f, например, так:
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Докажем, что так построенная всюду определенная функция не вычислима на машине Поста, В самом деле, пусть р — любая программа машины Поста. Программа р встречается среди программ            р0, p1 ,…, т. е. р = ps при некотором s. Что получается при применении программ ps и функции f к числу s? Возможны два случая.
Первый случай. Применение программы ps к записи числа s приводит к результативной остановке, и результат есть запись натурального числа k. Тогда f(s) = k + 1 и, так как k ≠ k + 1, программа ps не вы​числяет f.
Второй случай. Применение программы ps к записи числа s не приводит к результативной остановке или результат не есть запись никакого натурального числа. Тогда ps не вычисляет f уже потому, что функ​ция f всюду определена.
Итак, в обоих случаях выясняется, что программа p(=ps) не вычисляет функции f. Что и требовалось до​казать.
С приведенного только что рассуждения начинается теория вычислимых функций. Эту теорию можно разви​вать чисто математически, не говоря ничего об есте​ственно-научном понятии алгоритма и не ссылаясь на тезис Поста, развивать как теорию функций, вычисли​мых на машине Поста.
Зачем же тогда нужен тезис Поста? Во-первых, он играет эвристическую роль, позволяя до​гадаться о вычислимости функции на машине Поста до построения вычисляющей ее программы. Во-вторых, он придает математической теории вычислимых на машине Поста функций философское значение, превращая ее в общую теорию вычислимых функций. Сам Пост сле​дующим образом характеризует это значение: «Сделано фундаментальное открытие, касающееся математизационных способностей Homo Sa​piens».
5.3.4.5. Машина Поста   и электронные вычислительные машины

В чем сходство и в чем различие между машиной Поста и электронной вычислительной маши​ной (ЭВМ)?
Сперва займемся сходством, которое имеет место по крайней мере в следующих трех отношениях.
1. Как и в машине Поста, в ЭВМ можно выделить «атомарные»  (т. е. далее неделимые)  носители   инфор мации (в машине Поста такими атомарными носителями служат секции ленты): как и в машине Поста, каждый такой атомарный носитель может находиться в одном из двух состояний (в машине Поста — «пустом» или «отмеченном») ; вся информация, хранящаяся в ма​шине в данный момент, предстает в виде распределения этих двух состояний по элементарным носителям.
2.  Как и для машины Поста, для ЭВМ указывается некоторый ограниченный набор элементарных действий; за один шаг ЭВМ, как и машина Поста, может совер​шить какое-либо действие из этого набора.
3.  Как  и  машина   Поста, ЭВМ  работает  на  основе особой   инструкции — программы,  указывающей,   какие элементарные действия и в каком порядке должны быть совершены.
Следовательно, чтобы записать в машине информа​цию, надо отождествить ее с некоторой комбинацией состояний элементарных носителей. А чтобы реализовать алгоритм на машине, надо представить его в виде последовательности определенных элементарных действий. В этом и состоит искусство составителя про​грамм — программиста. А искусство проектировщика машины состоит, в частности, в снабжении машины та​ким набором элементарных действий, чтобы алгоритмы, предназначенные для реализации на этой машине, удобно расчленялись на эти действия.
Вместе с тем мы хотим обратить внимание читателя на следующие существенные черты ЭВМ, которые либо совершенно отсутствуют, либо не проявляются должным образом в машине Поста.
I. Информация, хранимая в машине Поста, располо​жена в «запоминающем устройстве» (т. е. устройстве, предназначенном для хранения информации; в случае машины Поста таким устройством является лента) ли​нейно. Это значит, что каждая секция ленты имеет только двух «соседей», к обработке которых машина может пе​рейти после обработки данной секции. В ЭВМ тот или иной «участок» запоминающего устройства может иметь, вообще говоря, гораздо больше «соседних» участков — соседних в том смысле, что машина может перейти к обработке любого из них после обработки исходного участка. Преимущества такой организации запоминаю​щего устройства очевидны, хотя бы с точки зрения сокра​щения числа шагов работы машины — ведь в машине Поста каретка, чтобы перейти от обозрения одной секции к обозрению другой, должна непременно пройти все промежуточные секции. Если говорить более подробно, то надо сказать, что запоминающее устройство ЭВМ состоит обычно из двух устройств — «внешнего» запоминающего устройства большой емкости, хранящего информацию линейно, подобно ленте машины Поста, и «внутреннего» запоминающего устройства сравнительно небольшой емкости, но с более богатыми «связями сосед​ства»   между  отдельными  участками  этого устройства.
2. В случае машины Поста мы ничего не говорили о том, как именно обеспечивается выполнение программы. Можно мыслить себе, например, что рядом с машиной Поста стоит человек, читает написанную на бумаге программу и, следуя ей, передвигает каретку, печа​тает и стирает метку. Существенно подчеркнуть, что в ЭВМ выполнение программы происходит автоматиче​ски. Программа для ЭВМ закодирована специальным образом и записывается так, чтобы она была доступна для «восприятия» машины. 
После того как изготовлена программa, работа ЭВМ происходит под управлением управляющих программ без дальнейшего вмешательства человека. (Разумеется, нетрудно создать устройство, обеспечиваю​щее автоматическую, без участия человека, работу ма​шины Поста.)
В ЭВМ, как и в машине Поста, одна и та же команда программы может выполняться много раз. Поэтому число шагов работы машины не связано с дли​ной программы: одна и та же программа может обеспе​чить любое нужное для достижения результата число шагов. (Например, программа, указанная нами в каче​стве решения задачи 2 из главы «Прибавление единицы на машине Поста», имеет длину 4, а число шагов, нуж​ное для получения требуемого в этой задаче результата, зависит от того, где вначале стоит каретка.) Это важ​нейшее свойство и дает возможность реализовать на ма​шине алгоритмы, а именно, составлять единые про​граммы, приводящие к результату для целого класса возможных исходных данных. Это свойство обеспечи​вается возможностью переходить от исполнения одной команды к исполнению любой другой.
3. Наиболее существенное, принципиальное отличие ЭВМ от машины Поста состоит в следующем. В запоми​нающее устройтво — на ленту машины Поста — перед началом работы записывается исходное данное (напри​мер, кортеж чисел, подлежащих сложению). Программа, которая должна применяться к этому исходному дан​ному и согласно которой работает машина, находится как бы в стороне. В ЭВМ перед началом работы машины программа закладывается в запоминающее устройство вместе с исходным данным.

Содержание запоми​нающего устройства в машине в некоторый момент — пе​ред началом работы — будем называть начальной инфор​мацией. В машине Поста начальная информация состоит только из исходного данного. В ЭВМ начальная инфор​мация состоит из исходного данного и программы. Важно подчеркнуть, что разделение начальной информации в ЭВМ на исходное данное и программу довольно ус​ловно. Вся эта информация, включая и ту ее часть, кото​рая названа «программой», может подвергаться различ​ным преобразованиям в процессе работы машины. Эта возможность изменять сами команды в процессе работы, отсутствующая в машине Поста, является очень важной чертой ЭВМ. С другой стороны, содержание более или менее любого участка запоминающего устрой​ства очень часто можно интерпретировать как команду. Поэтому разделение информации, содержащейся в запо​минающем устройстве, на программу и исходное данное вообще имеет смысл только в начальный момент, затем на каждом шаге вся эта информация в целом подвер​гается переработке.
Естествен вопрос: по какому же закону происходит переработка информации, содержащейся в запоминаю​щем устройстве? Эта переработка происходит в свою очередь на основе некоторого правила, которое мы будем называть Универсальной Программой. Универсальную Программу ни в коем случае нельзя смешивать с част​ной программой, предназначенной для решения той или иной конкретной задачи и применяющейся к исходным данным. Частная программа зависит от решаемой за​дачи, в то время как Универсальная Программа одна для всех задач; в ЭВМ она заложена в самой конструкции машины (поэтому такие машины часто называют универсальными). 
Подытожим сказанное. В машине Поста вначале в запоминающее устройство закладывается исходное данное, после чего работа про​исходит по программе, не находящейся в запоминающем устройстве. В ЭВМ вначале в запоминающее устройство закладывается начальная информация, слагающаяся из частной программы решения данной задачи и исход​ного данного, после чего работа (а именно, перера​ботка   всего   содержания   запоминающего   устройства)  происходит по Универсальной Программе, воплощенной в конструкции машины
(Можно, впрочем, составить Универсальную Программу и для машины Поста, а именно можно закодировать каждую программу машины Поста в виде постова слова и помещать далее запись этой программы (т. е. запись соответствующего слова) на ленте рядом с записью того исходного данного, к которому она должна применяться. Можно, далее, составить программу — Универсальную Программу, — которая, будучи применена к записи, составленной из записи некоторой программы П и записи некоторого исходного данного х, давала бы тот же результат, что и непосредственное применение П к записи х. Однако в этом случае Универсальная Программа будет всего лишь одной из возможных программ машины Поста: в случае же ЭВМ Универсальная Про​грамма вовсе не является одной из частных программ, допустимых для ЭВМ, а реализована самой структурой ЭВМ).
Могут указать еще на одно, казалось бы, очень существенное отличие ЭВМ от машины Поста: заломинающее устройство машины Поста — лента — имеет бесконечную емкость, чего не может быть в реальных машинах. Однако и в машине Поста можно заменить бес​конечную ленту конечной лентой, подклеиваемой по мере надобности (ведь все равно к каждому моменту работы машины Поста будет использован только конечный кусок ленты): когда каретка доходит до конца ленты, к нему подклеивается еще несколько секций. С другой стороны, и внешнее запоминающее устройство ЭВМ может в принципе неограниченно увеличивать свою емкость путем добавления новых его частей. Таким образом, и машину Поста и ЭВМ можно трактовать как обладающие запоминающим устройством, конечным в каждый данный момент, но неограниченно растущей емкости. Именно это обстоятельство, делающее указанные машины пригодными для осущест​вления на них любого алгоритма, главным образом и роднит машину Поста с ЭВМ и позволяет рассматривать машину Поста как упрощенную модель ЭВМ.      
6. Рекурсивные функции
Всякий алгоритм исходным данным в случае, если он определен на них, однозначно ставит в соответствие  результат Поэтому с каждым алгоритмом однозначно свя​зана функция, которую он вычисляет. Верно ли обратное: для всякой ли функции существует вычисляющий ее алго​ритм? Исследование проблемы остановки для машин Тью​ринга показывает, что нет: для предиката Р (Т, α), истин​ного, если и только если машина Тьюринга Т останавли​вается при исходных данных α, алгоритма его вычисления не существует. Возникает вопрос: для каких функций алго​ритмы существуют? Как описать такие алгоритмические, эффективно вычислимые функции?
Исследование этих вопросов привело к созданию в 30-х годах ХХ века теории рекурсивных функций. В этой теории, как и вообще в теории алгоритмов, принят конст​руктивный, финитный подход, основной чертой которого является то, что все множество исследуемых объек​тов (в данном случае функций) строится из конечного числа исходных объектов — базиса — с помощью простых опе​раций, эффективная выполнимость которых достаточно оче​видна. Операции над функциями в дальнейшем будем назы​вать операторами.
6.1. Примитивно-рекурсивные функции
Займемся теперь конкретным выбором средств, с помощью которых будут строиться вычислимые функции. Очевидно, что к вычислимым функциям следует отнести все константы, т. е. все натуральные числа 0, 1, 2 ... Однако в прямом включении бесконечного множества констант в ба​зис нет необходимости. Достаточно одной константы 0 и функции следования f (х) = х + 1, которую иногда обозна​чают х', чтобы получить весь натуральный ряд. Кроме того, в базис включим семейство {Іпт} функций тождества (или введения фиктивных переменных):
[image: image1302.png]i, ...





Весьма мощным средством получения новых функций из уже имеющихся является суперпозиция. Суперпозицией называется любая подста​новка функций в функции. Здесь ей для большей обозри​мости удобно придать стандартный вид. Оператором суперпозиции Snm называется подстановка в функцию от т пере​менных т функций от п одних и тех же переменных. Она дает новую функцию от п переменных. Например, для функ​ций [image: image1303.png]AKps ooy Xy & (1o s Xady ooy G (015 ooy Xa)
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Это определение порождает семейство операторов су​перпозиции {Snm}. Благодаря функциям тождества стандар​тизация суперпозиции не уменьшает ее возможностей: лю​бую подстановку функций в функции можно выразить через Snm и Іпт. Например,[image: image1305.png]f o, x) = higy (%, X3), 82 (1))



 в  стандартном виде   запишется   как[image: image1306.png]F{xq,
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 g1( х1, х2), [image: image1308.png]S (05 (xy, x5). g (x1), 23 (X)),



 где  g3 — любая функция от х1. В свою очередь, используя подстановку и функции тождества, можно переставлять и отождествлять аргументы в функции:
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Таким образом, если заданы функции Іпт и операторы Snm, то можно считать заданными всевозможные операторы под​становки функций в функции, а также переименования, перестановки и отождествления переменных. 
Еще одно семейство операторов, которое здесь пона​добится, — это операторы примитивной рекурсии. Опера​тор примитивной рекурсии Rn определяет (п+ 1)-местную функцию f через n-местную функцию g и (п + 2)-местную функцию h следующим образом:
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 (1)
Пара уравнений (1) называется схемой примитивной рекурсии. Тот факт, что функция f определена схемой (1), выражается равенством[image: image1311.png]T{xy ooh X4 ) = R, (g, H).



В случае, когда п = 0, т. е. определяемая функция f является одноместной, схема (1) принимает более простой вид:
[image: image1312.png]F0) =&
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 (2)
где с— константа.
Схемы (1) и (2) определяют f рекурсивно не только через другие функции g и h, но и через значения f в предшествующих точках: значение f в точке у + 1 зависит от значения f в точке у. Для вычисления [image: image1313.png]


понадобится k + 1  вычислений  по схеме  (1) — для у = 0, 1.  ..., k.
Существенным в операторе примитивной рекурсии является то, что, независимо от числа переменных в f, рекурсия ведется только по одной переменной у; остальные п переменных х1, ...., хn на момент применения схем (1), (2) зафиксированы и играют роль параметров.
Функция называется примитивно-рекурсивной, если она может быть получена из константы 0, функции х' и функ​ций Iпт с помощью конечного числа применений операторов суперпозиции и примитивной рекурсии. Этому определению можно придать более формальный индуктивный вид.
1.   Функции 0, х' и Iпт для всех натуральных п, т, где m≤ n, являются примитивно-рекурсивными.
2. Если [image: image1314.png]gy 1X,




                        — примитивно-рекурсивные функции, то [image: image1315.png]


— примитивно-рекурсивные функции для любых натуральных п, т.
3.  Если[image: image1316.png]


 и[image: image1317.png]


— примитивно-рекурсивные функции, то Rn (g, h) — примитивно-рекур​сивная функция.
4.  Других примитивно-рекурсивных функций нет.
Из такого индуктивного описания нетрудно извлечь процедуру, порождающую все примитивно-рекурсивные функции.
Пример 1(сложение, умножение, возведение в сте​пень).                                    1) Сложение[image: image1318.png]Fe(x, ) = x4+ y



 примитивно-рекур​сивно:
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Таким образом,[image: image1320.png]B, D =R (I} (%), Ax, y, 2)



 где
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2) Умножение [image: image1322.png]Fx (x, ) = xy



примитивно-рекурсивно:
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3)  Возведение в степень[image: image1324.png]foxp (%, 4) = X¥



 примитивно-рекурсивно:
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Определим функцию[image: image1326.png]


(арифметическое или урезанное вычитание) следующим образом:
[image: image1327.png]P X—Y, CNH X >y,
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Пример 2 (вычитание). Примитивно-рекурсивными являются следующие функции:
1)[image: image1328.png]


определяемая схемой:
[image: image1329.png]fO)=0+1=0;
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2)[image: image1330.png]


определяемая схемой:
[image: image1331.png]f{x, O}=x
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(для определения функции из п. 2 использована функция из п. 1):
[image: image1332.png]At =ltr—gl=C—un+ @2

0, econ x=0;
4 _{% ;
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ее схема имеет вид:[image: image1333.png]sg{0)=0;
sg(x41)=1.




[image: image1334.png]5) min (x, y) = x = {x -~ y).
6) max (x, ¥} = y -+ (x — y).




Спомощью функции sg (сигнум) из примера2, п. 4 и ее отрицания[image: image1335.png]sg()=1-—sgx



 построим примитивно-рекурсивное описание функций, связанных с делением.
Пример 3 (деление). 1) Функция r (х, у)— остаток от деления у на х:
[image: image1336.png]r(x, 0)=0;
ri g+ D=0 g+ Dsgldx—(r (v, DD




Смысл второй строки определения в следующем: если у + 1 не делится на х, то [image: image1337.png]


 и
[image: image1338.png]rix, y+ 1)

rx, 4 +



 если же у + 1 делится на х, то [image: image1339.png]



2) Функция [image: image1340.png]gix, ) =

ly/x]



— частное от деления у на х, т. е. целая часть дроби у/х:
[image: image1341.png]qx, B=0;
Gl g+ D =q(x, P+E(x— (5 Y+DD.




Второе слагаемое, как и в случае r (х, у), зависит от делимости у + 1 на х. Если у + 1 делится на х, то q (х, у + 1) на единицу больше, чем                   q (х, у); если нет, то q (х, у + 1) = q (x, у).
В рекурсивных описаниях функций примера 3 отчет​ливо видны логические действия: проверка условия (дели​мости у + 1 на х) и выбор дальнейшего хода вычислений в зависимости от истинности условия. Займемся теперь более подробным выяснением того, какие возможности для логических операций имеются в рамках примитивно-рекур​сивных функций.
Из функций примеров 2, пп. 2, 5, б легко получается примитивная рекурсивность «арифметизованных» логичес​ких функций, т. е. числовых функций, которые на мно​жестве {0, 1} ведут себя как логические функции. Действи​тельно, если[image: image1342.png]x, y={0, 1},



то
[image: image1343.png]E=1-=x
£V y=max(x, gk
x&y=min (x, yh



 (3)
Из функциональной полноты этого множества функций и того, что суперпозиция является примитивно-рекурсивным оператором (см. далее), следует примитивная рекурсивность всех логических функций.
Отношение R (x1, ..., хп) называется примитивно-рекур​сивным, если примитивно-рекурсивна его характеристичес​кая функция χR:
[image: image1344.png]1, ecsm R (xy, ..., x,) BHINOJHAETCH;

s %
e ) {0 B NPOTHBHOM Cayuae.




Ввиду взаимно-однозначного соответствия между отно​шениями и предикатами χR будет характеристи​ческой функцией и для соответствующего предиката.
Напомним, что сам предикат принимает логические зна​чения И и Л, с которыми нельзя производить арифметичес​ких действий, даже когда эти значения изображаются числами 0 и 1 . Поэтому следует проводить раз​личие между предикатами и их характеристическими функ​циями. В алгоритмических языках типа АЛГОЛ предикат будет принимать значения true и false, а его характеристи​ческая функция — значения 0 и 1.
Предикат называется примитивно-рекурсивным, если его характеристическая функция примитивно-рекурсивна. В силу соотношений (3), если предикаты P1, ..., Pk прими​тивно-рекурсивны, то и любой предикат, полученный из них с помощью логических операций, примитивно-рекур​сивен.
Пример 4 (предикаты и отношения). 1) Предикат Pdn (x) «x делится на п» примитивно-рекурсивен для любо​го п:
[image: image1345.png]Apa, () =Sg (r (1, )



                          (4)
2)  Предикат[image: image1346.png]Pd,, . (x)



  « х делится на т и на п» примитив​но-рекурсивен для  любых   т и  п,  так  как  Рт,п[image: image1347.png]



[image: image1348.png]= P, (£} & P, &)




3) Отношение х1 > х2 примитивно-рекурсивно:
[image: image1349.png]Yo (%15 %p) =58 (%g = X2}




4)   Если f (х) и g (x) примитивно-рекурсивны, то преди​кат «f(х) = g (x)» примитивно-рекурсивен, так как его функ​ция χ имеет вид:
[image: image1350.png]xw=g(f®)—gin




6.2. Примитивно-рекурсивные операторы
Оператор назы​вается примитивно-рекурсивным (сокращенно ПР-оператором), если он сохраняет примитивную рекурсивность функций, т. е. если результат его применения к примитив​но-рекурсивным функциям дает снова примитивно-рекурсив​ную функцию. Операторы Snm и Rn являются ПР-операторами по определению. Рассмотрим теперь другие ПР-операторы. Их использование позволяет существенно сократить примитивно-рекурсивные описания функций.
Ранее мы встречались с оператором условного перехода (обозначим его здесь В), который по функциям g1 (x1, ... , xп), g2 (x1, ... , xп) и предикату [image: image1351.png]


 строит функцию [image: image1352.png](X ey X3) = D (&), B2 P)




[image: image1353.png]Z1(X1, «ovy Xp) €CHH
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 (5)
Известно, что В вычислим по Тьюрингу. Примитивная рекурсивность В видна из следующего соот​ношения, эквивалентного (5):
[image: image1354.png][ ey X)) =g1 (%1, ooy X)Ap (K1 oovs X+
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Обобщение оператора В на случай многозначного пере​хода по предикатам Р1, ..., Рк, из которых истинен всегда один и только один   предикат: [image: image1355.png]I (X, ..

s Xp) = B (g, .



[image: image1356.png]


 также примитивно-рекурсивно, поскольку
[image: image1357.png]Fxa ooy Xa) =guxp,+ 0. 8ekey




(отметим, что это соотношение определяет В и в том случае, когда ни один из P1, ..., Рк неистинен: В при этом равно нулю).
С помощью оператора В удобно задавать функции, опре​деленные на конечных множествах. Правда, В, как и любой другой ПР-оператор, всегда определяет функцию на всем натуральном ряде, т. е. производит доопределение функции вне области задания. Например, функцию f, определенную на множестве 1, 2, 6, 17 равенствами f (1) = 5, f (2) = 1,
f (6) = 0, f (17) = 8, с помощью оператора В можно описать так:
[image: image1358.png]5, ecan x=1;
1, econ x=2;
fy = 0, ecan x="6;
8 B OCTaNBHLIX CJAYYasX.




Такое описание полагает / (х) — 8 вне исходной области
задания.
Пусть[image: image1359.png]


— функция от (п + 1)-й переменной.   Хорошо   известные   операции   суммирования[image: image1360.png]


 и перемножения [image: image1361.png]


по переменной  у с  пределом z — это операторы, которыеиз функции           f (х1, ...,хn,у) порождают но​вые функции [image: image1362.png]g (s X 2= 21 (Xas e Ko Y)

gz



и[image: image1363.png]A{xy, oo




[image: image1364.png]vy Xy = T F G s B 9
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 Покажем их примитивную
рекурсивность:
[image: image1365.png]G(Hys oeer Fm 0) =0 (mo ompefeneHnw);
Gln wens Enr 2HD =8 o T DH[ W o S 2K
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Таким образом, g и h могут быть определены по схеме примитивной рекурсии с использованием сложения и умно​жения, примитивная рекурсивность которых доказана, а также функции f. Следовательно, g и h примитивно-рекур​сивны, если f примитивно-рекурсивна.
С помощью[image: image1366.png]


 нетрудно показать,   что  операторы [image: image1367.png]


 
(т. е.  суммирование  и  умножение от  k до z)— также ПР-операторы.
Рассмотрим теперь еще два оператора, играющих важ​ную роль в теории рекурсивных функций. Первый из них — это ограниченный оператор наименьшего числа (μ-оператор), называемый также ограниченным оператором минимизации, который применяется к предикатам и определяется так:
[image: image1368.png]HaUMEHbLIeMY Y <2, TaKkoMy
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Из предиката[image: image1369.png]


 с помощью оператора μyy<z получается функция[image: image1370.png]


 Второй   случай в определении μ добавлен для того, чтобы f была всюду определена.
Пример 5.  Пусть[image: image1371.png]P (x;, x5 ) = Pd, 4, (1))



  (пример 4,   п. 2).   Тогда [image: image1372.png]WHag e (X, X Y)



  равен  наименьшему общему кратному (НОК) х1 и х2, если z ≥ НОК, и равен z, если z ≤НОК.
Ограниченный μ-оператор примитивно-рекурсивен:
[image: image1373.png]24
W aP (v ooy Xm0 = D TT (0 =2p (50 oovs Xy )
i=01=0




Ограничение z в ограниченном μ-операторе даeт гаран​тию окончания вычислений, поскольку оно оценивает сверху число вычислений предиката Р. Возможность оценить сверху количество вычислений является существенной особен​ностью примитивно-рекурсивных функций. Уже ошечалось [см. (1), (2) и далее], что если [image: image1374.png]


то для вычисления[image: image1375.png]


 понадобится k + 1 вычислений по схеме (1): одно вычисление g и k вычислений h. Правда, каждое из них может в свою очередь состоять из некоторого количества вычислений функций, входящих в определение g и h; но в силу конечности общего числа операторов Smn и Rm использованных для построения f из базисных функций 0, х' и Iпт, для любого k можно оценить количество элементарных действий (т. е. вычислений базис​ных функций), необходимых для вычисления [image: image1376.png]


 В дальнейшем будет показано, что неограниченный                          μ-oпeратор не является примитивно-рекурсивным.
μ-оператор (как ограниченный, так и неограниченный) является удобным средством для построения обратных функций.   Действительно,   функция[image: image1377.png]g =y (f(y) == %



(«наименьший у, такой, что f (у) = х») является обратной к функции f (х). Поэтому в применении к одноместным функ​циям μ-оператор иногда называют оператором обращения.
Пример 6. 1) С помощью ограниченного μ-оператора определим деление, точнее, функцию [z/х] (частное от деле​ния z на х— см. пример 3, п. 2), как функцию, обрат​ную умножению:  [image: image1378.png][2/x)=pnyy < (X Y-+ 1) > <)




(Целая часть от деления — функция, «не совсем обратная» умно​жению; точнее, обратная ему только в тех точках, где z делится нацело на х. Поэтому в ее описании используется не предикат равенства (как в определении обратной функции), а предикат >).
2)  Целая  часть √х — функция [√х] — примитивно-ре​курсивная, так как
[image: image1379.png][Vx]=pgy<x g+ 1)2 > 1)




3)[image: image1380.png]{log, x} = Wy = (REL > %),



   следовательно,     целая часть   логарифма  по   любому  целому   основанию  k  при​митивно-рекурсивна.
Еще один ПР-оператор — это оператор совместной или одновременной рекурсии, точнее, целое семейство опера​торов {Rnk}. С помощью Rnk строится рекурсивное описание сразу нескольких функций f1, ..., fk от  (п + 1)-й переменной, причем значение каждой функции у +1 зависит от значе​ния всех функций в точке у:
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По существу, совместная рекурсия дает рекурсивное описание функции-вектора (f1, ..., fk). Для того чтобы дока​зать примитивную рекурсивность совместной рекурсии, нужно закодировать этот вектор числом, причем так, чтобы существовала однозначная и примитивно-рекурсивная рас​шифровка этого кода (т. е. извлечение нужного разряда вектора). В качестве такого кода можно предложить число

[image: image1382.png]Xny Y) =

gl

w3 Bfs.





где pi— i-е простое число (2 считается 0-м простым числом). Продемонстрируем эту идею на примере оператора R12. Пусть[image: image1383.png]hH 8, 1 (X y)



заданы совместной рекурсией:
[image: image1384.png]F® O =g (1)
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Определим кодирующую функцию F:
[image: image1385.png]F(x, 0) =20 .36,
F(s, g+ 1) =205 v s 00 fa e ) . bt v Fi(r, ), Fo e, 9




Тогда[image: image1386.png]FL (6 ¥ =pZesmr, p (Pden (F (%, 9),



т. е. равна
показателю при 2 в разложении F (х, у) на простые множители; [image: image1387.png]fa (Xy 9) = B2, gy (Pdgzn (F(x, 4))]



 —т. е. равна показателю при 3 в разложении F (х, у) на про​стые множители. (Определение предиката Pd см. в примере 4, п. 1.)
Следует иметь в виду, что такая кодировка вовсе не предлагается в качестве метода рекурсивного вычисления функций-векторов. Наоборот, предлагается прямой и более простой метод совместной рекурсии, а кодировка является лишь доказательством того, что этот метод относится к числу примитивно-рекурсивных средств вычисления.
Можно предложить полезную схемную интерпретацию примитив​ной рекурсии вообще и совместной рекурсии в частности. На рис.1, а изображена схема, состоящая из устройства, вычисляющею за один такт функцию h от двух переменных, и элемента задержки на один такт; по каналам схемы могут передаваться натуральные числа.
[image: image1388.png]a)





Рис. 1.
 Время t будем считать дискретным: t = 0, 1,2 ... Схема имеет один вход х и выход  f . Однако выход f зависит не только от значения х, но и от момен​та t, в который он рассматривается, т. е. представляет собой некоторую функцию f (х, t). Рассмотрим эту зависимость подробнее. Будем считать значение х на все время рассмотрения, начиная с t = 0, произ​вольно, но фиксировано. В начальный момент t = 0 значение второго входа h является константой с, зависящей от начального состояния схемы:[image: image1389.png]


В момент [image: image1390.png]


 в  общем   случае[image: image1391.png]


 Таким  образом,  схема рис.1, а реализует примитивную рекурсию по переменной t, т е. по времени. Нетрудно убедиться, например, что если h выполняет умно​жение, а с = 1, то [image: image1392.png]


 При аналогичной интерпретации (с на​чальными константами c1, с2) схема на рис. 1, б реализует схему со​вместной рекурсии, причем рекурсия также ведется по времени, общему для устройств h1 и h2. Доказательство того, что совместная рекурсия — это—ПР-оператор, в терминах таких схем означает, что перекрестные обратные связи на рис.1, б можно заменить простыми контурами обратной связи типа, приведенных на рис.1, а. Структура схемы при этом станет проще, однако понадобятся дополнительные вычисли​тельные устройства, формирователь числового кода вектора (f1, f2), передаваемого по одному каналу, и декодирующее устройство с двумя выходами f1  и f2.
Описанная схемная интерпретация примитивно-рекурсивных функ​ций проходит при одном предположении — что за один такт любой канал схемы способен передать, а вычислительное устройство — вос​принять и переработать любое, сколь угодно большое натуральное число. Такое предположение физически нереализуемо, поэтому теория таких схем не будет представлять самостоятельного интереса. Если же наложить ограничения на возможности каналов и элементов схем, то это приведет к теории конечных автоматов и схем из автоматов.
Подведем некоторые итоги. Из простейших функций — константы 0, функции х + 1 и функций тождества Inт — с помощью операторов суперпозиции и примитивной рекур​сии было получено огромное разнообразие функций, вклю​чающих основные функции арифметики, алгебры и анализа (с поправкой на целочисленность). Тем самым выяснено, что эти функции имеют примитивно-рекурсивное описание, которое однозначно определяет процедуру их вычисления; следовательно, их естественно отнести к классу вычислимых функций. Попутно сделаем два замечания. Во-первых, все примитивно-рекурсивные функции всюду определены. Это следует из того, что простейшие функции всюду определены, а операторы Snт и Rn это свойство сохраняют. Во-вторых, строго говоря, мы имеем дело не с функциями, а с их прими​тивно-рекурсивными описаниями. Различие здесь имеет тот же смысл, что и различие между функциями и их представлениями в виде формул. Примитивно-рекурсивные описания также можно разбить на классы эквивалентности. Однако задача распо​знавания эквивалентности примитивно-рекурсивных описа​ний, как б'удет показано, алгоритмически неразрешима.
Функции Аккермана. Возникает вопрос: все ли функции являются примитивно-рекурсивными? Простые теоретико-множествен​ные соображения показывают, что нет. Ранее было показано, что множество всех функций типа N → N (т. е. одноместных целочисленных функций) несчетно; тем более это верно для функций типа Nn →N. Каждая примитивно-рекурсивная функция имеет ко​нечное описание, т. е. задается конечным словом в некотором (фиксиро​ванном для всех функций) алфавите. Множество всех конечных слов счетно, поэтому примитивно-рекурсивные функции образуют не более чем счетное подмножество несчетного множества функций типа Nn→N. В действительности здесь рассматривается более узкий вопрос: все ли вычислимые функции можно описать как примитивно-рекурсивные? Чтобы показать, что ответ на этот вопрос также является отрицатель​ным, построим пример вычислимой функции, не являющейся примитив​но-рекурсивной. Идея примера в том, чтобы, построив последователь​ность функций, каждая из которых растет существенно быстрее преды​дущей, сконструировать с ее помощью функцию, которая растет быст​рее любой примитивно-рекурсивной функции.
Начнем с построения последовательности функций [image: image1393.png]Doy 1. $o




 Положим[image: image1394.png]


  [image: image1395.png]


 [image: image1396.png]


Эти функции
связаны между собой следующими рекурсивными соотношениями:
[image: image1397.png]@la y+D=ata=q@ @ 9k qlo D=a
gala, g+ =aat=quia el 0 ¢ (& D=a.





Продолжим  эту  последовательность,  положив  по определению
[image: image1398.png]}




 (6)
Эта схема имеет вид примитивной рекурсии, следовательно, все функции φп   примитивно-рекурсивные.   Растут   они   крайне    быстро; например,[image: image1399.png]


[image: image1400.png]s (a2, 2= (a, a)=8a";




[image: image1401.png]iy (@, 3)=




[image: image1402.png]& paz.

g (@, B)




Зафиксируем теперь значение а : а = 2. Получим последовательность одноместных функций:[image: image1403.png]0o (2, #), ¢ (2, ¥).




 Определим теперь функцию В (х, у), которая перечисляет эту последо​вательность: [image: image1404.png]Bix, ¥y) = @ {2 4



  т. е. [image: image1405.png]T 4




 [image: image1406.png]


 и   т д.,   а   также   диагональную   функцию
А (х) = В (х, х)    Эти   функции   называются   функциями   Аккермана. Из соотношений (6) следует, что
[image: image1407.png]B(x+1, O)=sgx;

B0, y)=2+4; }
Bx41, g+ 1)=B(x B+l p)-



 (7)
Эти соотношения позволяют вычислять значения функций В (х, у) и, следовательно, А (х),  причем для вычисления функции в данной
точке нужно обратиться к значению функции в предшествующей точке — совсем как в схеме примитивной рекурсии. Однако здесь рекурсия ведется сразу по двум переменным (такая рекурсия называется двойной, двукратной, или рекурсией 2-й ступени) и это существенно усложняет характер упорядочения точек, а следовательно, и понятие предшество​вания точек также усложняется. Например,[image: image1408.png]


 а так как [image: image1409.png]B3, 2)-=q4(2, 2=




 то вычислению В в точке (3, 3) по схеме (7) должно предшествовать вычисление В в точке (2, 4), читатель может убедиться, что вычислению В в точке (3, 4) должно предшествовать вычисление в точке (2, 16). Важно отметить, что это упорядочение не предопределено заранее, как в схеме примитивной ре​курсии, где п всегда предшествует п + 1, а выясняется в ходе вычислений и для каждой схемы вида (7), вообще говоря, различно. Поэтому схему двойной рекурсии (в отличие от рассмотренной ранее одновре​менной рекурсии) не всегда удается свести к схеме примитивной рекур​сии.
Теорема1. Функция Аккермана А (х) растет быстрее, чем любая примитивно-рекурсивная функция, и, следовательно, не является при​митивно-рекурсивной. Более точно, для любой одноместной примитизно-рекурсивнсй функции f (х) найдется такое n, что для любого х ≥ п  А (х) > f (х). Ограничимся наброском доказательства, опустив некото​рые выкладки.
1. Вначале доказываются два свойства функции В (х, у):
[image: image1410.png]B, y+D>B @y (% v




 (8) [image: image1411.png]Bx+1, pi=8(x, y+1) (x=1, y=2).



 (9)
2   Назовем функцию[image: image1412.png]


 В-мажорируемой, если существует натуральное т, такое, что для любых х1 ..., хп, удовлетворяющих услозию max[image: image1413.png]o Xp) << b {m, max{xy, . , Xp)).



 Покажем, чтo все примитивно-рекурсивные функции В-мажорируемы.
а)  Для простейших функций[image: image1414.png]0, x4+ 1, I,



их В-мажорируемость очевидна.
б)  Рассмотрим оператор суперпозиции Sпт, причем для простоты выкладок ограничимся случаем п = 1, т = 2,   т. е.  функцией [image: image1415.png]



[image: image1416.png]



Пусть функции h, g1, g2 В-мажорируемы с числами [image: image1417.png]mny, Mgy, Meg



 соответственно. Положим [image: image1418.png]max (g, iy, Mgz).



  Тогда по определению В-мажорируемости и свойствам (8), (9)
[image: image1419.png]hixg, %) < B (m, max (5, %))
n<B@m y<B(mtl, 1)
g2(x)<<B(m N<<B(nt1, 0




и, следовательно, с учетом (7) и (9)
[image: image1420.png]FR=R(@ () g 1)) < B (n, max (g () L)<
<B(m Blm-t1l, H=Bim+1, x+H<B(m42 2




т. е. а (х) В-мажорируема.
в)  Рассмотрим  теперь оператор  примитивной  рекурсии,  ограни​чившись для простоты схемой (2):
[image: image1421.png]F@=a;
Fet=hix f)




Пусть h В-мажорируема, т. е.[image: image1422.png]ft(xq, X)) < B (my, max (xg, x4))



 при
max (х1, х2) > 1. Докажем индукцией по х, что f  В-мажорируема.
Учитывая условие в определении В-мажорируемости, индукцию надо начинать с х = 2. Пусть f (2) = с2. Из (8), (9) следует, что                                          В (х + 1,2) > В (х, 2), поэтому найдется такая величина m2, что                         В (т2, 2) > с2 = f (2)
Положим т = max (m2, тh) + 1. Очевидно, что f (2) < В (т, 2).
Пусть теперь f (k) < B (m, k). Тогда
[image: image1423.png]FR+1y=h(k [{R) > B(my, max (&, {(k))



 (10)
Если[image: image1424.png]



Если же [image: image1425.png]


 то,  используя  (7)—(10)  и  то, что
тh ≤т — 1,   имеем[image: image1426.png]f(R+ D < B{ny, [R) < DMy, O, R)) =




[image: image1427.png]


 что и завершает индукцию.
Из пп. «а», «б» и «в» следует, что все примитивно-рекурсивные функции В-мажорируемы.
3. Пусть f (х)— примитивно-рекурсивная функция. В силу п. 2 для некоторого[image: image1428.png]muxz=2f(x) <L B(m, x.



Но тогда
[image: image1429.png]Am4xy=B(m+x m4x)> B m +x)>flnt,

T.e. A (x) > f (1), nawman, mo kpafinck mepe, ¢ x = m - 2.




6.3.Общерекурсивные   и   частично-рекурсивные    функции

Функция Аккермана А (х) является примером вычислимой, но не примитивно-рекурсивной функции. Этот пример гово​рит о том, что средства построения вычислимых функций нуждаются в расширении. Операторы кратной рекурсии (т. е. по нескольким переменным одновременно) не дают желаемого замыкания класса всех вычислимых функций: было показано, что для любого п найдется функция, опре​делимая с помощью n-кратной рекурсии (п-рекурсивная), но не (п— 1)-рекурсивная. Более подходящим для этой цели оказывается неограниченный μ-оператор (в дальней​шем  прилагательное  «неограниченный»  будем  опускать).
Функция называется частично-рекурсивной, если она может быть построена из простейших функций 0, х + 1, І пт с помощью конечного числа применений суперпозиции, примитивной рекурсии и                            μ-оператора.
По определению μ -оператор применяется к предикатам. Поскольку в теории рекурсивных функций истинность предиката Р (х) всегда связана со справедливостью неко​торого равенства [например,                         χР (х) =] и, наоборот, вся​кое равенство является предикатом от содержащихся в нем переменных, то μ-оператору можно придать стандартную форму, например [image: image1430.png]


 или [image: image1431.png]


 Будучи применен к вычислимой функции, μ-оператор снова дает вычислимую функцию (т. е. сохраняет вычислимость). Дей​ствительно,   для   вычисления   функции [image: image1432.png]


[image: image1433.png]wiy (g (Xyy cvvy Xn, ) = 0)



 на наборе                  x1, ..., хп существует следующая простая процедура: вычисляем g на наборах[image: image1434.png]{Xyy voey Xy U}, (Xy, .0vy X4, 1)



  до тех пор, пока не получим значение нуль. Однако в отличие от рассмотренных ранее процедур она может не привести к результату: это произой​дет в случае, когда на данном наборе х1, ..., хп уравнение не имеет решения.  В таком случае [image: image1435.png]


функция [image: image1436.png][ (X .

s Xp)



 считается неопределенной. Например, обратная   к  х + 1   функция [image: image1437.png]X—1l=ny(y+1=x



 не определена при х = 0. Заметим, что механизм возникновения неопределенности здесь такой же, как и при вычислениях на машине Тьюринга: в случае неопределенности процесс вычисления не останавливается.
Таким образом, среди рекурсивных функций появляются неполностью определенные, т. е. частичные функции; опе​раторы над частичными функциями порождают новые частичные функции. При этом характер неопределенности может оказаться довольно сложным, а именно: для данного набора значений х1, ..., хп не найдется способа установить, определена ли функция f на этом наборе, и нам придется продолжать процесс вычисления неопределенное время, не зная, остановится он или нет.
В случае, когда функция g, к которой применяется μ-оператор, сама является частичной, функция [image: image1438.png]



[image: image1439.png]B (€ {(Xgy o0y Xpy, ) = 0)




 вычисляется с учетом следую​щего условия: если для [image: image1440.png]y=01 ..,i—1g(x, ..., Xo0, )




[image: image1441.png]


 а [image: image1442.png]g{(xy oo Xpy D)



 не определена, то и f (х1, ..., хп) не определена. Например, функция[image: image1443.png]


 при х = 1 не определена (хотя уравнение у — 1 = 5 имеет решение х = 6), так как функция 
у — 1 = 5 не определена при у = 0.
Частично-рекурсивная функция называется общерекур​сивной, если она всюду определена. Из сказанного ранее о неопределенности видно, что не всегда частично-рекурсив​ную функцию можно эффективным образом доопределить до общерекурсивной. 
Тезис Черча. Связь рекурсивных функций с машинами Тьюринга. Понятие частично-рекурсивной функции ока​залось исчерпывающей формализацией понятия вычислимой функции. (В частности, функция Аккермана общерекурсивна.) Это обстоятельство выражено в виде тезиса Черча, являющегося аналогом тезиса Тью​ринга для рекурсивных функций: всякая функция, вычисли​мая некоторым алгоритмом, частично-рекурсивна.
Из сопоставления двух тезисов вытекает утверждение: функция вычислима машиной Тьюринга тогда и только тогда, когда она частично-рекурсивна. Это утверждение об эквивалентности двух алгоритмических моделей является (в отличие от тезисов) вполне точным математическим утвер​ждением и, следовательно, должно быть доказано. Для доказательства разобьем его на две теоремы.
Теорема 2. Всякая частично-рекурсивная функция вы​числима на машине Тьюринга.
План доказательства ясен: сначала доказывается, что простейшие функции вычислимы (это довольно очевидно), а затем — что операторы суперпозиции, примитивной рекур​сии и μ-оператор сохраняют вычислимость.
Ограничимся построением машины Тьюринга для опера​тора примитивной рекурсии Rn. Для простоты обозначений рассмотрим случай п = 1. Пусть[image: image1444.png]flx g = Kyig ),



  т. е. определена схемой
[image: image1445.png]Flx, O =g (x);
Flx, g+ Dy=hix, g F(x o),




где функции g и h вычислимы машинами Тg и Тh, соответ​ственно работающими с правой полулентой. Построим машину Tf , вычисляющую f. Машина Tf должна воспроиз​водить процесс вычисления по схеме примитивной рекурcии     т. е.    последовательно   вычислять[image: image1446.png]Fix, 0)=g(x)




[image: image1447.png]Foo ) =hx 0, f(x 0. fi+ 1) ="h{xifx.




До тех пор, пока не вычислит h (x, у, f (x, у)), отот процесс, начинающийся с конфигурации q11x * 1у, следующим обра​зом разбивается на блоки (для каждого блока указана за​ключительная конфигурация, служащая начальной для следующего блока; состояния не конкретизированы, а сим​вол q указывает положение головки):
1.  Подготовить данные   для   вычисления [image: image1448.png]g QO 1"«



[image: image1449.png]14 O gl*.




2. Вычислить  g (х) на  правой  полуленте:[image: image1450.png]O lxx1¢Q



[image: image1451.png]gl&wx),




3.  Проверить (с восстановлением), верно ли, что у = 0. Если да, то блок 7. Если нет, то блок 4.
4.  Подготовить данные для вычисления h (x, i, f (x, i)) и записать 1 в крайнюю слева пустую ячейку (т. е. приба​вить  1  к числу слева от исходных данных,  выделенных маркерами[image: image1452.png]



[image: image1453.png]O 1T P QO gl s [re 11D,




5. Вычислить h  на  правой   полуленте [image: image1454.png]1O 1«10



[image: image1455.png]gl
L Fle By




6.  Проверить,  верно ли,  что у = i + 1.   Если да,  то блок 7. Если нет, то блок 4.
7.   Выдать результат (стереть все слева от q, вернуться обратно и остановиться).
Блок 2 реализуется машиной Tg, блок 5 — машиной Th. Построение блоков 1, 3, 6, 7 очевидно. Работа блока 4 заклю​чается   в том,  чтобы   сдвинуть число [image: image1456.png][, f—1, Fixd— 1)




[image: image1457.png]PEACTRLN




 полученное на предыдущем шаге блоком 5, на х + i + 2 ячейки вправо и записать в освободившийся пробел слово 1х * 1i * (число 1i  равно числу, записанному в начале работы блока 4 слева от исходных данных). Похо​жий процесс осуществлялся с помощью машины Tпер при построении универсальной машины Т, поэтому на деталях останавливаться не будем.
Таким образом, машина Tf, реализующая оператор примитивной рекурсии для п = 1, построена. Для n> 1 все остается таким же, увеличивается лишь число перемен​ных и соответственно маркеров в векторах исходных дан​ных f, g и h. Реализации трех рекурсивных операторов позволяют по рекурсивному описанию любой частично-рекурсивной функции (представлению ее в виде конечной последовательности применений операторов Smn, Rn и μ к простейшим функциям) построить реализующую ее ма​шину Тьюринга. 
Теорема 3. Всякая функция, вычислимая на машине Тьюринга, частично-рекурсивна.
Прежде чем доказывать эту теорему — несколько слов в пояснение. На первый взгляд — особенно после рассуждений о том, что алгоритмы могут иметь дело с нечисловыми объектами, и примеров машин Тьюринга, выполняющих нечисловые операции (сдвиг, запись, переписывание и т. д ) — такое утверждение может показаться слиш​ком слабым для того, чтобы говорить об эквивалентности рекурсивных функций, имеющих дело с числами, и машин Тьюринга, которые могут не только вычислять. Однако от любых объектов можно перейти к чис​ловым с помощью кодирования, причем это кодирование оказывается крайне простым. Дело в том, что с точки зрения машины, не вклады​вающей в обозреваемые ею символы никакого «смысла», а лишь выпол​няющей с ними предписанные операции, нет особой разницы между числами и «нечислами». Свои элементарные действия: чтение, запись, сдвиг, смену состояния — машина может выполнять при наличии на ленте как цифр, так и других символов. Разница существует лишь для нас при интерпретации полученных результатов. В частности, ничто не мешает интерпретировать любой алфавит ленты [image: image1458.png]


 как множество цифр m-ичной системы счисления, а слово, записанное  на ленте — как m-ичное число. Тогда любая деятельность машины Тьюринга рассматривается как преобразование чисел, т. е. как вы​числение числовой функции. Именно такая интерпретация и подразу​мевается в теореме 3; доказательство теоремы заключается в том, чтобы точно описать эту интерпретацию (называемую арифметизацией) и показать, что любое преобразование, реализуемое машиной Тьюринга, если его интерпретировать как вычисление, является частично-рекур​сивным.
Переходим к доказательству теоремы. Сначала опишем арифме-тизацию машин Тьюринга. Как уже указывалось, символы на ленте интерпретируются как m-ичные цифры (например, в порядке их пере​числения в алфавите, т. е. аі кодируется цифрой i). При этом пустому символу λ всегда ставится в соответствие 0. Поскольку непустых сим​волов на ленте в любой момент — конечное число, это соглашение по​зволяет иметь дело только с конечными числами. Для опреде​ленности (и простоты обозначений) при иллюстрациях будем считать, что                А = {1, λ}, а вместо λ будем писать 0. Состоянию qі машины поста​вим в соответствие число i; буквой z обозначим код заключительного состояния; сдвиги закодируем так: R = 1, L = 0 (как было показано ранее, случай с Е можно не рассматривать). Символы ленты, состояния и сдвиги не будем отличать от их кодов. Система команд машины Т с множеством состояний Q и алфавитом А превращается при таком ко​дировании в тройку числовых функций [image: image1459.png]


 (функция сле​дующего состояния),[image: image1460.png]


(функция печатаемого символа), [image: image1461.png]Gg: QX A =0, 1}



 (функция сдвига). Если ∑Т содержит команду [image: image1462.png]gty —=> qaidy,



 то [image: image1463.png]@, Gi a)) = q;,



 [image: image1464.png]Pa (gis 4, Qg (ay, ay) = dp.



 От​метим, что все эти функции заданы на конечном множестве Q × А и, следовательно,   примитивно-рекурсивны.
Каждой конфигурации αqiаjβ однозначно ставится в соответствие четверка чисел[image: image1465.png]


определяемых следующим образом: [image: image1466.png]



[image: image1467.png]


 ..[image: image1468.png]


— число, изображаемое цифрами, полученными кодированием символов слова [image: image1469.png]o0



аналогично получается из β, но при этом читается справа налево, т. е. крайняя слева ячейка β содержит самый младший разряд, а крайняя справа — самый старший (это сделано для того, чтобы нули справа от β не влияли на значение [image: image1470.png]


 Например, конфигурации 10110 q5 11011 соответствует четверка (22, 5, 1, 13). Выполнение команды преобразует конфигурацию К в следующую конфигурацию К'; при арифметизации этому соответствует преобразование четверки чисел в новую четверку [image: image1471.png]@, g, ai, B').



 Например, при команде [image: image1472.png]gpl = ¢;,0R



 ранее при-
веденная конфигурация перейдет в К' = 101100q31011, которой соот​ветствует четверка (44, 3, 1, 6) Поэтому один шаг машины Т одно​значно определяет отображение множества конфигураций в себя, т. е. нечисловую функцию[image: image1473.png]Pr (A}



Назовем ее функцией следующего
шага. При введенной арифметизации этой функции соответствует чет- верка числовых функций следующего шага; иначе говоря,[image: image1474.png]


—
это числовые функции, каждая из которых зависит от четырех числовых переменных[image: image1475.png]


Эти функции довольно простым образом связаны с функциями системы команд [image: image1476.png]Fa: ¥as Pa



. Действительно, q′ = φq; другие функции зависят еще и от сдвига. Если головка сдвинулась вправо, то это означает сдвиг цифр числа [image: image1477.png]


 на разряд влево, т. е. увеличение числа [image: image1478.png]Q2



 в m раз (напомним, что m — мощность алфавита А), и сдвиг цифр числа[image: image1479.png]=t



 на разряд вправо (так как они читаются справа налево), т. е. уменьшение числа [image: image1480.png]


 в m раз. Кроме того, в младший разряд [image: image1481.png]


 за​писывается символ, напечатанный на данном шаге, а младший разряд [image: image1482.png]


 становится обозреваемым символом. При сдвиге головки влево роли [image: image1483.png]


 меняются: [image: image1484.png]


 уменьшается, [image: image1485.png]T



 увеличивается и т. д. Поэтому
[image: image1486.png]. & (@ g5 ap fi)=
={ mo+ge (qir @) €CAK Qq(gy, aj)=1 (casur Bnpaso);
{&@/m), ecan galqr a)=0 (casur saeso),



 (11а) [image: image1487.png]Pa (1 @)



 (11 б) 
[image: image1488.png]o r{m, B}, ecnn gq (g ap=
- rim, &), ecnn o4 (qn @)



 (11в)
[image: image1489.png]Fe { i +a (@ @) ectn 92 @)
[B/m]. econ watqr a)




 (11 г)
Функции [ ] и r, использованные здесь, определены в примере  3. Поскольку функции [image: image1490.png]


 построены из примитивно-рекурсивных
функций с помощью примитивно-рекурсивного оператора условного перехода, а функция [image: image1491.png]


 просто совпадает с примитивно-рекурсивной функцией φq , то все они — примитивно-рекурсивные функции от четы​рех переменных [image: image1492.png]


 Читатель может убедиться, что применение соотношений (11) к приведенной ранее в качестве примера четверке (22, 5, 1, 13) и команде [image: image1493.png]


 даст четверку (44, 3, 1, 6); напомним, что m = 2.
Итак, доказано, что на каждом шаге любая машина Тьюринга осу​ществляет примитивно-рекурсивное вычисление. Переходим теперь к арифметизации общего поведения машины.
Пусть  задана   начальная   конфигурация[image: image1494.png]2o, Bo).

K (0) =



 Тогда конфигурация, возникающая на такте t, зависит от величины t и компонент [image: image1495.png]%o, Gos 20 Po



 начальной конфигурации, иначе говоря, она
является векторной функцией [image: image1496.png]K= (Kg (), Ky (8), Ko (), Kp ()



,ком-
поненты которой — векторные функции, зависящие от пяти переменных [image: image1497.png]t, % Gor 29v Po-



 Эти функции определяются следующим образом:
[image: image1498.png]Ka(®, G fo do )=t
Ko (t41, 8o Gov G fo) =3 (Ko (0 o0 G0 B0 B
Ko (¢, G Gor G0 Bo) Ko{ts Gor Gor G0 Bo)r Kp (0, Gor Gov Gor fo))-





(12а)
В соотношениях (12, б, в, г) аргументы [image: image1499.png]%o, Gos Tos Bo



 в функциях Ki
для краткости опустим:
[image: image1500.png]. K=
Kot 1)=9" (K, (1), Kgt6), Kait), Kg ()



 (12б) [image: image1501.png]


 (12в)
[image: image1502.png]Kp ©=fo;
Kp ¢+ 1= (Ko (1) Ky () Kalt), Kg)-



 (12г)
Соотношения (12) формально выражают то очевидное обстоятель​ство, что координаты вектора К (t +1) однозначно определяются коор​динатами вектора К (t ). Эти соотношения представляют собой схему примитивной рекурсии, определяющую четыре функции [image: image1503.png]Ko, Kg, K4, Kp



 (рекурсия ведется по переменной t) с помощью функций [image: image1504.png]


 примитивная рекурсивность которых уже доказана. Следовательно, функции Ki также примитивно-рекурсивны.
Остался последний шаг доказательства: рекурсивное описание ре​зультата работы машины Тьюринга. Ограничимся для простоты пра​вильно вычисляющими машинами (которые начинают с конфигураций вида q1a0β0  и останавливаются в конфигурациях вида qzazβz). Для таких машин Кα (0) = 0, Kq (0) = 1, исходное слово на ленте коди​руется числом[image: image1505.png]mfy + ay,



 заключительное слово — числом [image: image1506.png]mf,+ a,.



 Поэтому   результат   работы   машины — это   функция [image: image1507.png]F(mby + a,) =




[image: image1508.png]= mp, + o,



 Заключительное слово — это слово, написанное на ленте в тот момент tz, когда машина впервые перешла в заключительное со​стояние qz, т. е. в момент tz= μt (Kq (t)= z). Поэтому[image: image1509.png]K (t.),



 [image: image1510.png]


 и [image: image1511.png]F o+ G0 = mKp (£, 0, 1, 3. Bo) + Ka (s 0, 1, 70, Bo).




Если придать f стандартный вид f (х), учитывая при этом, что [image: image1512.png]



[image: image1513.png]= {x/m], ay == r (m, %},



 и выписать все аргументы функций К, получим:
[image: image1514.png]Fy=mKg @t (Kg t, 0, L, 7 (m, £, [/mD=2),
0, 4, 7 (m, ), fimD+ Kyt (Kp & 0, 1, 7 (m, %), fx/m]y=2),
0, 1, r(m, ) {x/m])



 (13)
(т, z — константы, зависящие от конкретной машины), откуда непо​средственно видно, что функция f, описывающая результат работы ма-шчны Тьюринга, построена из примитивно-рекурсивных функций с по​мощью оператора μ и, следовательно, является частично-рекурсивной, Из теорем 2, 3 и соотношэния (13) следует теорема Клини о нормальной форме — теорема 4.
Теорема 4. Любая частично-рекурсивная функция / (х) представима в виде
[image: image1515.png]F)=Fuy[G (x, #)=0]),




где F и G — примитивно-рекурсивные функции. 
Таким образом, класс частично-рекурсивных функций оказался эквивалентным классу функций, вычисляемых машинами Тьюринга. Эквивалентность этих классов, в основе пoстрoения которых лежали совершенно различные подходы, косвенным образом подтверждает справедливость тезисов Черча и Тьюринга и позволяет объединить их в один тезис Черча—Тьюринга. Кроме того, она дает возмож​ность формулировать основные результаты теории алгорит​мов в более общем виде. 
6.4. Класс частично-рекурсивных функций

В этом разделе мы изучим алгебраический подход к определению класса вычислимых функций. Каждая вычислимая функция будет получаться из некоторых простейших очевидно вычислимых базисных функций с помощью некоторых операций, вычислимость которых также не вызывает сомнения. Операция, которая дала название этому подходу - рекурсия - это способ задания функции путем определения каждого ее значения в терминах ранее определенных ее значений и других уже определенных функций.

Определение рекурсивных функций

Мы будем рассматривать частичные арифметические функции                     fn(x1, ..., xn): Nn → N. Здесь верхний индекс n у имени функции f обозначает число ее аргументов ("арность"). Если арность ясна из контекста или несущественна, то этот индекс будем опускать. Определим вначале три оператора, позволяющих по одним функциям получать другие.

Определение 1. Суперпозиция. Пусть Fm и f1n,..., fmn - арифметические функции. Скажем, что функция Gn получена из Fm , f1n, ..., fmn с помощью оператора суперпозиции (обозначение: Gn=[Fm;f1n, ..., fmn] ), если для всех наборов аргументов (x1,...,xn) 

[image: image1516.png]



При этом для каждого набора аргументов (a1, ..., an) функция [image: image1517.png]G"(ay,...,a,) < oo



(т.е. определена), если определены все значения f1n (a1, ..., an)=b1,..., fmn (a1, ..., an)=bm и [image: image1518.png]F"(by,...,by) < oo



.

Определение 2. Примитивная рекурсия. Скажем, что функция Fn+1(x1,... ,xn,y) получена с помощью оператора рекурсии из функций gn(x1,..., xn) и hn+2(x1, ..., xn, y, z), если она может быть задана схемой примитивной рекурсии
[image: image1519.png]Fri(ay, . @0, 0) = g" (21,0, @00)
F* ey, gy +1) = B2y, .z y, (@





В этом случае будем писать Fn+1 = R(gn,hn+2).

При этом [image: image1520.png]Flay,...,a,,0) <oo < ¢"(a,...,a,) < oo



и для каждого b
[image: image1521.png]Fl(ay,...,a,,b+1) <00 <= F(ay,...,a,,b) =c < o0




и 
[image: image1522.png]h"*=(ay,..




.

В случае, когда n=0, т.е. F зависит от одного аргумента y, а аргументов x1,...,xn нет, схема примитивной рекурсии принимает вид

[image: image1523.png]



где [image: image1524.png]a e N



.

Заметим, что если исходные функции в операторах суперпозиции и примитивной рекурсии всюду определены, то и результирующие функции также всюду определены. Следующий оператор позволяет задавать не всюду определенные, т.е. частичные, функции.

Определение 3. Минимизация. Скажем, что функция Fn(x1,... ,xn) получена с помощью оператора минимизации( [image: image1525.png]


-оператора) из функции gn+1(x1,..., xn,y), если Fn(x1,...,xn) определена и равна y тогда и только тогда, когда все значения gn+1(x1,..., xn,0),...,gn+1(x1,..., xn,y-1) определены и не равны 0, а gn+1(x1,..., xn,y)=0. В этом случае будем писать

[image: image1526.png]F'(zy,... Gl
1 = nylg"( T,.y) =0].





Определение 4. Простейшие функции. Функция называется простейшей, если она является одной из следующих функций:

· o1(x)=0 - тождественный нуль;

· s1(x)= x+1 - следующее число (плюс один);

· функции выбора аргумента Imn (x1, ... ,xn)=xm (1 <= m <= n).

Заметим, что все простейшие функции вычислимы в интуитивном смысле. Кроме того, операторы суперпозиции, примитивной рекурсии и минимизации таже вычислимы: понятны алгоритмы, по которым из программ для исходных функций можно получить программы для результирующих. Следующее определение вводит интересующий нас класс частично рекурсивных функций и его важные подклассы.

Определение 5. Частично-рекурсивные функции. Функция f называется частично-рекурсивной функцией (ч.р.ф.), если она является одной из простейших функций или может получиться из них с помощью конечного числа применений операторов суперпозиции, примитивной рекурсии и минимизации, т.е. существует последовательность функций f1,f2,..., fn=f, каждая из которых является либо простейшей, либо получена из предыдуших с помощью одного из указанных операторов. Указанная последовательность функций называется частично-рекурсивным описанием функции f.

Функция f называется общерекурсивной функцией (о.р.ф.), если она частично-рекурсивна и всюду определена.

Функция f называется примитивно рекурсивной функцией (п.р.ф.), если она частично рекурсивна и для нее существует частично рекурсивное описание, использующее лишь операторы суперпозиции и примитивной рекурсии. В таком случае оно называется примитивно рекурсивным описанием функции f.

Нетрудно проверить, что каждая примитивно рекурсивная функция всюду определена, т.е. является общерекурсивной (обратное, вообще говоря, неверно).

Примеры

Приведем некоторые примеры частично рекурсивных функций.

Пример 1. Постоянные функции.

Пусть fn(x1,...,xn)=k для всех наборов аргументов (x1,...,xn) и числа [image: image1527.png]


. Тогда

[image: image1528.png]



Пример 2. Сложение: +2(x,y)=x+y.

Функция сложения определяется следующей примитивной рекурсией.

[image: image1529.png]{z+0:z:1,‘(z)
s+ y+)=(@+y)+1=[s"(@+y)]=[s" B(z,y.z+7v)]




Следовательно, +2 =R(I11,[s1;I33]).

Пример 3. Умножение: x2(x,y)=x x y.

Используя сложение, умножение можно задать следующей примитивной рекурсией:

[image: image1530.png]rx0=0=o0'(z)
ex(y+1)=(@xy)+z=DLxyzxy) +(zyzxy)





Следовательно, x2 =R(o1,[+;I33,I13]).

Пример 4. Минус 1: [image: image1531.png]


.

Нетрудно проверить, что [image: image1532.png]= R(0, 1)



.

Пример 5. Вычитание : [image: image1533.png]


, если x >= y и [image: image1534.png]—y =0




, если x < y.

Вычитание определяется следующей примитивно рекурсивной схемой:

[image: image1535.png]{1‘40 =z =1I(z)
z=(y+1) = (z=y)=1 = [<1% B(z, v, 2=y)]




Следовательно, [image: image1536.png]


.

Пример 6. Предикаты равенства и неравенства нулю:

[image: image1537.png]



Примитивная рекурсивность этих функций следует из равенств [image: image1538.png]


и [image: image1539.png]


.

Пример 7. Модуль разности: [image: image1540.png]—yl = (z—y) + (y—2x)



.

Пример 8. rm(x,y)= остаток от деления y на x (при x=0 положим rm(0,y)=y ).

Заметим, что

[image: image1541.png]0, ecmn rm(z,y) +1=x

miz,y+1) = m(z,y) + 1, ecmrm(z,y)+1#x




Тогда функцию rm(x,y) можно задать примитивно рекурсивной схемой

[image: image1542.png]rm(x,0) =0,
{ rm(z,y+ 1) = (rm(z,y) + )sg(|z — (rm(z,y) +1)|)




Правую часть второго равенства легко представить как функцию g(x,y,rm(x,y)), полученную с помощью суперпозиции уже построенных примитивно рекурсивных функций.

Пример 9. Нигде не определенная функция [image: image1543.png]


.

Эта функция может быть задана, например, соотношением [image: image1544.png]


.

Отметим, что все функции в примерах 1 - 8 являются примитивно рекурсивными.

6.5. Программная вычислимость рекурсивных функций

В этом параграфе рассмотрим соотношение между программно вычислимыми и частично рекурсивными функциями. Справедлива следующая

Теорема 1. Каждая частично рекурсивная функция программно вычислима.

Доказательство индукцией по определению ч.р.ф.

Индукционный шаг: покажем программную вычислимость операторов суперпозиции, примитивной рекурсии и минимизации.

Суперпозиция. Пусть Fm и f1n,..., fmn - арифметические функции, вычислимые программами [image: image1545.png]


так, что [image: image1546.png]Opp i@y, ...,

F'xy, ..., xp)



, и [image: image1547.png]


при i=1,...,n. Пусть переменные y1, ..., ym, z1,..., zn не используются в программах [image: image1548.png]


. Кроме того, пусть все вспомогательные переменные этих программ - это w1, ... , wr. Рассмотрим следующую программу P:

[image: image1549.png]



В качестве входных переменных зафиксируем x1, ..., xn, а выходной - x1. Пусть в исходном состоянии x1=a1, ..., xn = an. Тогда в первой строке эти значения сохраняются в переменных z1, ..., zn, которые своих значений далее не меняют. Поэтому для каждого i=1,...,m-1 после выполнения фрагмента

[image: image1550.png]



значением переменной yi является fin(a1,..., an), x1=a1, ..., xn = an, а значения всех вспомогательных переменных равны 0. Тогда после выполнения

[image: image1551.png]I ym




значением каждого xi также является fin(a1,..., an), а после выполнения [image: image1552.png]


значение x1 равно [image: image1553.png]folay, ... a,))



. Таким образом, [image: image1554.png]


.

Примитивная рекурсия. Рассмотрим для простоты случай n=1. Пусть функция F2(x1,y) получена с помощью оператора примитивной рекурсии из функций g1(x1) и h3(x1, y, z), т.е. F2 =R(g1,h3). Предположим, что существуют программы [image: image1555.png]11



и [image: image1556.png]


, вычисляющие функции g1 и h3 так, что [image: image1557.png]Oppy,xy (1) = g'(2y)



и [image: image1558.png]Drip (21, Y, 2) = b (2



. Пусть вспомогательные переменные [image: image1559.png]


- это z1,..., zm и они не встречаются в [image: image1560.png]11



, а переменные u1, y1 и v не используются в программах [image: image1561.png]11



и [image: image1562.png]


. Рассмотрим программу P: [image: image1563.png]


пока v < y1 делай z:=x1; x1:=u1; y:=v; [image: image1564.png]


все В качестве входных переменных P возьмем x1 и y, а выходной - x1.

Рассмотрим работу P на исходном состоянии [image: image1565.png]


в котором [image: image1566.png]


. При b=0 цикл не выполняется и в результирующем состоянии [image: image1567.png]oy = Plo)



имеем [image: image1568.png]o(x) = (o) (x)) = g'(a) = F*(a,0)



. При              b > 0 цикл будет выполняться b раз, так как в его теле v всякий раз увеличивается на 1, а значение y1=b и не меняется. Перед первым выполнением [image: image1569.png]


все ее рабочие переменные zi равны 0, x1=a, y=0, z=F2(a, 0), а после ее выполнения x1=h3(a,0,F(a,0))=F(a,1). Предположим теперь по индукции, что перед (i+1) -ым выполнением [image: image1570.png]


все ее рабочие переменные zi равны 0, x1=a, y=i и z=F2(a, i). После этого выполнения x1=h3(a,i,z)=h3(a,i,F(a,i))=F(a,i+1). Тогда присваивания z1:=0; ... ; zm:=0; v:= v+1 после [image: image1571.png]


и z:=x1; x1:=u1; y:=v; перед ее следующим выполнением установят значения переменных [image: image1572.png]


так, что все ее рабочие переменные zi равны 0, x1=a, y=i+1 и z=F2(a, i+1). Следовательно, после b -го выполнения тела цикла                                     x1=h3(a,b-1,F(a,b-1))=F(a,b).

Минимизация. Предположим, что функция Fn(x1,... ,xn) получена с помощью оператора минимизации ( mu -оператора) из функции gn+1(x1,..., xn,y), т.е.

[image: image1573.png]



Пусть программа [image: image1574.png]11



вычисляет gn+1, так что [image: image1575.png]


, и пусть рабочие переменные [image: image1576.png]11



- это z1,..., zm. Зафиксируем переменные x1',... , xn', y';, u, z, не входяшие в [image: image1577.png]Vary,



. Рассмотрим следующую программу [image: image1578.png]



[image: image1579.png]T u+ Ly
HoKa 2z < u JeJai

Tn

iy =y Iy w o= a2 =

)

ecam u = z 10 1 =y mHade y =y + | KoHern

BCEe




Рассмотрим работу [image: image1580.png]


на входных значених xi = ai (i=1,...,n). В первой строке они сохраняются в переменных x'i, которые нигде в [image: image1581.png]


не изменяются, z получает значение 0, которое тоже не меняется по ходу вычисления, а u вначале получает значение 1. Поэтому условие цикла после первой строки истинно и он хотя бы один раз выполняется. Докажем, что для каждого i >= 1, (i+1) -ая итерация цикла выполняется тогда и только тогда, когда g(a1, ..., an,0)=b1 >0, ..., g(a1, ..., an, i-1)=bi-1 > 0, [image: image1582.png]


останавливается после (i+1) -ой итерации цикла с результатом x1=i тогда и только тогда, когда g(a1, ..., an,i)=0. При этом перед выполнением [image: image1583.png]11



входные переменные x1,...,xn,y имеют значения a1,...,an, i, соответственно, y'= i, а все рабочие переменные zj (j=1,..., m) равны 0.

Действительно, предположив это условие, получим, что после очередного выполнения фрагмента

[image: image1584.png]Iy





значение u = x1 = g(a1,...,an,i), а рабочие переменные восстанавливают нулевые значения. Если g(a1,...,an,i)=0, то u=z и в условном операторе x1 получает значение y'=i. После этого условие цикла нарушено и [image: image1585.png]


завершает работу с выходным значением x1=i =F(a1,..., an). Если же g(a1,...,an,i)> 0, то u>z и в условном операторе y' увеличивает значение до (i+1). Тогда условие цикла выполнено и перед (i+2) -ым выполнением [image: image1586.png]11



ее входные переменные x1,...,xn,y имеют значения a1,...,an, i+1, соответственно, y'= i+1, а все рабочие переменные равны 0.

Из доказанного утверждения непосредственно следует, что

[image: image1587.png]Prig(ar, ... a,) = pylglar, ... a,y) =0].





Имеет место и утверждение, обратное теореме 1, которое мы приводим здесь без доказательства.

Теорема 2. Каждая программно вычислимая функция является частично рекурсивной.

6.6. Леммы о рекурсивных функциях

В этом параграфе мы установим примитивную (частичную) рекурсивность некоторых важных классов функций - таблиц и нумераций, и расширим возможности определения функций с помощью суммирования, произведения, разбора случаев и взаимной рекурсии.

Лемма 1. Рекурсивность табличных функций. Пусть всюду определенная функция f(x) на всех аргументах, кроме конечного числа, равна некоторой константе c (такую функцию назовем табличной). Тогда она является примитивно рекурсивной.

Доказательство Пусть для функции f из условия леммы [image: image1588.png]ny = mazx{z|f(z) #



. Доказательство проведем индукцией по nf.

При nf=0 функция f является постоянной и поэтому примитивно рекурсивной (пример 1).

Предположим что все табличные функции g со значением ng <= k примитивно рекурсивны и пусть nf = k +1 и f(0)=a. Определим табличную функцию f'(x) = f(x+1). Ясно, что nf' = k, и по предположению индукции f' примитивно рекурсивна. Легко проверить, что тогда f задается следующей схемой:

[image: image1589.png]



и, следовательно, также примитивно рекурсивна.

Покажем замкнутость класса ч.р.ф. (п.р.ф.) относительно операций суммирования и произведения.

Лемма 2. Суммирование и произведение. Пусть функция f(x1,.., xn, y) является частично (примитивно) рекурсивной. Тогда и функции Fn+1 и Gn+1, заданные следующими равенствами

[image: image1590.png]



[image: image1591.png]



является частично (примитивно) рекурсивными.

Доказательство Действительно, эти функции задаются следующими примитивно рекурсивными схемами:

[image: image1592.png]{

F(xy,...

F(xy,..

s 2, 0) = f(z1,
Ty +1)=F(z;...




[image: image1593.png]{

G(xy,..




Приведем примеры использования леммы 2.

Пример 10. max_deg_div(x,y) = максимальная степень x, на которую нацело делится y.

Пусть exp(x,y) - экспоненциальная функция: exp(x,y) = xy. Ее примитивную рекурсивность легко установить, используя функцию умножения (см. задачу.1 (а) ). Тогда нетрудно проверить, что искомая функция задается соотношением

[image: image1594.png]Y
maz_deg_div(z,y) th rm(exp(x,i),y))—1
i=0




и, следовательно, является примитивно рекурсивной.

Пример 11. Ограниченная минимизация. Пусть примитивно рекурсивная функция g(x,y) такова, что для каждого x найдется y <= x, для которого g(x,y) =0. Положим F(x) = mu y [g(x,y) = 0].

Тогда, по определению, F(x) является частично рекурсивной функцией. Покажем, что, на самом деле, она примитивно рекурсивна. Действительно, определим [image: image1595.png]


. По лемме 2 эта функция примитивно рекурсивна. Пусть для данного x [image: image1596.png]Yo = pylg(z,y) =0]



. Тогда при i < y0 имеем h(x,i) = 1, а при i >= y0 h(x,i) =0. Поэтому искомая функция F задается равенством [image: image1597.png]


и также является примитивно рекурсивной.

Лемма 3. Кусочное задание или разбор случаев. Пусть h1(x1,...,xn), ..., hk(x1,...,xn) - произвольные ч.р.ф., а всюду определенные ч.р.ф. f1(x1,...,xn), ..., fk(x1,...,xn) таковы, что на любом наборе аргументов                (a1, ..., an) одна и только одна из этих функций равна 0. Тогда функция g(x1,..., xn), определенная соотношениями:

[image: image1598.png]- xy), ecm fi(zy,

L), ecn fz(xl,

Lo @y), ecan fi(zy





является частично рекурсивной.

Доказательство Действительно, gn можно представить как сумму k произведений:

[image: image1599.png]9(@1, - @) = (@, 2n)Sg([i(@n, )+

+ hp(xy, .o 2)5g(frlay, .. xy)).




Следующий класс функций, который нас будет интересовать, - это функции для однозначной нумерации пар и n-ок целых чисел и обратные им. Определим для любой пары чисел (x,y) ее номер c2(x,y)=2x(2y+1) - 1. Например, c2(0,0)=0, c2(1,0)=1, c2(0,1)=2, c2(1,1)=5, c2(2,1)= 19. Из единственности разложения чисел на простые множители следует, что функция c2: N2 → N взаимно однозначно нумерует пары целых чисел. Нетрудно понять, что если c2(x,y) = z, то двоичная запись числа (z+1) имеет следующий вид: (двоичная                 запись  y ) 10x. Из такого представления можно однозначно извлечь значение x и значение y. Эти значения определяются следующими обратными функциями:

[image: image1600.png]21(2) = Marcumaavhas cmenenv 2, na Komopyro deaumca z+

29(2) = [(Marcumarvroe nevemnoe wucao, na xomopoe deaumea z-+

1)-1]/2.




Из этих определений непосредственно следует, что для любого z выполнено равенство c2(c21(z), c22(z))=z.

Определим теперь по индукции функции cn нумерации n-ок чисел при n > 2 и обратные им координатные функции cni (1 <= i <= n):

[image: image1601.png]a1, @2, &3, ., &n) = cua(Ca(1, T2), 23,0, ),
en(2) = ealcm-n(2)),
cn2(2) = exn(cm-1m(2)),

Cn(i+2)(2) = Clu-1)(i11)(2)





Из этих определений также непосредственно следует, что для любого z имеет место равенство cn(cn1(z), cn2 (z),..., cnn (z))=z. (Проверьте это свойство индукцией по n.)

Лемма 4. Рекурсивность нумерационных функций. Для любых n >= 2 и 1 <= i <= n все определенные выше функции cn и cni являются примитивно рекурсивными.

Доказательство Примитивная рекурсивность c2(x,y) устанавливается непосредственно. Функция c21(z) задается равенством c21(z)= max_deg_div(2,z+1) и является примитивно рекурсивной (это показано в примере 8.10). Для функции c22(z) справедливо определение c22(z) = div(2, div(2 c21(z)}, z+1) - 1) (здесь мы используем примитивную рекурсивность функции целочисленного деления div(x,y). Примитивная рекурсивность остальных нумерационных функций следует по индукции из их определений.

В следующей лемме обобщается оператор примитивной рекурсии.

Лемма 5. (совместная рекурсия) Пpедположим, что фyнкции [image: image1602.png]


и фyнкции [image: image1603.png]


пpимитивно pекypсивны. Тогда фyнкции f1n+1(x1, ..., xn, y), ..., fkn+1(x1, ..., xn, y), опpеделяемые следyющей совместной pекypсией

[image: image1604.png]{f{(ru---yzmﬂ) =iz, m) (1<i<E)
filwy, ..z y+1) = Bilwn, g, fil@ny, T )y i@, T Y)




(1 <= i <= k) также являются пpимитивно pекypсивными.

Доказательство Обозначим чеpез [image: image1605.png]


набоp пеpеменных x1,...,xn. Опpеделим следyющие пpимитивно pекypсивные фyнкции: [image: image1606.png]9(T) = cpla(T), ..., (@), BTy, 2) =BTy, cr(2), ..., c(2)



, [image: image1607.png]


, и положим

[image: image1608.png]i, U)= ( ) f
FU T,y +1) = al BTy, F@y), - BTy, F(T.9)))




Фyнкция Fn+1 полyчена пpимитивной pекypсией из пpимитивно pекypсивных фyнкций и, следовательно, сама пpимитивно pекypсивна. Спpаведливость леммы тепеpь следyет из того, что для всякого [image: image1609.png]i € [1,k] fi(ZT,y) = cri( F"N(T,y))



.

Следующие функции являются частично (примитивно) рекурсивными.

· exp(x,y) = xy ;

· fact(x) = x ,!;

· min(x,y)= наименьшее из x и y ;

· max(x,y)= наибольшее из x и y ;

· div(x,y)= частное от деления y на x (пусть div(0,y)=y ).

· предикаты равенства и неравенства:

[image: image1610.png]ca(z,y) = 1, ecma =y zi(z) = 0, ecmnz =y
TEYI= 00, ecma £y AT =1, ez £y




· [image: image1611.png]flz)=2%



.

Если f(x1,...,xn) является ч.р.ф. (п.р.ф.), то и функция g(x1,...,xn)=f(x{i1},...,xin) является ч.р.ф. (п.р.ф.) для любой перестановки (i1, ..., in) чисел 1,2,...,n.

Оператор сдвига. Пусть g(x1,..., xn) - частично (примитивно) рекурсивная функция, a и b >0 - числа из N. Тогда и функция
[image: image1612.png]ecmn x, < b
—b), ecmx, >b





является частично (примитивно) рекурсивной.

Следующие функции являются частично ( примитивно) рекурсивными.

· [image: image1613.png]


- корень n -ой степени из x (целая часть).

· [image: image1614.png]


(пусть при [image: image1615.png]


или x= 0 log(i,x) =0 ).

· p(x)=1, если x - простое число, и p(x)=0, если x составное.

· pn(k) - k -ое простое число в порядке возрастания (pn(0)=0, pn(1)=2, pn(2)=3, pn(3)=5...).

· t(x) = число pазличных делителей числа x (t(0)=0).

· d(n,m,i) - i -ый знак в m -ичном разложении числа n, т.е. если [image: image1616.png]o oot
n=>, am



, где 0 <= ai <= m-1, то d(n,m,i)=ai.

· nod(x, y)= наибольший общий делитель чисел x и y (пусть nod(0,y)=nod(x,0) =0 ).

Пусть F(x) задана соотношениями F(0)=1, F(1)=1, F(x+2)= F(x)+F(x+1) ( элементы последовательности F(x) называются числами Фибоначчи). Можно показать, что функция F(x) примитивно рекурсивна.

(Указание: следует показать сначала, что функция                    g(x)= 2F(x) 3F(x+1) примитивно рекурсивна.)

Если значения общерекурсивной функции f(x) изменить на конечном множестве, то получившаяся функция f'(x) также будет общерекурсивной.

Из функции o(x)=0 и из функций выбора Imn(x1,...,xn)=xm с помощью суперпозиции и примитивной рекурсии нельзя получить функцию s(x)=x+1 и функцию d(x) =2*x.

Пусть g(x1,...,xn,y) - примитивно рекурсивна. Можно доказать, что функция
[image: image1617.png]y+i), npuy <z
npuy >z

) { E;Og(zl. .

f@i ey y,2) =




примитивно рекурсивна.

Если функции f(x1,...,xn,y), g(x1,...,xn,y) и h(x1,..., xn,y) частично рекурсивны, то и функция
[image: image1618.png]F(ay, . wn) = mindy| f(xy, . @n,y) = 0w
g(xy, sz, y) > h(xy, . 2,.y)}




является частично рекурсивной.

Определенные выше функция нумерации n -ок cn(x1, ... , xn) и обратные ей функции выбора i -го элемента набора cni(z) (1 <= i <= n) являются примитивно рекурсивными.

Предположим, что все пары (x,y) натуральных чисел упорядочены по возрастанию суммы (x+y), а внутри группы пар с одинаковой суммой - по возрастанию x -координаты. Этот порядок выглядит так: (0,0), (0,1), (1,0),(0,2),(1,1), (2,0),... , (0,x+y), (1, x+y-1), ... , (x,y), ... , (x+y, 0), ... . Пусть d(x,y) - это номер пары (x,y) в этом порядке (будем считать, что пара (0,0) имеет номер 0). Тогда функция d2 однозначно нумерует все пары.

· Докажите, что [image: image1619.png]d(z,y) = (r+;/)(4+y+1) +r—1



.

· Найдите обратные функции d1(z) и d2(z) такие, что d1(d(x,y))=x, d2(d(x,y))= y и, следовательно, d(d1(z), d2(z))=z

7. Вычислимость и разрешимость
После того как понятие алгоритма получило точное определение, вопрос об алгоритмичес​кой разрешимости того или иного класса задач ставится совершенно определенно: существует ли какая-либо стандартная форма алго​ритма, решающая данный класс задач? В ряде случаев на этот вопрос теория алгоритмов дает отрицательный ответ.
В специальных разделах математики строго доказана неразре​шимость ряда задач, например невозможность решения в радика​лах алгебраических уравнений выше четвертой степени, невозмож​ность трисекции угла с помощью циркуля и линейки и т. п. Отли​чительная особенность теории алгоритмов состоит в том, что она испытывает на разрешимость наиболее общие проблемы.
Пробным камнем теории алгоритмов явилась проблема распоз​навания выводимости: для любых двух формул R и S в логическом исчислении узнать, существует ли дедуктивная цепочка, ведущая от R к S, или же такой цепочки не существует. Оказалось, что эта проблема алгоритмически неразрешима. Отрицательный ответ по​лучен и для проблемы распознавания эквивалентности слов в лю​бом ассоциативном исчислении. Были построены конкретные при​меры ассоциативных исчислений, в которых не существует ал​горитма, позволяющего для любой пары слов установить, экви​валентны они или нет. 
Алгоритмическую неразрешимость следует понимать в том смыс​ле, что не существует единого алгоритма для решения проблемы в целом. Но это вовсе не означает неразрешимость более узких классов задач данной проблемы. Так, несмотря на алгоритми​ческую неразрешимость проблемы распознавания выводимости, по существу вся математика представляет собой дедуктивную науку, в которой в качестве основного метода доказательства используется выводимость теорем из некоторой совокупности аксиом.
Не следует смешивать алгоритмическую неразрешимость какой-либо проблемы с положением, в котором находятся еще нерешен​ные проблемы. Если для нерешенных проблем остается хоть какая-нибудь надежда найти разрешающий алгоритм, то алгоритми​ческая неразрешимость раз и навсегда ставит точку над всякими попытками поиска такого алгоритма, поскольку бессмысленно искать то, чего не существует.
С точки зрения инженерной практики проблема алгоритмичес​кой разрешимости выглядит совсем иначе, чем с позиций самой математики. В силу конечности реального времени, отводимого на решение задачи, и ограниченных возможностей средств вычисли​тельной техники (производительность и память) даже простые алгоритмы могут оказаться практически нереализуемыми, если они требуют выполнения слишком большого числа операций. Типич​ными примерами являются задачи выбора оптимальных вариантов при проектировании, игровые задачи и алгоритмы, основанные на простом переборе и т. п. В то же время алгоритмическая нераз​решимость проблемы в целом не является препятствием для ре​шения частных задач, относящихся к этой проблеме. Так, среди алгебраических уравнений выше четвертой степени могут оказаться такие, которые решаются не только в радикалах, но и в целых числах. Более того, можно определить корни уравнения с доста​точной для практики степенью приближения, вовсе отказавшись oт стремления найти решение и радикалах.
Аналогичный подход выработала практика и к задачам, которые относятся к нерешенным проблемам. Например, до сих пор не найден общий алгоритм раскраски граней любого плоского графа не больше чем четырьмя различными цветами так, чтобы никакие соседние грани не были окрашены одинаковым цветом (в 1976 г. появилось сообщение о решении этой проблемы с помощью вы​числительных машин, которое еще подлежит проверке). В то же время в реальных условиях еще не встречалось случаев, когда такая раскраска оказалась бы невозможной (эта задача возникает, например, при изготовлении географических карт). Можно пред​ложить много различных способов, облегчающих решение конкрет​ных задач этого типа. Однако ни один из них нельзя назвать алгоритмом, если он не гарантирует раскраску любого графа. В отличие от алгоритмов, практические способы, используемые для решения таких задач, относящихся к нерешенным проблемам, называют псевдоалгоритмами.
Мы знаем, что всякий алгоритм, описанный в терминах частично- рекурсивных функций, можно реализовать машиной Тью​ринга, и наоборот. Отсюда следует, что любые утверждения о существовании или несуществовании алгоритмов, сделан​ные в одной из этих теорий, верны и в другой. В сочетании с тезисом Черча—Тьюринга это означает, что такие утвер​ждения можно формулировать для алгоритмов вообще, не фиксируя конкретную модель и используя результаты обеих теорий. Таким образом, возможно изложение теории алгоритмов, инвариантное по отношению к способу форма​лизации понятия «алгоритм» — при любой формализации основные свойства алгоритмов остаются теми же самыми (Это верно, когда речь идет о существовании или несуществовании алгоритмов. Характеристики качества алгоритмов (их сложности в том или ином смысле), вообще говоря, неинвариантны по отношению к вы​бранной формализации.). Основные понятия такой инвариантной теории (будем назы​вать ее общей теорией алгоритмов) — это алгоритм (рекур​сивное описание функции, система команд машины Тью​ринга ели описание в какой-либо другой модели; считается, что выбрана какая-то модель, но какая именно — неважно) и вычислимая функция. Функция называется вычислимой, если существует вычисляющий ее алгоритм. При этом несущественно, числовая функция это или нет. Термин «общерекурсивная функция», употребленный в инвариант​ном смысле, является синонимом термина «всюду определен​ная вычислимая функция».
Эквивалентность утверждений «функция f вычислима» и «существует алгоритм, вычисляющий функцию f» иногда приводит к смешению понятий алгоритма и вычислимой функции; в частности, говоря о рекурсивной функции, часто имеют в виду ее конкретное рекурсивное описание.

В действительности же различие между вычислимой функ​цией и алгоритмом — это различие между функцией и способом ее задания. Без соблюдения этих различий невоз​можна корректная интерпретация некоторых важных резуль​татов теории алгоритмов. В то же время традиция изложе​ния теории алгоритмов позволяет не различать понятия алгоритма и функции в тех случаях, когда это не приводит к путанице.
В этом параграфе резюмируются уже полученные и фор​мулируются некоторые новые понятия и результаты теории алгоритмов именно в их инвариантном виде. Они верны для любой формализации понятия «алгоритм», что не мешает использовать в каждом конкретном рассуждении конкрет​ную алгоритмическую модель, наиболее подходящую для данного случая.
Отступление. Для читателя этой книги, который в конечном счете интересуется прикладной стороной излагаемых здесь теорий, важно отметить следующее. Ввиду инвариантности основных резуль​татов общей теории алгоритмов прикладное значение ее результатов никак не связано с тем, насколько близки к практике используемые в ней теоретические модели алгоритмов. Машины Тьюринга весьма далеки от современных ЭВМ, а рекурсивные функции — от языков программирования прежде всего из-за предельной скромности исполь​зуемых средств. Однако именно скромность средств, во-первых, делает эти модели чрезвычайно удобным языком доказательств, а во-вторых, позволяет понять, без чего обойтись нельзя, а без чего можно и какой ценой, т. е. отличать удобства от принципиальных возможностей. Иначе говоря, прикладное значение рассматриваемых здесь моделей заключается в том, что с их помощью удобно строить теорию, верную для любых алгоритмических моделей, и том числе и для сколь угодно близких к практике
7.1. Нумерации алгоритмов.
 Множество всех алгоритмов счетно. Этот факт уже отмечался ранее, однако он ясен и без обращения к конкретным алгоритмическим моделям: ведь любой алгоритм можно задать конечным описанием (например, в алфавите знаков, используемых при наборе математических книг), а множество всех конечных слов в фиксированном алфавите счетно. Счетность множества алгоритмов означает наличие взаимно-однозначного соот​ветствия между алгоритмами и числами натурального ряда, т. е. функции типа[image: image1620.png]o Al* = N,



 взаимно-однозначно отображающей слова в алфавите Аl, выбранном для описания алгоритмов, в числа натурального ряда. Такая функция называется нумерацией алгоритмов, а ее значение φ (А)— номером алгоритма А при нумерации φ . Из взаимной однозначности отображения φ  следует существование обратной функции φ -1 (п) = Ап, восстанавливающей по номеру п описание алгоритма Ап, имеющего этот номер. Функцию φ -1  можно назвать перечислением множества алгоритмов. Фактически мы уже построили одну нумерацию: алфавит Аl и способ представления алгоритмов в этом алфавите выбраны при построении универсальной машины U, а функция φ определяется методом числового кодирования конфигураций, использованным при доказательстве тео​ремы 3. Правда, при таком определении φ функция φ -1  некоторые натуральные числа декодирует в слова, не являю​щиеся записью никакого алгоритма. Эти числа можно счи​тать номерами нигде не определенных алгоритмов, а соот​ветствующую универсальную машину определить так, чтобы на этих словах она зацикливалась.
Приведенный пример показывает, что существуют вычис​лимые нумерации. Очевидно, что различных нумераций много; мы не будем заниматься их особенностями, а догово​римся, что зафиксирована какая-то одна вычислимая нуме​рация. Основной интерес для приложений теории алгорит​мов представляют инвариантные свойства номеров алгорит​мов, не зависящие от особенностей выбранной нумерации.
Нумерация всех алгоритмов является одновременно и нумерацией всех вычислимых функций в следующем смысле: номер функции f — это номер некоторого алгоритма, вычис​ляющего f. В любой нумерации всякая функция будет иметь бесконечное множество различных номеров. Это ясно из того, что к любой машине Тьюринга можно добавить любое количество недостижимых состояний (т. е. состояний, не встречающихся в правых частях команд); все полученные машины имеют различные номера, но вычисляют одну и ту же функцию. Говоря о нумерации, будем считать, что она выбрана так, что А0 и вычисляемая им функция f0 нигде не определены.
Существование нумераций позволяет работать с алгорит​мами как с числами. Это особенно удобно при исследовании алгоритмов над алгоритмами. Такие алгоритмы уже рас​сматривались при построении универсальной машины Тью​ринга и в связи с проблемой остановки. Полученные резуль​таты теперь можно сформулировать в инвариантном виде.
Теорема 5. Существует универсальный алгоритм U (х, у), такой, что для любого алгоритма А с номером φ (А) U (φ (А), у) = А (у); в других обозначениях U (х, у) = Ах (у).

Для конкретной нумерации φ эта теорема доказана  ранее построением универсальной машины Тьюринга. По любой другой вычислимой нумерации φ можно выбрать один из двух путей: а) построить новый универсальный алгоритм, работающий непосредственно с номерами, поро​ждаемыми φ ; б) построить алгоритм перевода (взаимно​однозначного отображения) φ  в φ*. 
По существу, вычислимая нумерация служит языком программирования для универсального алгоритма. Путь «а» — это построение новой машины для каждого нового языка, путь «б» — построение нового транслятора для прежней машины.
Теорема 6. Не существует алгоритма, который по номеру х любого алгоритма и исходным данным у определял бы, остановится алгоритм при этих данных или нет; иначе говоря, не существует алгоритма              В (х, у), такого, что для любого алгоритма Ах (с номером φ(А) = х)
[image: image1621.png], ecn A, (y) onpenenen;
0, ecrun A (y) e onpereren.

B, y)= {




Эта теорема — переформулировка в инвариантном виде теоремы о неразрешимости проблемы остановки.  
Один частный случай проблемы остановки имеет вполне самостоятельную интерпретацию. При доказательстве тео​ремы о неразрешимости проблемы остановки была рассмотрена машина Т1, которая решапа проблему остановки для машины Т в случае, когда на ленте машины Т написана ее собственная система команд. Такая проблема называется проблемой самоприменимости машин Тьюринга. Было показано, что такая машина невозможна. В инвариантном виде соответствующее утверждение форму​лируется так.
Теорема 7. Проблема самоприменимости алгоритмов алгоритмически неразрешима: не существует алгоритма B1 (х), такого, что для любого алгоритма Ах
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  (1)
Отметим, что самоприменимость — частный случай про​блемы остановки и именно поэтому теорему 7 нельзя получить из теоремы  6 простой подстановкой х вместо у в В (х, у): частный случай алгоритмическинеразрешимой проблемы может ока​заться   и   разрешимым.
Теоремы 6 и 7 являются мощным средством для доказательства различных неразрешимостей.
Решение задачи перечисления всех алгоритмов (и, в част​ности, всех рекурсивных функции) достаточно ясно, по крайней мере, в принципе. Могло бы показаться, что пере​числение примитивно-рекурсивных или общерекурсивных функций окажется более легким делом. Однако это не так.
Теорема 8. Для любого перечисления любого мно​жества ∑ всюду определенных вычислимых (т. е. общере​курсивных) функций существует общерекурсивная функция, не входящая в это перечисление.
Пусть ψ— перечисление ∑ порождающее последова​тельность [image: image1623.png]


всюду определенных функций.
Введем функцию[image: image1624.png]


Так как Ах общерекурсивна,   то   и   В (х)   общерекурсивна.   Если[image: image1625.png]


 то В имеет номер φ (В) = хВ и, следовательно,
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 (2)
Тогда в точке х = хВ по определению В [image: image1627.png]B{xg)=

Ap(xp)+



1, а в силу (2)[image: image1628.png]B (x5) = Az (x8).



 Получаем противоречие, откуда следует,  что В не входит в перечисление, порождаемое φ. 
Если же в перечислении допускаются частичные функ​ции, то определение В не приводит к противоречию, а озна​чает лишь, что в точке хВ В не определена.
Из теоремы 8 следует весьма важный результат.
Теорема 9. Проблема определения общерекурсивности алгоритмов неразрешима; не существует алгоритма В (х) такого, что для любого алгоритма Ах
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Пусть алгоритм В (х) существует; тогда он определяет общерекурсивную функцию f (х). Определим функцию g (x) следующим образом:
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Так как номеров всюду определенных функций (и, следо​вательно, точек у, в которых f (у) = 1) — бесконечное мно​жество, то g (x) всюду определена. Очевидно, что функция g из списка A0, A1, А2, ... всех алгоритмов отбирает все всюду определенные алгоритмы, т. е. является перечислением множества всех общерекурсивных функций. Из теоремы 8 следует, что такое перечисление невозможно и, следо​вательно, алгоритма В (х), определенного в условии теоремы 9, не существует. 
Теоремы 6, 8 и 9 проливают свет на роль поня​тия частичной определенности в теории алгоритмов. Еще ранее среди требований к алгоритмам говорилось о жела​тельности такого требования, как результативность алго​ритма (Отметим, что существенность этого требования проявляется в понятии неразрешимости: неразрешимость проблемы истолковывается ка к отсутствие всюду определенного алгоритма, решающего эту проблему). Первым ударом по этому требованию была неразре​шимость проблемы остановки, означающая, что если алго​ритм А может быть частичным, то по алгоритму А и данным х нельзя узнать, даст А результат на данных х или нет. Возникает естественное желание либо вообще убрать частич​ные алгоритмы из общей теории алгоритмов (скажем, не считать их алгоритмами), либо ввести стандартный метод доопределения частичных алгоритмов. Однако ни первое, ни второе эффективными методами сделать нельзя. Первая идея не годится из-за теоремы 9 —нет эффективного способа распознавать частичные алгоритмы среди множества всех алгоритмов, и, следовательно, предлагаемый отбор невозможен. Что же касается второй идеи, то для нее имеется не менее убедительное опровержение.
Теорема 10. Существует такая частично-рекурсивная функция f, что никакая общерекурсивная функция g не является ее доопределением.
Определим / следующим образом:
[image: image1631.png]F = Ac(x)+ 1, ecan A {(x) onpeaenex;
o= 1e onpeneneHa, eci A, (x) He onpelened.




Как и прежде, предполагается, что зафиксирована нумера​ция φ и           φ(Ах) = х. Очевидно, что f (х) вычислима. Пусть теперь g—произвольная общерекурсивная функция и xg — ее номер: φ (g) = xg. Так как g всюду определена, то [image: image1632.png]g {Xg) = Ay, Xy)



 определена   и,   следовательно, [image: image1633.png]f(xg)



 [image: image1634.png]= g{xg) + 1.



 Таким образом, для любой общерекурсивной функции g  f ≠ g в точке хg. 
Следовательно, существуют частичные алгоритмы, кото​рые нельзя доопределять до всюду определенных алгорит​мов.
Наконец, еще одна идея: построить язык, описывающий все всюду определенные алгоритмы, и только их — не может осуществиться потому, что описания в этом языке можно упорядочить (например, лексикографически) и, следова​тельно, наличие такого языка означало бы существование полного перечисления всех всюду определенных функций, что противоречит теореме 8.
Таким образом, при формулировке общего понятия алгоритма неизбежно возникает дилемма — либо определе​ние алгоритма должно быть достаточно общим, чтобы в число объектов, удовлетворяющих этому определению, заведомо вошли все объекты, которые естественно считать алгоритмами, либо требование об обязательной результа​тивности алгоритма сохраняется. В первом случае этому определению будут удовлетворять частичные алгоритмы и избавиться от них конструктивными методами нельзя; во втором случае никакую процедуру нельзя называть алгорит​мом до тех пор, пока для нее не будет решена проблема остановки, а единого метода решения этой проблемы не существует. В общей теории алгоритмов (для того, чтобы она действительно была общей) используется первый вариант. Впрочем, еще раз отметим, что, когда речь идет об алгорит​ме, решающем данную задачу, теория алгоритмов обязатель​но требует сходимости (результативности), и только в слу​чае, когда алгоритм решения всюду определен, соответст​вующая задача считается разрешимой. В этом же смысле используется термин «разрешимость» при введении одного из важнейших понятий теории алгоритмов — понятия раз​решимого множества.

7.2. Разрешимые и перечислимые множества.
Множество М называется разрешимым (или рекурсивным), если сущест​вует алгоритм АМ, который по любому объекту а дает ответ, принадлежит а множеству М или нет. Алгоритм АМ назы​вается разрешающим алгоритмом для М.
Эквивалентное, но несколько более точное определение: множество М называется разрешимым, если оно обладает общерекурсивной характеристической функцией, т. е. вы​числимой всюду определенной функцией χМ, такой, что
[image: image1635.png]1, ecom a = M;
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Следующее определение удобнее дать сразу в функцио​нальных терминах. Множество М называется перечислимым (или рекурсивно перечислимым), если оно является об​ластью значений некоторой общерекурсивной функции, т. е. существует общерекурсивная функция ψM (x), такая, что[image: image1636.png]a e M,



 если и только если для некоторого х [image: image1637.png]a = Wy (X}



 Функция ψM называется перечисляющей для множества М; соответственно алгоритм, вычисляющий ψM , называется перечисляющим или порождающим для М.
Пример 1.   1)   Множество   квадратов    натуральных чисел [image: image1638.png]M {aja = x*}



 перечислимо (оно просто задано пере-
числяющей функцией а = х2) и разрешимо. В качестве раз​решающей процедуры можно предложить, например, сле​дующую: данное число а сравниваем последовательно с 0, 12, 22... и т. д., до тех пор, пока не появится такое число п2, что либо а = п2, либо а < п2. В первом случае [image: image1639.png]ae M,



во втором[image: image1640.png]



2)  Множество Мπ, т. е. множество всех троек цифр, встречающихся в десятичном разложении π, перечисли​мо. Перечисляющая процедура для него заключается в пос​ледовательном вычислении  знаков разложения π (один из алгоритмов их вычисления известен всем еще из школьного курса геометрии) и выписывании троек из получающейся по​следовательности; для определенной таким образом функции ψπ  имеем: [image: image1641.png]


   и т. д. Неко​торые тройки могут повторяться, поэтому ψπ — это пример функции,  перечисляющей с повторениями. Неизвестно (по крайней мере, к моменту написания этой книги) никакого разрешающего алгоритма для Мπ — несмотря на то, что оче​видна конечность Мπ . С другой стороны, это вовсе не озна​чает, что Мπ неразрешимо; оно может оказаться и разреши​мым (например, через достаточно большое количество шагов перечисляющей  процедуры окажется,  что  выписаны все возможные тройки от 000 до 999).
3)  Из индуктивных определений, как правило, нетрудно извлечь порождающую процедуру. Иногда она содержится в них явно, как, скажем, в определении (п + 1)! = п! (п + 1),  задающем и перечисляющую функцию[image: image1642.png]P () = ni,



 и способ ее вычисления. Иногда, чтобы получить из такого определения порождающую функцию, нужно ввести допол​нительные соглашения. Например, известное индуктивное определение АЛГОЛа «идентификатор — это либо буква, либо идентификатор, к которому справа приписана буква или цифра» порождает все возможные в АЛГОЛе иденти​фикаторы; однако для того, чтобы придать этому процессу порождения вид перечисляющей функции,  нужно ввести порядок перечисления. Если в качестве такого порядка принять лексикографический и договориться, что буквы в этом порядке предшествуют цифрам, то в алфавите из 26 латинских букв и 10 цифр [image: image1643.png]



[image: image1644.png]az, P {(04) = ac



 и т. д. С помощью аналогичных согла​шений на основе индуктивного определения формулы можно построить перечисляющие функции для различных множеств формул.
4)  Из предыдущего примера видно, что перечисляющая функция, определенная на натуральном ряду, устанавли​вает  соответствие   (не  обязательно  взаимно-однозначное) между  числами  и  элементами   порождаемого множества. Например,   идентификатору   az   соответствует  число  51. Функция φ, нумерующая алгоритмы, устанавливает обрат​ное соответствие между описаниями алгоритмов и числами, причем в этом случае соответствие взаимно-однозначное. Поэтому можно сказать, что функция φ-1, обратная к φ, которая по номеру алгоритма восстанавливает его описание, является  перечисляющей функцией для  множества всех алгоритмов.
5)  Множество всех тождественно-истинных булевых фор​мул разрешимо (например, путем прямого вычисления на всех наборах).
Важность введенных понятий разрешимости и перечис​лимости — прежде всего в том, что благодаря им становятся точными такие понятия, как «конструктивный способ зада​ния множества» и «множество, заданное эффективно». В частности, поскольку язык множеств является универсальным языком математики и всякому утверждению можно придать вид утверждения о множествах, язык разрешимых и перечисли​мых множеств является универсальным языком для утвер​ждений о существовании (или отсутствии) алгоритмов реше​ния математических проблем. Например, как мы знаем, существует теорема, которая  утверждает, что множество пар  (х, у), таких, что алгоритм Ах при данных у дает результат, неразрешимо, а теорема 9— что неразрешимо множество всех общерекурсивных функций.
Итак, эффективно заданное множество — это множество, обладающее разрешающей или перечисляющей функцией. Однако возникает вопрос, равносильны ли эти два типа задания. В одну сторону ответ почти очевиден.
Теорема 11. Если непустое множество М разрешимо, то оно перечислимо.
Для определенности будем считать, что М — это под​множество слов в алфавите А. Пусть[image: image1645.png]


 перечисление всех слов в алфавите А (например, в лексико​графическом порядке), β — некоторое слово из М. Перечис​ляющую функцию[image: image1646.png]P (1)



для М определим так:
[image: image1647.png]bu 0)=8;
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Ясно, что[image: image1648.png]WP (1)



вычислима и всюду определена. 
Обращение теоремы 11 неверно.
Теорема 12. Существует множество М, которое пере​числимо, но неразрешимо.
Докажем, что таковым является множество М =  {х | Ах (х) определен}, т. е. множество номеров само​применимых алгоритмов. Из теоремы 5 следует, что М неразрешимо. Построим перечисляющую функцию ψм для М. Будем считать для определенности, что алгоритмы — это машины Тьюринга. Введем предикат St (х, т) — истин​ный, если машина с номером х при данных х останавливается через т шагов. Очевидно, что этот предикат вычислим и всюду определен; для его вычисления надо запустить машину Тх при данных х и дать ей проработать m шагов. Предикат St (x, m) можно представить в виде бесконечной квадратной матрицы (табл. 3), строки которой соответ​ствуют первому аргументу х, столбцы — второму аргу​менту т, а в клетке (i, j), т. е. на пересечении i-й строки и j-го столбца стоит значение St (i, j).
Таблица 3
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Упорядочим теперь клетки этой матрицы подобно тому, как упорядочивалось множество пар натуральных чисел при доказательстве его счетности: (0, 0), (0, 1), (1, 0), (0, 2), (1, 1), (2, 0), (0, 3) .... т. е. сначала клетки с суммой координат 0, затем клетки с суммой 1 и т. д.
Тогда каждая клетка получит номер, соответствующий ее порядку в этой последовательности. Выберем какую-нибудь заведомо самоприменимую машину Тьюринга (например, любую всюду определенную машину),  вычислим ее номер во введенной нумерации и обозначим его с. Определим теперь алгоритм вычисления функции           ψМ(п): находим клетку (i, j) с номером п; если St (i, j) = И, то ψМ (п) ; если St (i, j)=Л, то ψМ (п) = с. Так как ψМ (п) =і — это номер машины Ті, останавливающейся при данных i через j  шагов, то область значений                   ψM содержит только помора самоприменимых машин. С другой стороны, всякая самоприменимая машина Тх остановится через конечное число k шагов; но тогда[image: image1650.png]


 где п' — это номер
клетки (х, k). Таким образом, область значения ψM совпа​дает с множеством номеров самоприменимых алгоритмов; кроме того, ввиду общерекурсивности предиката St функ​ция ψМ также общерекурсивна. Следовательно, она является перечисляющей функцией для М. 
Теорема 12 говорит о том, что перечислимость — более слабый вид эффективности; хотя перечисляющая процедура и задает эффективно список элементов множества М, однако поиск данного элемента а в этом списке (всегда бесконечном, но, может быть, с повторяющимися элементами) может оказаться неэффективным: это неопределенно долгий про​цесс, который в конечном счете остановится, если[image: image1651.png]aesM,



 но не остановится, если[image: image1652.png]


Поэтому список элементов
М, заданный перечисляющей функцией, сам по себе не гарантирует разрешающей процедуры для М; теорема 12 дает пример, когда ее просто не существует.
Впрочем, в одном важном случае перечислимость гаран​тирует разрешимость.
Теорема 13. М разрешимо, если и только если М и [image: image1653.png]=



 перечислимы.
Действительно, если М разрешимо, то [image: image1654.png]


 также разре​шимо: [image: image1655.png]Vi




 но тогда   перечислимость  М  и [image: image1656.png]


 следует из теоремы 11.
Пусть теперь М и [image: image1657.png]


 перечислимы с функциями ψМ  и [image: image1658.png]


 соответственно. Но тогда для любого элемента а его поиск в обоих списках,  точнее,  в объединенном списке
[image: image1659.png]


 обязательно   увенчается
успехом, так как либо[image: image1660.png]


  либо[image: image1661.png]


 и, следовательно, содержится в области значений[image: image1662.png]aeM



или[image: image1663.png]



Такой поиск и есть разрешающая процедура для М. 
Сопоставление теорем 12 и 13 показывает, что допол​нение к перечислимому множеству может оказаться неперечислимым; в частности, множество несамоприменимых алго​ритмов неперечислимо. Такая «несимметрия» самопримени​мости и несамоприменимости объясняется отмеченной ранее несимметрией положительного и отрицательного ответа при поиске заданного элемента в бесконечном списке: если Ах самоприменим, то, вычисляя Ах (х), мы это когда-нибудь узнаем; если же Ах несамоприменим, то об этом нельзя узнать, вычисляя Ах (х).
7.3.Теорема Раиса
 Просмат​ривая накопленный запас алгоритмически неразрешимых проблем, нетрудно заметить, что почти все они так или иначе связаны с самоприменимостью — довольно экзотической ситуацией, когда алгоритм работает с собственным описа​нием. Читатель, интересующийся прикладной теорией алгоритмов, может решить, что поскольку понятие само​применимости далеко от алгоритмической практики, то неразрешимость в этой практике также никогда не встре​тится.  Такого читателя ждет горькое разочарование.
Теорема 14 (теорема Раиса). Никакое  нетривиальное свойство  вычислимых  функций  не   является   алгоритмически разрешимым.
Для доказательства эту теорему удобнее сформулировать в менее эффектном, но более точном виде:
      пусть С—любой класс вычислимых функций одной переменной, нетривиальный в том смысле, что имеются как функции, принадлежащие С, так и функции, не при​надлежащие С. Тогда не существует алгоритма, который бы по номеру х функции fx определял бы, принадлежит fx классу С или нет; иначе говоря, множество[image: image1664.png]{x|f. = C}



 неразрешимо.
Доказательство.  Предположим, что множество [image: image1665.png]


 разрешимо; тогда оно обладает характе​ристической функцией
[image: image1666.png]l,econ f,eC (1. e. xs=M)
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Пусть нигде не определенная функция[image: image1667.png]foe= M.



Выберем
какую-нибудь конкретную вычислимую функцию[image: image1668.png]


 и определим функцию F (х, у):
[image: image1669.png]fa(y), ecom f . (x) onpenenena;
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Функция F (х, у) вычислима: для ее вычисления надо вычислять fx (x); если fx (x) определена, то этот процесс когда-нибудь остановится и тогда надо перейти к вычисле​нию fa (у), если же fx (x) не определена, то процесс не остано​вится, что равносильно вычислению нигде неопределенной функции f0 (у). Если в F (х, у) зафиксировать х, то F станет вычислимой функцией от одной переменной у. Номер этой функции зависит от значения х, т. е. является всюду опре​деленной функцией g (х); нетрудно показать, что g (x) вычислима. Итак,
[image: image1670.png]Fa(y), ecan f.(x) onpenenena;
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Следовательно, [image: image1671.png]


 если  и  только если  fx (x) определена (так как [image: image1672.png]fo=M, a [, &£ M).



 Отсюда
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т. е. построена разрешающая функция для проблемы самоприменимости, что невозможно.
Для случая,  когда[image: image1674.png]


 выбираем[image: image1675.png]f. = M;



 последующие рассуждения аналогичны,  а разрешающая функ​ция   для   проблемы   самоприменимости   будет   иметь   вид
[image: image1676.png]I — ym (g (x)).



 
Из теоремы Раиса следует, что по номеру вычислимой функции нельзя узнать, является ли эта функция постоян​ной, периодической, ограниченной, содержит ли она среди своих значений данное число и т. д. Создается впечатление, что вообще ничего нельзя узнать и все на свете неразрешимо. С другой стороны, не противоречит ли теореме Раиса тот очевидный факт, что по номеру машины Т всегда можно узнать, например, содержит ли она больше десяти команд или нет?
Для того чтобы разобраться в смысле теоремы Раиса, надо прежде всего вспомнить, что номер х функции f — это номер алгоритма Ах, вычисляющего f; в свою очередь, по номеру алгоритма однозначно восстанавливается его описание, и разным номерам соответствуют разные алго​ритмы. Для функций это неверно: при х ≠ у fx и fу могут быть одной и той же функцией (в ее классическом смысле). В теореме Раиса участвуют и алгоритмы, и функции, и их следует четко различать. Класс С — это класс (или свойство) функций; в то же время «fх» означает «функция, вычисляемая алгоритмом Ах». Таким образом, смысл теоремы Раиса в том, что по описанию алгоритма ничего нельзя узнать о свойствах функции, которую он вычисляет. В частности, оказывается неразрешимой пробле​ма эквивалентности алгоритмов: по двум заданным алго​ритмам нельзя узнать, вычисляют они одну и ту же функцию или нет. Количество же команд — это свойство не функции, а описания алгоритма; к теореме Раиса оно отношения не имеет.
Опытного программиста теорема Раиса не должна удив​лять: он знает, что по тексту сколько-нибудь сложной программы, не запуская ее в работу, трудно понять, что она делает (т. е. какую функцию вычисляет), не имея гипо​тез о том, что она должна делать; если это понимание и приходит, то каждый раз по-своему; систематического ме​тода здесь не существует. С другой стороны, в этом тексте можно обнаруживать алгоритмическим путем так назы​ваемые синтаксические ошибки (что и делают компиляторы с алгоритмических языков), т. е. выявлять те или иные свойства описания алгоритма. Здесь впервые стоит упомя​нуть (пока неформально) два понятия,— синтаксис и семан​тика. Синтаксические свойства алгоритма — это свойства описывающих его текстов, т. е. свойства конечных слов в фиксированном алфавите. Семантические (или смысловые) свойства алгоритмов связаны с тем, что он делает; их естест​венно описывать в терминах функций и классов эквивалент​ности функций, вычисляемых алгоритмами. Хорошо извест​но, что в процессе отладки программ синтаксические ошибки отыскиваются довольно быстро; все неприятности связаны с анализом семантики неотлаженной программы, т. е. с попытками установить, что же она делает, вместо того, чтобы делать задуманное. В несколько вольной и нефор​мальной интерпретации теорема Раиса могла бы выглядеть так: «по синтаксису алгоритма ничего нельзя узнать о его семантике».
Несколько раз повторенное выражение «ничего нельзя узнать»—это, строго говоря, преувеличение. Его точный эквивалент — «не существует единого алгоритма, позво​ляющего узнать». К тому же речь идет о невозможности распознавания свойств вычислимых функций, записанных в универсальном алгоритмическом языке (языке машин Тьюринга и др.). Свойства подклассов вычислимых функ​ций, описанных в специальных языках, вполне могут оказаться разрешимыми. Например, ранее рассматривались алгоритмы распознавания свойств логических функций, описанных на языке формул в различных базисах.
До сих пор речь шла о неразрешимых проблемах внутри самой теории алгоритмов. Некоторые из них, такие,  как проблема   остановки   или   теорема   Раиса,   имеют  вполне реальную интерпретацию в практике программирования. Неразрешимости возникают и в других областях: в теории автоматов, при разработке методов синтаксического анализа и т. д. Постепенно они становятся бытом дискретной мате​матики,   и   с  их   существованием   приходится   считаться. С теоретической точки зрения, неразрешимость — не неуда​ча,  а  научный факт.  Знание основных неразрешимостей теории алгоритмов должно быть для специалиста по дискрет​ной математике таким же элементом  научной  культуры, как для физика — знание о невозможности вечного двига​теля.  Если же важно иметь дело с разрешимой задачей (а для прикладных наук это стремление естественно), то следует четко представлять себе два обстоятельства.  Во-первых (об этом уже говорилось при обсуждении проблемы остановки ), отсутствие общего алгоритма, решающего данную проблему, не означает, что в каждом частном случае этой   проблемы   нельзя  добиться   успеха.   Поэтому,   если проблема неразрешима, надо искать ее разрешимые частные случаи. Во-вторых, появление неразрешимости — это, как правило, результат чрезмерной общности задачи (или языка, на котором описаны объекты задачи). Задача в более общей постановке имеет больше шансов оказаться неразрешимой.
7.4. Вычислимость частично-рекурсивных функций по Тьюрингу

Теорема 15. Для всякой ч.р.ф. f существует м.Т. [image: image1677.png]


, вычисляющая функцию f.

Доказательство. Доказательство проведем индукцией по определению частично рекурсивной функции f.

Базис. Вычислимость простейших функций машинами Тьюринга очевидна.

Индукционный шаг. Покажем, что операторы суперпозиции, примитивной рекурсии и минимизации сохраняют вычислимость по Тьюрингу. Все используемые м.Т. будем предполагать односторонними со стандартными заключительными конфигурациями.

Суперпозиция. Пусть Fm и fn1,..., fnm - ч.р.ф., вычислимые на м.Т. [image: image1678.png]


, соответственно. Пусть функция Gn получена из них с помощью суперпозиции: Gn=[Fm;fn1,..., fnm]. Тогда м.Т. [image: image1679.png]


, вычисляющая G, работает следующим образом:

1. m раз копирует вход [image: image1680.png]T L




, отделяя одну копию от другой символом # ;

2. на полученном слове вида [image: image1681.png]HET

R
|t #E
*

| Tn




3. запускает параллельную композицию машин [image: image1682.png]


и получает конфигурацию вида [image: image1683.png]|V14E ... # |V



, где [image: image1684.png]


.

4. заменяет все символы 0023 на * ;

5. затем запускает программу м.Т. [image: image1685.png]


на получившемся после этапа 3) входе вида [image: image1686.png]Lok |Un




, и вычисляет требуемое значение [image: image1687.png]


.

Если обозначить м.Т., выполняющую копирование на этапе (1), через Копm, а м.Т., выполняющую замену # на * на этапе (3), через Зам*#, то требуемую для суперпозиции м.Т. [image: image1688.png]


можно представить как

[image: image1689.png]



Примитивная рекурсия. Пусть функция Fn+1(x1,... ,xn,y) получена с помощью оператора примитивной рекурсии из функций gn(x1,..., xn) и fn+2(x1,... ,xn, y, z), которые вычислимы на м.Т. [image: image1690.png]


и [image: image1691.png]


. Определим вспомогательные м.Т.:

· [image: image1692.png]


, используя [image: image1693.png]


, строит по входу вида [image: image1694.png]R




конфигурацию на ленте [image: image1695.png][V [F0 s Lk [Tk Ak 9001





· [image: image1696.png]


, используя [image: image1697.png]


, строит по входу вида [image: image1698.png]


конфигурацию [image: image1699.png][V [Frs Lk [T [utD s [




· [image: image1700.png]


на входе вида [image: image1701.png]


выдает в качестве результата [image: image1702.png]



· [image: image1703.png]o



на входе вида [image: image1704.png]


проверяет условие [image: image1705.png]yF#u



.

Построение каждой из указанных м.Т. достаточно очевидно. Из них можно получить, используя определенные в предыдущем разделе конструкции "языка программирования" для машин Тьюринга, требуемую м.Т. [image: image1706.png]


:

[image: image1707.png]M,: while ® do M, enddo; Mj




Минимизация. Пусть [image: image1708.png](e

M@y, .. x,) = pylg’



и м.Т. [image: image1709.png]


вычисляет функцию gn+1. Определим следующие вспомогательные м.Т.:

[image: image1710.png]


приписывает аргумент 0 ко входу, т.е. вход вида [image: image1711.png]T L




переводит в конфигурацию на ленте [image: image1712.png]L




(напомним, что при унарном кодировании 0 соответствует пустой символ).

[image: image1713.png]


копирует свой вход с разделителем #, т.е. по любому входу w выдает w # w.

Через E обозначим м.Т., которая ничего не делает.

Пусть [image: image1714.png]N3 = pary(E, M,)



, т.е. вход вида [image: image1715.png]RET

kL
* [Tk [Y4E|

[



машина [image: image1716.png]


перерабатывает, используя [image: image1717.png]


, в [image: image1718.png]L




, где z= g(x1,... ,xn, y)
[image: image1719.png]o



на входе вида w # v проверяет непустоту v (т.е. условие v > 0 ).

[image: image1720.png]0, ecau v # N
Dlwv) = { 1 ecau v =N\




Таким образом, при v=g(x1,...,xn,y) машина [image: image1721.png]o



проверяет условие [image: image1722.png]


.

[image: image1723.png]


по входу вида [image: image1724.png]ok |V
Tl Lk Tk YW



стирает #w и прибавляет к y единицу, т.е. выдает результат: [image: image1725.png]R




.

Наконец, [image: image1726.png]


по входу [image: image1727.png]ok |V
Tl Lk Tk YW



выдает |y, стирая ненужные блоки символов.

Ясно, что каждая из перечисленных м.Т. [image: image1728.png]


, [image: image1729.png]


, [image: image1730.png]


, [image: image1731.png]


, [image: image1732.png]


и [image: image1733.png]o



легко реализуема. Построим теперь с их помощью следующую м.Т. [image: image1734.png]


:

[image: image1735.png]My

Ni: No; Ni:

while ¢® do Nj; As; N3 enddo;
N5,




Из этого определения непосредственно следует, что [image: image1736.png]


вычисляет функцию fn(x1,..., xn), заданную с помощью оператора 

7.5. Моделирование структурированных программ машинами Тьюринга

На первый взгляд могло показаться, что машины Тьюринга с их примитивными элементарными действиями являются более слабыми вычислительными моделями, чем структурированные программы. Но после того, как мы научились реализовывать с их помощью операторы "высокого уровня " - условия и циклы, уже не удивительно, что они позволяют вычислить не меньше, чем структурированные программы.

Теорема16. Всякая арифметическая функция, вычислимая некоторой структурированной программой, может быть вычислена также некоторой машиной Тьюринга.

Доказательство Пусть структурированная программа [image: image1737.png]


вычисляет арифметическую функцию f(x1, ..., xn). Не ограничивая общности, будем считать, что [image: image1738.png]


, xn+1, ..., xm } и что результирующей переменной является x1. М.Т. [image: image1739.png]


, моделирующая [image: image1740.png]


будет иметь m -этажную ленту с алфавитом [image: image1741.png]


. Обозначим конфигурацию ленты M\Pi, в которой на i -ом этаже, начиная с 1-ой ячейки, записано слева направо ki символов '|' (i = 1, 2, ..., m), а далее идут "пустышки " [image: image1742.png]


как (k1, k2, ..., km). Тогда состоянию [image: image1743.png]o:Vardl} - N



программы [image: image1744.png]


будет соответствовать конфигурация ленты [image: image1745.png]


: [image: image1746.png]


.

[image: image1747.png]


получается с помощью конструкций последовательной композиции, условного оператора и цикла из простых машин Тьюринга, реализующих элементарные присваивания и условия структурированных программ.

Команду xi := 0 (i=1,... , m) программы [image: image1748.png]


реализует м.Т. Mi0 , обнуляющая i -ый этаж M, т.е. переводящая любую конфигурацию (k1,..., ki-1,ki, k i+1 ..., km) в конфигурацию (k1,..., k i-1, 0, ki+1, ... , km). Команду xi := xi +1 (i=1,... , m) программы [image: image1749.png]


реализует м.Т. Mi+1 , добавляющая один символ ' | ' справа на i -ом этаже, т.е. переводящая любую конфигурацию (k1,..., k i-1, ki, ki+1 ... , km) в конфигурацию (k1,..., k i-1, ki+1, ki+1, ... , km). Команду xi := xj (i, j=1,... , m) программы [image: image1750.png]


реализует м.Т. Mij, переписывающая содержимое j -го этажа на i -ый, т.е. переводящая любую конфигурацию (k1,..., ki, ..., kj, ... , km) в конфигурацию (k1,..., kj, ... , kj, ... , km).

Условие xi = xj реализуется машиной [image: image1751.png]


, которая, работая на конфигурации (k1, ..., ki, ..., kj, ... , km) выдает 0, если ki=kj, и 1 - в противном случае.

Условие xi < xj реализуется машиной [image: image1752.png]i
oY



, которая, работая на конфигурации (k1, ..., ki, ..., kj, ... , km) выдает 0, если ki < kj, и 1 - в противном случае.

Далее по индукции: пусть [image: image1753.png]11



и [image: image1754.png]


- структурированные программы, для которых построены соответствующие машины Тьюринга [image: image1755.png]My,



и [image: image1756.png]My,



, а [image: image1757.png]o



- некоторое условие, реализуемое м.Т. [image: image1758.png]Mg



. Тогда программа [image: image1759.png]


реализуется машиной [image: image1760.png]My = My, My,



программа [image: image1761.png]


если [image: image1762.png]o



то [image: image1763.png]11



иначе [image: image1764.png]


конец реализуется машиной [image: image1765.png]My = i f Mythen My el se Mysendi f



, а программа [image: image1766.png]


пока [image: image1767.png]o



делай [image: image1768.png]11



все реализуется машиной [image: image1769.png]


while [image: image1770.png]


do [image: image1771.png]


enddo.

Используя доказанные выше свойства конструкций машин Тьюринга, нетрудно проверить по индукции следующее

Утверждение 1. Пусть м.Т. [image: image1772.png]


реализует в соответствии с приведенными определениями структурированную программу [image: image1773.png]


Тогда для любого состояния [image: image1774.png]


программы [image: image1775.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.intuit.ru/sites/default/files/tex_cache/cdbc09607e73a4125308b17576ec405c.png" \* MERGEFORMATINET [image: image1776.png]


тогда и только тогда, когда м.Т [image: image1777.png]


, начав работу в конфигурации [image: image1778.png]K,



завершит ее в конфигурации [image: image1779.png]K



.

Теперь для завершения доказательства теоремы достаточно взять в качестве результирующей следующую м.Т.: [image: image1780.png]Mgart: My Mepa



, где м.Т. Mstart переводит одноэтажную начальную конфигурацию [image: image1781.png][ R



в m -этажную конфигурацию (x1, x2,..., xn, 0,..., 0), а м.Т. Mend заключительную m -этажную конфигурацию (x1, 0,..., 0) переводит в одноэтажную заключительную конфигурацию |x1.

7.6. Частичная рекурсивность функций, вычислимых по Тьюрингу

В этом параграфе покажем, как можно промоделировать работу машины Тьюринга, используя частично рекурсивные определения.

Теорема 17. Всякая арифметическая функция, вычислимая на машинах Тьюринга, является частично рекурсивной функцией.

Доказательство этой теоремы - дополнительный материал, который можно при первом чтении опустить.

Доказательство Пусть м.Т. [image: image1782.png]M=<Q, 2, P.q.q5 >



вычисляет функцию f(x1,..., xn). Пусть также Q ={q0,q1,... ,q k-1 }, qf=q1 и [image: image1783.png]Y=Aay=N,ay,...,ap_ = |}



. Предположим также, не ограничивая общности, что [image: image1784.png]


никогда не пишет пустой символ [image: image1785.png]


(как перестроить программу произвольной м.Т., чтобы она удовлетворяла этому условию ?).

Определим кодирование элементов конфигураций [image: image1786.png]


целыми числами. Пусть конфигурация [image: image1787.png]


имеет вид K=(w1,qi,aj,w2), где [image: image1788.png]g,
1
i,

Aj,,



- слово на ленте левее головки, qi - состояние м.Т., aj - наблюдаемый в данной конфигурации символ и w2= aj0aj1 ... ajp} - слово на ленте правее головки. Кодом символа [image: image1789.png]a; € L



будет число j, кодом состояния qi - число i. Слова w1 и w2 будем рассматривать как числа в R -ичной системе счисления, читаемые в противоположных направлениях (из наших предположений следует, что [image: image1790.png]


при m >0 и [image: image1791.png]


при p>0 ) :

[image: image1792.png]m

P
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Например, если [image: image1793.png]Y={Ax*|}



, то для конфигурации K=(|**,q3,|,* | |) имеем code1(w1)=30 1+31 1+ 32 2= [211]3=22 и code2(w2)=30 1+ 31 2 +32 2= [221]3=25. По программе P определим следующие табличные функции, кодирующие ее команды:

A(i,j) - код символа, который пишет [image: image1794.png]


, когда она в состоянии qi видит символ aj;
Q(i,j) - код состояния, в которое переходит [image: image1795.png]


, когда она в состоянии qi видит символ aj;
C(i,j) - код направления сдвига головки [image: image1796.png]


, когда она в состоянии qi видит символ aj (0 - на месте, 1 - вправо, 2 - влево).

Пусть при i >= k или j >= R эти функции принимают какое-нибудь фиксированное значение (например, 0). Тогда по лемме 18.1 все они примитивно рекурсивны.

Определим функции, которые по кодам компонент одной конфигурации K=(w1,qi,aj,w2) вычисляют коды компонент следующей конфигурации K’=(w1’,qm,ap,w2’).

[image: image1797.png]1 f(code(w
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Покажем, что все эти функции примитивно рекурсивны. Для q это следует из того, что для любых i, j q(l,i,j,m)=Q(i,j). Определения остальных трех функций зависят от сдвига. При C(i,j)=0 имеем lf(l,i,j,r)=l, rt(l,i,j,r)= r, a(l,i,j,r)=A(i,j).

Если C(i,j)=2, то lf(l,i,j,r)=div(R, l), rt(l,i,j,r)= rR+A(i,j), a(l,i,j,r)=rm(R,l). Если же C(i,j)=1, то lf(l,i,j,r)=lR+A(i,j), rt(l,i,j,r)= div(R, r), a(l,i,j,r)=rm(R,r) Объединяя эти случаи получаем, что
[image: image1798.png]2g).
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( здесь rm(x,y) - это функция, дающая остаток от деления y на x, а div(x,y) - функция целочисленного деления y на x ).

Аналогичные представления справедливы и для функций rt(l,i,j,r) и a(l,i,j,r). Следовательно, все эти функции примитивно рекурсивны.

Пусть из данной конфигурации K через t тактов получается конфигурация Kt. Определим коды компонент Kt как функции от компонент K и t :

[image: image1799.png]Al i,5,7,0) = 3, QU 1, 4,7,0) = i, Lf (L3, 5,7, 0) = I, Rt(l, 2, j,7,0) =
r,

Al i, jrt41) = a(Lf(L, i, 4,7, 1), QL. i, j,r, t), A(l,4, j, 7 t),
Ri(l,i,j,r,1)),

i )= a(Lf(i, g, r. ), QUL jr,t), Al i, j, . t),





Это определение задает функции A(4), Q(4), Lf(4), Rt(4) с помощью совместной рекурсии. Следовательно, по лемме 18.5 они примитивно рекурсивны.

Пусть м.Т. [image: image1800.png]


вычисляет функцию f(x), (т.е. n=1 ). Тогда для начальной конфигурации [image: image1801.png]K"

(A, qos

,IF~h



code1(w1)=0, code(q0)=0, code(|)=R-1, code2( w2 ) = (R-1)Rx-2+(R-1)R x-3+ ... +(R-1)R0=R x-1-1. Положим [image: image1802.png]Q(z,t) =Q(0,0,R—1,R"' = 1,t)



и [image: image1803.png]Rt(x,t) = Q(0,0,R —1,R"' = 1,t)



. Тогда функция [image: image1804.png]


задает число шагов до перехода [image: image1805.png]


в заключительное состояние на входе x. Эта функция, очевидно, частично рекурсивна. Тогда функция [image: image1806.png]Rt(z,7(x))



задает код правой части заключительной конфигурации, имеющий вид Rf(x)-1-1. Отсюда получаем, что

[image: image1807.png]f(z) =1+logp(Rt(x)) + 1) =
1+ logp(Rt(0,0,R — 1, R + 1),




и следовательно, функция f(x) частично рекурсивна.

7.7. Тезис Тьюринга-Черча и алгоритмически неразрешимые проблемы

Мы рассмотрели три математические модели для описания алгоритмов и вычисляемых ими функций, отражающие различные аспекты и представления о работе абстрактного вычислителя. Из теорем 16 и 17 непосредственно получаем

Следствие. Классы функций, вычислимых с помощью структурированных программ, машин Тьюринга и частично рекурсивных описаний, совпадают.

Естественно, возникает вопрос о том, насколько общим является этот результат? Верно ли, что каждый алгоритм может быть задан одним из рассмотренных способов? На эти вопросы теория алгоритмов отвечает следующей гипотезой.

Тезис Тьюринга-Черча:

Всякий алгоритм может быть задан в виде соответствующей машины Тьюринга или частично рекурсивного определения, а класс вычислимых функций совпадает с классом частично рекурсивных функций и с классом функций, вычислимых на машинах Тьюринга.

Значение этого тезиса заключается в том, что он уточняет общее неформальное определения "всякого алгоритма" и "вычислимой функции" через точные формальные понятия машины Тьюринга, частично рекурсивного определения и соответствующих им классов функций. После этого можно осмысленно ставить вопрос о существовании или несуществовании алгоритма, решающего тот или иной класс задач. Теперь этот вопрос следует понимать как вопрос о существовании или несуществовании соответствующей машины Тьюринга, или (что эквивалентно) структурированной программы, или частично рекурсивного определения соответствующей функции.

Можно ли доказать этот тезис как теорему? Нет, поскольку в его формулировке речь идет о неточных понятиях "всякого алгоритма" и "вычислимой функции", которые не могут быть объектами математических рассуждений. На чем же тогда основана уверенность в справедливости тезиса Тьюринга-Черча? В первую очередь, на опыте. Все известные алгоритмы, придуманные за многие века математиками, могут быть заданы с помощью машин Тьюринга. Для всех многочисленных моделей алгоритмов, появившихся за последние 70 лет (некоторые из них мы упоминали в начале лекции), была доказана их равносильность машинам Тьюринга. В качестве доводов в пользу тезиса Тьюринга-Черча можно также рассматривать замкнутость класса машин Тьюринга и ч.р.ф. относительно многочисленных естественных операций над алгоритмами и функциями. Отметим также, что тезис Тьюринга-Черча обращен и в будущее: он предполагает, что какие бы новые формальные определения алгоритмов ни были предложены (а таковыми, например, являются новые языки программирования), все они не выйдут из класса алгоритмов, задаваемых машинами Тьюринга.

Чтобы показать связь теории алгоритмов с "практическим" программированием, рассмотрим некоторые алгоритмичские проблемы, связанные со структурированными программами.

Зафиксируем конечный алфавит A={a0, a1,..., am-1}, включающий все символы латинского алфавита, цифры, знак пробела (пусть это будет a0 ), знаки ' ; ', ' = ', ' < ', ' := ' , а также знаки-ключевые слова если, то, конец, пока, делай и все. Тогда каждая структурированная программа [image: image1808.png]


представляет собой некоторое слово [image: image1809.png]


в алфавите A. Не ограничивая общности, будем считать, что это слово начинается не с пробела, т.е. i1 >0. Тогда слово [image: image1810.png]wi



однозначно определяет натуральное число [image: image1811.png]


, m -ичной записью которого оно является, т.е. [image: image1812.png]


. Назовем это число номером программы [image: image1813.png]


. По тексту программы [image: image1814.png]


ее номер [image: image1815.png]


определяется однозначно. Рассмотрим теперь обратное соответствие. Конечно, не каждое число является номером некоторой структурированной программы. Поэтому сопоставим каждому числу [image: image1816.png]nenN



структурированную программу [image: image1817.png]


следующим образом: если [image: image1818.png]n =1y



для некоторой программы [image: image1819.png]


то [image: image1820.png]


, иначе, т.е. когда n не является "естественным" номером никакой программы, сопоставим ему в качестве [image: image1821.png]


некоторую никогда не останавливающуюся программу P (например, программу [image: image1822.png]


: x1 := x1; пока x1=x1 делай x1:=x1 все из примера 7.5).

Проблема самоприменимости заключается в проверке для каждой программы [image: image1823.png]


с входной переменной x и выходной переменной y того, остановится ли [image: image1824.png]


на собственном номере [image: image1825.png]


, т.е в вычислении всюду определенной функции
[image: image1826.png]ecau P,y (nn,) < 00
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Теорема 18. Проблема самоприменимости алгоритмически неразрешима, т.е. не существует структурированной программы, вычисляющей функцию Fs(x).

Доказательство от противного. Предположим, что существует программа P, вычисляющая функцию Fs(x). Без ограничения общности, можно считать, что ее выходная переменная есть y (почему?) и поэтому [image: image1827.png]Op,(z) = Fi(x)



для всех x. Пусть переменная z не входит в P. Рассмотрим следующую программу P’:

[image: image1828.png]0; ecim z < y 7o Il5(1) mHAve
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Легко проверить, что если P на входе x выдает результат y=1, то P’ на этом входе не останавливается, а если P выдает результат y=0, то P’ останавливается ( и тоже выдает 0). Пусть n’=nP’ - номер программы P’. Чему тогда равно значение [image: image1829.png]$p,(n’)



? Если оно равно 1, то на входе x=n’ программа P’ не остановится, т.е. [image: image1830.png]Opy(n')



, но тогда [image: image1831.png]Fy(n') =0# ®py(n’)



. Если же [image: image1832.png]®p,(n')

0



, то P’ на входе x=n’ останавливается с результатом 0, т.е. [image: image1833.png]Opy(n') < oo



. Но тогда [image: image1834.png]Fyn')=1# ®py(n') =0



. Во всех случаях получили, что [image: image1835.png]Fs # ®p,



и, следовательно, предположение о существовании программы для вычисления функции Fs неверно.

Заметим, что на самом деле мы доказали отсутствие структурированной программы для вычисления функции Fs. Но тезис Тьюринга-Черча и эквивалентность структурированных программ машинам Тьюринга и ч.р.ф. позволяют сделать вывод об алгоритмической неразрешимости рассматриваемой проблемы.

Проблема самоприменимости может показаться не очень интересной с практической ("программистской") точки зрения. Но оказывается, что ее можно использовать для доказательства алгоритмической неразрешимости многих других алгоритмических проблем, более тесно связанных с практикой программирования.

1. Проблема останова: по произвольной структурированной программе [image: image1836.png]


определить завершится ли вычисление [image: image1837.png]


на входе 0, т.е вычислить всюду определенную функцию

[image: image1838.png]1, ecau Pry, ,(0) < 0o
Fio(n) = 0 6 NPOMUEHOM CAYHAE




В более общем виде проблема останова состоит в вычислении следующей функции:

[image: image1839.png]1, ecau Py, ,(a) < 0o

Fi(n,a) = { 0 6 NPOMUGHOM CAYNaE




Из этого определения следует, что программа [image: image1840.png]


останавливается на входе a тогда и только тогда, когда Fh(n,a)=1.

2. Проблема тотальности: по произвольной структурированной программе [image: image1841.png]


определить, завершает ли она работу при всех значениях входной переменной, т.е вычислить всюду определенную функцию

[image: image1842.png]ecau das ecex a P, (a) < oo
6 NPOMUGHOM CAyHae




3. Проблема эквивалентности: по произвольным двум структурированным программам [image: image1843.png]


и [image: image1844.png]


определить, эквивалентны ли они, т.е вычисляют ли они одну и ту же функцию:

[image: image1845.png]_f1 ecau das ecex a P, (a) = Py, ,(a)
Fegfn,m) = 0 6 NPOMUBHOM CAYHae




4. Проблемы оптимизации текста программы. Одна из возможных оптимизаций (текста) программы состоит в удалении из нее операторов присваивания, которые никогда не работают, а другая - в замене условных операторов вида

[image: image1846.png]ecam ¢ 1o ||} muage |, konern,




на [image: image1847.png]11



в случае, когда условие [image: image1848.png]


истинно на любых входных данных, и - на [image: image1849.png]


, если оно на любом входе ложно. Определим соответствующие этим оптимизациям функции:
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Из этого определения следует, что при Fopt1(n,m)=0 программу [image: image1851.png]


можно оптимизировать, удалив из нее m -ый оператор присваивания. Назовем задачу вычисления функции Fopt1(n,m) проблемой лишнего присваивания
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Ясно, что при Fopt2(n,m)=0 программу [image: image1853.png]


можно оптимизировать, заменив ее m -ый условный оператор его второй альтернативой. Назовем задачу вычисления функции Fopt2 (n,m) проблемой лишнего условия
Заметим, что проблема самоприменимости и все проблемы, перечисленные в пп. 1-4 выше, связаны с вычислением функций, принимающих два значения 0 и 1. Эти функции являются характеристическими функциями соответствующих множеств. Например, Fh0(n) является характеристической функцией множества номеров программ, останавливающихся на входе 0. Напомним, что для множества [image: image1854.png]


его характеристическая функция cAk определяется следующим образом:

[image: image1855.png]; 1, ecau (xy,...,x;) € A
Ay, xp) =
AL ey 0 6 NPOMUBHOM CAYHAE




На множества переносится понятия разрешимости и неразрешимости.

Определение 1. Множество [image: image1856.png]


назовем разрешимым (или рекурсивным ), если его характеристическая функция cAk вычислима, т.е. является общерекурсивной функцией, в противном случае, оно (и связанная с ним проблема) неразрешимо.

Используя это определение, теорему 18 можно переформулировать так:

Множество номеров программ, остановливающихся на собственном номере,

[image: image1857.png]{n|Py,,y(n) < oo}uepaspernmo.




Обычно доказательства неразрешимости проблем используют метод сведения. Неформально его идею можно сформулировать следующим образом: "Если решение некоторой неразрешимой проблемы A можно эффективно получить, используя решение проблемы B, то тогда проблема B тоже неразрешима."

Определим отношение сводимости более формально. Напомним, что нумерационные функции позволяют вместо наборов (векторов, n -ок) целых чисел рассматривать их номера. Для множества [image: image1858.png]B CN'



обозначим через cr(B) множество номеров входящих в B наборов: [image: image1859.png]


(при r=1, разумеется, c1(B)=B ).

Лемма 1. Множество (проблема) [image: image1860.png]


сводится к множеству (проблеме) [image: image1861.png]B CN'



, если существует общерекурсивная функция f: Nk -> N такая, что [image: image1862.png]


. В этом случае будем писать A <=m B посредством f.

Содержательно, " A сводится к B посредством f " означает, что для выяснения, входит ли x в A, можно эффективно преобразовать x в такие входные данные y=f(x) проблемы B, что при [image: image1863.png]


имеем [image: image1864.png]re A



, а если [image: image1865.png]


, то и [image: image1866.png]rgd A



.

Разрешимые множества сводятся к любым нетривиальным множествам.

Лемма 2. Если A разрешимо, а B не совпадает с [image: image1867.png]


и N, то A <=m B.

Доказательство. По условию имеются такие b и d, что [image: image1868.png]


, а [image: image1869.png]d¢ B



. Положим f(x) = b , cA(x) + d ,(1 - cA(x)). Тогда при [image: image1870.png]re A



имеем [image: image1871.png]


, а при [image: image1872.png]rgd A



- [image: image1873.png]


. Таким образом, A <=m B посредством f.

Как мы уже отмечали, доказательство неразрешимости можно основывать на следующем утверждении.

Лемма 3. Если A сводится к B и проблема A неразрешима, то и проблема B неразрешима.

Доказательство. Пусть A <=m B посредством f. Тогда из определения сводимости следует, что для всех x имеет место равенство cA(x)=cB(f(x)). Поэтому, если бы B была разрешима, то ее характеристическая функция cB была бы общерекурсивна и cA также была бы общерекурсивна. Но это противоречит неразрешимости проблемы A.

Теорема 10. Все проблемы, перечисленные выше в пунктах 1-4, являются алгоритмически неразрешимыми.

Доказательство. Нам потребуются следующие вспомогательные программы [image: image1874.png]T+ 1;




( присваиваие x:=x+1 повторяется n раз). Понятно, что для любого начального состояния [image: image1875.png]


после выполнения [image: image1876.png]


имеем [image: image1877.png]


.

1. Докажем неразрешимость {проблемы останова:} по произвольной структурированной программе [image: image1878.png]


определить, завершится ли вычисление [image: image1879.png]


на входе 0. Пусть [image: image1880.png]My = {n|®n,.,(0) < oo}



. Докажем, что множество номеров самоприменимых программ Ms сводится к Mh0. Пусть n - номер программы [image: image1881.png]


. преобразуем ее в программу [image: image1882.png]


. Таким образом, [image: image1883.png]


вначале заносит в x номер n программы [image: image1884.png]


, а затем применяет [image: image1885.png]


к этому номеру и, если [image: image1886.png]


на n останавливается, выдает результат y=0. Поэтому [image: image1887.png]


останавливается на любом аргументе (в том числе и на 0) тогда и только тогда, когда [image: image1888.png]


. Преобразование программы [image: image1889.png]


в программу [image: image1890.png]


осуществляется эффективно. Поэтому (на основании тезиса Тьюринга-Черча) существует такая о.р.ф. f, которая по n вычисляет номер m программы [image: image1891.png]I

11,
=11
f(n)



. Эта функция и будет сводить Ms к Mh0, так как [image: image1892.png]n € My < f(n) € My



. Следовательно, по лемме ref{lm-red} проблемы останова Mh0 неразрешима.

Очевидно, что и более общая форма проблемы останова [image: image1893.png]My, = {(n,a)|Pm,y(a) < oo}



также неразрешима, поскольку к ней сводится Mh0: [image: image1894.png]n € Myy < (n,0) € My,



.

2. Для сведения Ms к множеству Mt номеров программ, вычисляющих всюду определенные функции, можно также использовать функцию f из пункта 1. Действительно, [image: image1895.png]


останавливается на входе n тогда и только тогда, когда [image: image1896.png]I =Ty,



останавливается на всех входах, т.е. [image: image1897.png]ne€ M,< fin) € M



. Следовательно, проблема тотальности Mt неразрешима.

3. Рассмотрим теперь проблему эквивалентности. Пусть

	[image: image1898.png]M.y = {(n,m)| dan ecex x
=®p, ,(2)}.





	( x) ) 


4. Зафиксируем следующую программу P0: x:=x; y:=0. Очевидно, что она вычисляет функцию, тождественно равную нулю, т.е. [image: image1899.png]Ppo,(x) =0



для всякого x. Пусть ее номер n(P0) равен k0. Для произвольного n рассмотрим пару (f(n), k0). Из определения f следует, что [image: image1900.png]


останавливается на входе n тогда и только тогда, когда [image: image1901.png]I =Ty,



останавливается на всех входах и выдает результат 0: [image: image1902.png]Py, (@) =0



для всех x, т.е. [image: image1903.png])



и [image: image1904.png]g,



эквивалентны. Тогда [image: image1905.png]ne€ M (f(n), k) € M,



. Положим g(n)= c2(f(n),k0) . Тогда g является о.р.ф. и [image: image1906.png]n € My < g(n) € co( M,




. Следовательно, Ms сводится к Meq посредством g и проблема Meq неразрешима.

5. Для доказательства неразрешимости проблемы лишнего присваивания:

[image: image1907.png]Mopn = {(n, m)|na nexomopom e6xode a 6 npozpamme I, cpabamusaem
m-wili MO CYEMY ONEPATOP NPUCEAUEAHUA}




снова используем функцию f из пункта 1. Напомним, что [image: image1908.png]


. По n и соответствующей программе [image: image1909.png]


можно легко определить номер m последнего присваивания y:=0 в [image: image1910.png])



:

[image: image1911.png]m = (n+ 1)+ (wucao npuceausanut 6 I1,,) + 1




Пусть g(n) - это о.р.ф., вычисляющая по n этот номер m. Тогда [image: image1912.png]ne€ M, (f(n),g(n) € Myn



. Положим h(n)= c2(f(n),g(n)). Тогда h является о.р.ф. и [image: image1913.png]n € My < h(n) € co(Mopn)



. Следовательно, Ms сводится к Mopt1 посредством h и проблема Mopt1 неразрешима.

Рассмотрим теперь проблему лишнего условия:

[image: image1914.png]Mopz = {(n, m)|cywecmsyem 6z0d , a

HA KOMOPOM NPU HEKOMOPOM CPADATIOIEAH UL
M-20 MO CYEMY YCAOBHOZ0 ONEPAMOPQ

6 npozpamme I1,, e20 ycaosue ucmunmo}.




Для доказательства ее неразрешимости определим по n программу [image: image1915.png]


( здесь [image: image1916.png]


- программа из п. 1). И в этом случае программа [image: image1917.png]


строится по программе [image: image1918.png]


эффективно. Пусть ее номер вычисляется о.р.ф. f’, т.е. [image: image1919.png]I
f(n) =
11"



, и пусть о.р.ф. g’(n) определяет номер последнего условного оператора в программе [image: image1920.png]iy



. Тогда [image: image1921.png]neM,s



в программе [image: image1922.png]iy



последний условный оператор выполняется (на любом входе) и при этом y=0, т.е. его условие истинно, а это означает, что [image: image1923.png](f'(n),g'(n)) € My



. Положив h’(n)= c2(f’(n),g’(n)), получим, что [image: image1924.png]n € My < h'(n) € co(Mop2)



. Следовательно, Ms сводится к Mopt2 посредством h’ и проблема Mopt2 также неразрешима.

Теорема доказана.

Какой же вывод можно сделать из того, что некоторая алгоритмическая проблема оказалась неразрешимой? Для программистов из такого утверждения извлекаются "две новости: плохая и хорошая ". "Плохая новость" состоит в том, что невозможно построить алгоритм (программу) для автоматического решения такой проблемы. Например, из теоремы 19 следует, что невозможно автоматически проверить, входит ли некоторый вход в область определения вычислимой функции, нельзя определить корректность программы, т.е. то, что она вычисляет требуемую функцию, нет способа проверять эквивалентность программ (не только структурированных, но и написанных на Паскале, Си, ассемблере, Яве и других языках программирования), не существует алгоритмов для оптимизаций, связанных с удалением лишних присваиваний и условий, и т.п. Но неразрешимость проблемы не означает, что она не может быть решена для некоторых отдельных входных данных. Например, в предыдущих разделах мы построили достаточно много программ и доказали их корректность. Поэтому "хорошая новость" для программистов и математиков состоит в том, что их труд при решении неразрешимых проблем в каждом отдельном случае является творческим - никакой программой их не заменить. Появление каждой новой содержательно интересной неразрешимой проблемы только расширяет область их творчества, заставляет искать все более и более широкие алгоритмы, которые позволяют решать все более обширные подклассы относящихся к этой проблеме индивидуальных задач.

ПРИЛОЖЕНИЕ 1
Анализ алгоритмов. Критерий эффективности. 
Структуры данных в С++. У.Топп, У.Форд 

Алгоритм, в конечном счете, выполняется в машинной системе со специфическим набором команд и периферийными устройствами. Для отдельной системы какой-либо алгоритм может быть разработан для полного исполь​зования преимуществ данного компьютера и поэтому достигает высокой степени эффективности. Критерий, называемый системной эффективностью (sys-tem efficiency), сравнивает скорость выполнения двух или более алгоритмов,  которые разработаны для выполнения одной и той же задачи. Выполняя эти алгоритмы на одном компьютере с одними и теми же наборами данных, мы можем определить относительное время, используя внутренние системные часы. Оценка времени становится мерой системной эффективности для каждого из алгоритмов.
При работе с некоторыми алгоритмами могут стать проблемой ограничения памяти. Процесс может потребовать большого временного хранения, ограничивающего размер первоначального набора данных, или вызвать требующую времени дисковую подкачку. Эффективность пространства (space efficiency) — это мера относительного количества внутренней памяти, используемой каким-либо алгоритмом. Она может указать, какого типа компьютер способен выполнять этот алгоритм и полную системную эффективность алгоритма. Вследствие увеличения объема памяти в новых системах, анализ пространственной эффективности становится менее важным.
Третий критерий эффективности рассматривает внутреннюю структуру алгоритма, анализируя его разработку, включая количество тестов сравнения итераций и операторов присваивания, используемых алгоритмом. Эти типы измерений являются независимыми от какой-либо отдельной машинной системы. Критерий измеряет вычислительную сложность алгоритма относительно n, количества элементов данных в коллекции. Мы называем эти критерии вычислительной эффективностью (computational efficiency) алгоритма и разрабатываем нотацию Big-О для построения измерений, являющихся функциями n.
Нотация Big-O. Интуитивно вычислительная эффективность алгоритма измеряется количеством обрабатываемых им данных для определения ключевых операций алгоритма. Эти операции могут зависеть от типа коллега данных, количества данных и их начального упорядочения.
Нахождение минимального элемента в массиве — это простой алгоритм, основная операция которого включает сравнение элементов данных. Для массива с n элементами алгоритм требует n — 1 сравнений и мера эффективности пропорциональна n. Другие алгоритмы являются более сложными. Для обменной сортировки, обработка данных включает серию сравнений в каждом прохождении. Если А — это массив из n элементов, то обменная сортировка выполняет n — 1 проходов. На рисунке показан этот алгоритм.
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Проход 1: Сравнение n - 1 — элементов А[1] . . . А[n — 1] с А[0] и, если необходимо, такой обмен элементов, чтобы А[0] всегда имел наименьшее значение.
Проход 2: Сравнение n -2 — элементов А[2] . . . А[n — 1] с А[1].
Проход i: Для общего случая, сравнение n-i — элементов А[n] . . . A[n — i] с A[i — 1].
Общее число сравнений в сортировке обмена задается арифметическим рядом f(n) от 1 до n-1:
f(n) = (n — 1) + (n — 2) + . . . + 3 + 2 + 1 = n(n — 1)/2
Количество сравнений зависит от n2.
Для обработки данных общих классов коллекций таких, как последовательные списки и деревья, мы используем сравнения в качестве меры эффективности алгоритмов.
Алгоритмы зависят также от начального упорядочения данных. Например, нахождение минимального значения в массиве значительно упрощается, если мы знаем, что эти данные упорядочены. В возрастающем списке минимальное значение занимает первую позицию. Это значение находится в конце убываю​щего списка. В этих случаях вычислительная сложность включает единствен​ный доступ к данным, который может быть выполнен в постоянную единицу времени. В примере с сортировкой, если список упорядочен, не требуется ни​какого обмена. Это условие наилучшего случая, и оно представляет наиболее эффективное выполнение алгоритма. Однако, если список отсортирован в об​ратном порядке, каждое сравнение приводит к обмену. Это условие наихудшего случая для сортировки. Общий случай предполагает некоторое промежуточное количество обменов в зависимости от порядка данных в списке. Для алгорит​мов поиска и сортировки в классе коллекций мы используем количество срав​нений как доминантное действие и меру вычислительной эффективности. Наш анализ определяет также начальное упорядочение данных, в котором можно различать наилучший случай (best case), наихудший случай (worst case) и средний случай (average case) для алгоритма. Средний случай — это ожидае​мая эффективность алгоритма, если он выполняется много раз со случайным набором значений данных.
Определяя вычислительную эффективность алгоритма, мы ассоциируем функцию f(n) с количеством сравнений. В действительности, точная форма функции может быть трудна для определения, и поэтому мы используем методы аппроксимации для определения хорошей верхней границы функции.
Мы определяем простую функцию g(n) и константу К так, что K*g(n) превышает f(n) по мере того, как п значительно возрастает. Для большого значения п поведение f(n) ограничивается произведением функции g(n) на некоторую константу. Мы используем эту математическую концепцию, на​зываемую нотацией Big-O, чтобы дать меру вычислительной эффективности.
Определение: Функция f(n) имеет порядок O(g(n)), если имеется константа К и счетчик п0, такие, что f(n) < K*g(n), для п > п0.
Интуитивно это означает, что функция g в конечном счете превышает значение функции f. Мы говорим, что вычислительная сложность (computational complexity) (или порядок) алгоритма равна O(g(n)).
Традиционно значение Big-О для алгоритма структур данных выбирается среди небольшого набора полиномиальных, логарифмических и экспоненци​альных функций. Для классических структур данных эти функции дают наилучшие верхние границы вычислительной сложности алгоритмов.
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В примере с обменной сортировкой мы ищем функцию g, которая огра​ничивает f(n). В таблице рассматриваются 
g(n) = 1/2 п2 и f(n) для разных значений п.
В конечном счете, функция f(n) ограничивается величиной 1/2 g(n), где g(n) = п2. В этом случае возможное условие появляется непосредственно при n0 = 1 и К = 1/2.
f(n) < 1/2 п2 для всех п > 1
Мы говорим, что f(n) имеет порядок O(g(n)) — О(п2), поэтому вычисли​тельная сложность обменной сортировки составляет О(п2). Анализ наилуч​шего и наихудшего случаев также приводит к той же мере сложности, так как обменная сортировка всегда требует                1/2 п(п — 1) сравнений. Этот алго​ритм сортировки требует порядка О(п2) единиц времени для вычисления независимо от начального порядка данных.
В нашем исследовании сортировки мы обнаружим, что некоторые алго​ритмы имеют вычислительную сложность (порядок) О(п log2n) для достаточно большого п0.
Количество сравнений < К п log2 п для п > п0.
В таблице сравниваются значения п2 и п log2n. Заметьте, насколько более эффективным является алгоритм сортировки О(пlog2n), чем обменная сортировка. Например, в случае со списком из 10 000 элементов количество сравнений для обменной сортировки ограничивается величиной 100 000 000, тогда как более эффективный алгоритм имеет количество сравнений, огра​ниченное величиной 132 000. Новая сортировка приблизительно в 750 раз более эффективна.
Таблица
	n 
	(1/2)n2 
	S(n) = n2/2 - n - 2 

	10 
	50 
	45 

	100 
	5.000 
	4.950 

	1000 
	500.000 
	499.500 

	5000 
	12.500.000 
	12.497.500 

	10000 
	50.000.000 
	49/995.000 

	

	n 
	n2 
	n log2n 

	5 
	25 
	11,6 

	10 
	100 
	33,2 

	100 
	10000 
	664,3 

	1000 
	1000000 
	9965,7 

	10000 
	100000000 
	132877,1 


При выполнении Big-O-аппроксимации функции f(n) мы используем тер​мин доминирование для определения вычислительной сложности. Небольшой опыт работы с неравенствами дает возможность математически проверить эту стратегию. Например, в случае функции
f(n) = п + 2
терм п является доминирующим. Функция g(n) = n используется в следующем неравенстве для проверки того, что f имеет порядок О(п).
f(n) = п + 2 <= п + п = 2*п для п >= 2
f также имеет порядок О(п2) или О(п3), так как g(n)— п2 и g(n) = п3 ограничивают f(n). Мы выбираем О(п), что представляет наилучшую оценку для этой функции.
 Пример
     1. f(n) = п2 + п + 16 Доминирующий терм — п2, а f имеет порядок О(п2).
f(n) = п2 + п + 1 <= п2 + п2 + п2 = 3п2 для п >= 1
   2. f(n) = sqrt(n+3) Доминирующий терм — sqrt(n), a f  имеет порядок
          O(sqrt(n))
f(n) = sqrt(n+3) <= sqrt(n+n)=sqrt(2n)=sqrt(2)*sqrt(n) для п >= 3
      3. f(n) = 2п + n + 2 Доминирующий терм — 2n, a f имеет порядок О(2п).
                   f(n) = 2п + п + 2 ≤ 2п + 2п +2п = 3*2п, для п ≥ 1
Сложность алгоритма. Big-O-оценка дает меру времени выполнения (run​time) алгоритма. Обычно алгоритм имеет разную вычислительную эффектив​ность для наилучшего и наихудшего случаев, поэтому мы вычисляем конкрет​ное значение Big-О для каждого случая. В разделе 4.4 излагается метод нахож​дения времении выполнения для последовательного и бинарного поиска. Каждый алгоритм имеет порядок для наилучшего и наихудшего случая, кото​рые различны. Наилучший случай для алгоритма часто не важен, так как эти обстоятельства являются исключительными и неподходящими для решения о выборе какого-либо алгоритма. Наихудший случай может быть важен, так как эти обстоятельства будут наиболее негативно влиять на ваше приложение. Клиент может не допускать наихудшего случая и может предпочесть, чтобы вы выбрали алгоритм, который имеет более узкий диапазон эффективности. В общем, довольно трудно математически определить среднюю эффективность какого-либо алгоритма. Мы будем использовать только очень простые измере​ния ожидаемых значений и оставим математические детали для курса по тео​рии сложности.
Общий порядок величин 
Небольшой набор различных порядков определяет сложность большинства алгоритмов структур данных. Мы определяем различные порядки и описываем алгоритмы, приводящие в результате к таким оценкам.
Если алгоритм — порядка 0(1), то этот порядок не зависит от количества элементов данных в коллекции. Этот алгоритм выполняется за постоянную единицу времени (constant time). Например, присваивание некоторого зна​чения элементу списка массива имеет порядок 0(1), при условии, что вы храните индекс, который определяет конец списка. Сохранение этого эле​мента включает только простой оператор присваивания.
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Алгоритм О(п) является линейным (linear). Сложность этого алгоритма пропорциональна размеру списка. Например, вставка элемента в конец списка п элементов будет линейной, если мы не храним ссылку на конец списка. Подразумевая, что мы можем просматривать элемент за элементом, алгоритм требует, чтобы мы протестировали п элементов перед определением конца списка. Порядком этого процесса является О(п). Нахождение максимального элемента в массиве из п элементов — это О(п), потому что должен быть проверен каждый из п элементов.
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Ряд алгоритмов имеют порядок, включающий log2n, и называются лога​рифмическими (logarithmic). Эта сложность возникает, когда алгоритм не​однократно подразделяет данные на подсписки, длиной 1/2, 1/4, 1/8, и так далее от оригинального размера списка. Логарифмические порядки возника​ют при работе с бинарными деревьями. Бинарный поискимеет сложность 
среднего и наихудшего случаев O(log2n). 
Алгоритмы, имеющие порядок О(п2), являются квадратическими (quad​ratic). Наиболее простые алгоритмы сортировки такие, как обменная сорти​ровка, имеют порядок О(п2). Квадратические алгоритмы используются на практике только для относительно небольших значений га. Всякий раз, когда п удваивается, время выполнения такого алгоритма увеличивается на мно​житель 4. Алгоритм показывает кубическое (cubic) время, если его порядок равен О(n3), и такие алгоритмы очень медленные. Всякий раз, когда п уд​ваивается, время выполнения алгоритма увеличивается в восемь раз. Алго​ритм Уоршела, применимый к графам, — это алгоритм порядка О(п3).
Алгоритм со сложностью О(2п) имеет экспоненциальную сложность (ex​ponential complexity). Такие алгоритмы выполняются настолько медленно, что они используются только при малых значениях п. Этот тип сложности часто ассоциируется с проблемами, требующими неоднократного поиска де​рева решений.
В таблице приводятся линейный, квадратичный, кубический, экспо​ненциальный и логарифмический порядки величины для выбранных значе​ний п. Из таблицы очевидно, что следует избегать использования кубических и экспоненциальных алгоритмов, если только значение п не мало.
Оценка порядка алгоритмов
Таблица
	n 
	lоg2n 
	n lоg2n 
	n2 
	nэ 
	2n 

	2 
	1 
	2 
	4 
	8 
	4 

	4 
	2 
	8 
	16 
	64 
	16 

	8 
	3 
	24 
	64 
	512 
	256 

	16 
	4 
	64 
	256 
	4096 
	65536 

	32 
	5 
	160 
	1024 
	32768 
	4294967296 

	128 
	7 
	896 
	16384 
	2097152 
	3.4 х 1038 

	1024 
	10 
	10240 
	1048576 
	1073741824 
	1.8 х 10308 

	65536 
	16 
	1048576 
	4294967296 
	2.8 х 1014 
	Избегайте! 


ПРИЛОЖЕНИЕ   2
В качестве приложения мы предлагаем перевод зна​менитой статьи Эмиля Поста «Финитные комбинаторные процессы, формулировка 1» (Emil L. Post «Finite com-binatory processes — formulation 1»). Статья эта была опубликована в 1936 г. в 3-м, сентябрьском номере 1-го тома «Журнала символической логики («The Journal of Symbolic Logic»), выходящего ежеквартально. Публика​ция сопровождалась следующим примечанием редакции журнала: «Получено 7 октября 1936 г. Читателю реко​мендуется сравнить статью А. М. Тьюринга «О вычисли​мых числах», долженствующую появиться вскоре в «Тру​дах Лондонского математического общества». Настоя​щая статья, однако, хотя и имеет более позднюю дату, написана совершенно независимо от статьи Тьюриига>\ Статья Тьюринга (имеющая дату поступления 28 мая 1936 г.) была опубликована в том же 1936 г. (Tu​ring А. М. On computable numbers, with an application to the Entscheidungsproblem//Proc. London Math. Soc, ser. 2.— 1936. —V. 42. —№ 3-4,-P. 230-265. A corre-ction//Proc. London Math. Soc, ser. 2.— 1937. — V. 43,— № 7. — P. 544—546). Итак,
ФИНИТНЫЕ   КОМБИНАТОРНЫЕ   ПРОЦЕССЫ,
ФОРМУЛИРОВКА 1
Эмиль Л. Пост
Предлагаемая формулировка может представить ин​терес при развитии символической логики в направле​нии, намеченном теоремой Гёделя о неполноте символи​ческих логик 1 и результатом Чёрча относительно абсо​лютно неразрешимых проблем2,
1  G б d е 1 Kurt. Ober formal unentscheidbare Satze der Principia Mathematica   und   verwandter   Systeme   I.//Monatsh.   Math.   Phys.— 1931. —Bd. 38. — H. 1. — S. 173—198. [Все подстрочные примечания к статье Э. Л. Поста принадлежат ее автору. — Примеч. пер.]
2  Church. Alonzo. An unsolvable problem of elementary num​ber   !heory//Amer.   J.  Math. — 1936, —V.   58. — №   2. —P.  345—363. Мы имеем в виду общую проблему, состоящую из мно​жества конкретных проблем. Решением общей проблемы будет такое решение, которое доставляет ответ для каж​дой конкретной проблемы.
В излагаемой ниже формулировке того, что есть ре​шение, используются два понятия: пространство симво​лов, в котором должна производиться работа, приводя​щая от проблемы к ответу3, и зафиксированный неизме​няемый набор инструкций, который будет и управлять операциями в пространстве символов и определять поря​док,  в  котором  эти   инструкции  должны   применяться.
В нашей формулировке пространство символов со​стоит из бесконечной в обе стороны последовательности мест, или ящиков; с точки зрения порядка, таким обра​зом, оно подобно ряду целых чисел ..., —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3, ... Решатель проблемы, или работник, может пе​редвигаться и работать в этом пространстве символов, будучи в состоянии в каждый отдельный момент нахо​диться и действовать лишь в одном ящике. Не считая присутствия работника, каждый ящик может принимать лишь одно из двух возможных состояний, а именно: либо быть пустым, или непомеченным, либо же нести на себе некоторую единую метку,— скажем, вертикаль​ную   черту.
Один из ящиков должен быть выделен; он называется отправным пунктом. Мы предполагаем далее, что кон​кретная проблема должна задаваться в символической форме посредством конечного числа помеченных ящиков. Аналогичным образом, и ответ предъявляется в симво​лической форме, посредством подобной же конфигура-* ции помеченных ящиков. Более конкретно, ответ пред​ставляет собой ту конфигурацию помеченных ящиков, которая   возникает   по   завершении   процесса   решения.
Предполагается, что работник может совершать сле​дующие примитивные операции4:
(a)   пометить  ящик, в  котором  он  находится   (если тот пуст),
(b)   стереть метку из ящика, в котором он находится (если тот помечен).
(c)   переместиться в ящик справа,
(d)   переместиться в ящик слева,
(e)   определить, помечен   или   нет  тот ящик, в кото-* ром он находится.
3  Как в пространстве символов, так и во времени.
4  Равно   как  и   следовать   инструкциям,   описываемым   ниже,
Набор инструкций (который, следует подчеркнуть, является одним и* тем же для всех конкретных проблем и тем самым соотнесен с общей проблемой в целом) должен   иметь  следующую  форму. Он   начинается так:
Отправляйся от отправного пункта и следуй ин​струкции 1.
Далее набор содержит конечное число инструкций, зану​мерованных числами 1, 2, 3, ..., п. При этом i-я ин​струкция должна иметь один из следующих видов:
(A)   соверши операцию О*[О*= (а), (Ь), (с) или (d)] // затем следуй инструкции /,-,
(B)   соверши операцию (е) и в зависимости от того, будет ответ «да» или «нет», следуй инструкции \\ или j"9
(C)   остановись.
Ясно, что достаточно иметь лишь одну инструкцию типа (С). Заметим еще, что состояние пространства символов непосредственно влияет на процесс только посредством инструкций типа (В).
Будем говорить, что набор инструкций применим к данной общей проблеме, если его применение к каж​дой частной проблеме никогда не потребует операции (а), когда ящик, в котором находится работник, помечен, или операции (Ь), когда ящик не помечен5. Набор ин​струкций, применимый к общей проблеме, задает — при применении к каждой конкретной проблеме — детерми​нированный процесс. Этот процесс закончится тогда И только тогда, когда он дойдет до инструкции типа (С). Будем говорить, что набор инструкций задает финитный 1-процесс в связи с данной общей проблемой, если он применим к этой проблеме и если определяемый набо​ром процесс заканчивается для каждой конкретной про* блемы: Финитный 1-процесс, связанный с некоторой об-< щей проблемой, будем называть 1-решением этой про​блемы, если даваемый им для каждой конкретной проблемы ответ всегда является правильным.
Мы не занимаемся здесь тем, каким образом конфи* гурация помеченных ящиков, соответствующая конкрет​ной проблеме или ответу на нее, символически изобра-» жает осмысленные проблему и ответ. Сказанное выше предполагает в действительности, что конкретная про* блема задается в символизированной форме некоторой внешней силой и на аналогичной основе воспринимается
5 Хотя наша формулировка набора инструкций и может быть легко перередактирована так, что применимость будет гарантиро​вана, это  представляется  нежелательным  по целому  ряду  причин.
символический ответ. Усовершенствование, делающее построения более автономными, таково. Общая проблема состоит, очевидно, из не более чем счетно бесконечного множества конкретных проблем. Не будем рассматри-* вать конечный случай. Пусть между классом положи​тельных целых чисел и классом конкретных проблем установлено взаимно однозначное соответствие. Мы мо-* жем, довольно-таки произвольно, изобразить целое по-ложительное п, пометив п первых ящиков направо от от-* правного пункта. Общую проблему будем называть 1-заданной, если учрежден такой финитный 1-процесс, который, будучи применяем к классу положительных целых чисел, символически изображенных, как только что указано, выдает, причем взаимно однозначным образом, класс конкретных проблем, образующий рассматривае​мую общую проблему. Примем для удобства, что когда общая проблема 1-задана указанным способом, каждый конкретный процесс при своем завершении оставляет работника в отправном пункте. Если теперь некоторая общая проблема 1-задана и 1-разрешима, мы можем, с очевидными изменениями, соединить два набора ин​струкций и получить финитный 1-процесс, который дает ответ на каждую конкретную проблему, коль скоро по​следняя задана просто своим номером в символическом изображении.
С некоторой модификацией изложенная формули​ровка приложима также и к символическим логикам* Мы должны теперь иметь дело не с классом конечных проблем, но с одним-единственным начальным конечным распределением меток по пространству символов, изо​бражающим символически исходные формальные утвер​ждения логики. С другой стороны, теперь у нас не будет инструкций типа (С). Следовательно, в предположении применимости, задается детерминированный процесс, являющийся нескончаемым. Мы предполагаем, далее, что в течение процесса появляются некоторые могущие быть опознанными группы символов — т. е. конечные последовательности помеченных и непомеченных ящи​ков,— которые далее в течение процесса не изменяются. Они будут представлять собой выводимые утверждения логики. Набор инструкций, конечно, соответствует дедук​тивным процессам логики. Логика может быть названа в таком случае 1-порождаемой.
Альтернативная процедура, менее, однако, гармони​рующая с духом символической логики, могла  бы со-* стоять в указании финитного 1-процесса, который выдает п-ю теорему, или п-е формальное утверждение, логики, коль скоро предъявлено п — опять-таки в разъясненном выше символическом изображении.
Наше исходное представление о заданной конкретной проблеме приводит к трудности, о которой стоит упомя​нуть. А именно, коль скоро внешняя сила задает началь​ную конечую разметку пространства символов, для нас не существует способа определить, который из ящиков является первым отмеченным, а который — последним. Эта трудность полностью устраняется в случае, если общая проблема 1-задана. Она оказывается успешно обойденной также всякий раз, как указан финитный 1-процесс. На практике осмысленные конкретные про​блемы могут быть изображены символически таким об​разом, что границы соответствующего символического избражения опознаются посредством характерных групп помеченных и непомеченных ящиков.
Однако корень нашего затруднения лежит, вероятно, в допущении бесконечного пространства символов. В на​стоящей формулировке ящики суть, по крайней мере умозрительно, физические сущности, например, смежные клетки (поля). Наша внешняя сила может не в большей степени предъявить нам бесконечное число таких ящи​ков, чем пометить бесконечное число из уже предъяв​ленных. Если же эта сила преподносит нам конкретную проблему в виде конечного куска пространства символов, обсуждаемая трудность исчезает. Разумеется, это потре​бовало бы расширения перечня примитивных операций с тем, чтобы сделать возможным необходимое расшире​ние исходного пространства символов по мере развития процесса. Таким образом, окончательный вариант фор​мулировки этого типа должен был бы содержать также инструкции   для   порождения   пространства   символов6.
Автор ожидает, что его формулировка окажется логически  эквивалентной   рекурсивности  в   смысле  Гё-
6 Развитие формулировки 1 склонно становиться на своих на​чальных стадиях довольно сложным. Как это ни дисгармонирует с духом подобных формулировок, окончательная ее форма может пожертвовать ее теперешней простотой в пользу большей гибко​сти. Одна из возможностей состоит в том, чтобы иметь более одного способа помечать ящик. Не исключено, что желаемая естественность может быть достигнута путем допущения конеч​ного числа, возможно двух, физических объектов, предназначен​ных для использования в качестве указателей, с тем чтобы ра​ботник  мог  опознавать  их  и  передвигать  из  ящика  в  ящик, деля — Чёрча7. Цель формулировки, однако, в том, чтобы предложить систему не только определенной логической силы, но и психологической достоверности. В этом по​следнем смысле подлежат рассмотрению все более и бо​лее широкие формулировки. С другой стороны, нашей целью будет показать, что все они логически сводимы к формулировке 1. В настоящий момент мы выдвигаем это умозаключение в качестве рабочей гипотезы. Таково же, по нашему мнению, и предложенное Чёрчем отож​дествление эффективной вычислимости с рекурсивно-стью8. Из этой гипотезы — и вследствие ее видимого контраста со всем математическим развитием, начиная с канторова доказательства несчетности точек на пря​мой,— независимо вытекают результаты в стиле Гё-деля — Чёрча. Успех вышеизложенной программы за​ключался бы для нас в превращении этой гипотезы не столько в определение или аксиому, сколько в закон природы. Только так, представляется автору, теорема Гёделя относительно неполноты символических логик некоторого общего типа и результат Чёрча о рекурсив​ной неразрешимости некоторых проблем могут быть преобразованы в умозаключения, относящиеся ко всем символическим логикам и всем методам решения.
Колледж города Нью-Йорка
7 Возможно, что требуемое сопоставление было бы легче все​го осуществить, определив понятие 1-функции и доказав эквива​лентность этого определения определению рекурсивной функции., (См. указанную в примечании2 работу Чёрча, с. 350.) Под 1-функцией понималась бы при этом такая функция f(n) с це​лыми положительными аргументами и значениями, для которой может быть указан финитный 1-процесс со следующим свойством:; для каждого целого положительного /г, взятого в качестве про​блемы, процесс дает f(n) в качестве ответа, притом что п и f(n) изображаются символически, как договорено выше.
* Ср. указанную в примечании2 работу Чёрча, с. 346, 356— 358. Впрочем, работа, проведенная Чёрчем и другими, относит это отождествление далеко за пределы рабочей гипотезы. Но попытка маскировать это отождествление определением скрывает тот факт, что сделано фундаментальное открытие, касающееся математиза-ционных возможностей Homo Sapiens, и делает нас слепыми в отношении необходимости постоянно подтверждать это отождест​вление. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 3
РЕШИМЫЕ  И   НЕРЕШИМЫЕ АЛГОРИТМИЧЕСКИЕ   ПРОБЛЕМЫ)
В. Л. Успенский, Л. Л. Семенов
Алгоритмы. Все мы умеем складывать многозначные числа—» этому учат в детстве. Давайте задумаемся, в чем состоит наше уме​ние? Когда в пьесе Э. Ионеско «Урок» ученица демонстрирует заме​чательные способности к перемножению десятизначных чисел, потрясенный учитель узнает, что ее способ очень прост — она выучила (бесконечную!) таблицу умножения всех чисел. По-видимому, наш способ — иного рода. Мы знаем единый конечный способ, позволяю​щий решать бесконечное множество задач. В нашем случае беско​нечное множество образуют задачи о нахождении суммы: для каждой пары чисел — своя задача. Способ единый, поскольку он один и тот же для всех задач. Способ конечный в том смысле, что он мо​жет быть изложен конечным числом слов (а если бы это было не так, то ведь этому способу нельзя было бы научить!). Как известно, способ этот называется «сложением столбиком» и состоит в том, что одно число  (например, 8357)   подписывается снизу под другим
(например, 64)   с выравниванием  правого края (то есть так [image: image1929.jpg]8357’




а не, скажем, так: [image: image1930.jpg]64
8357



 и далее начинается последовательное при​менение таблицы сложения однозначных чисел (которую нужно заранее выучить) с переносом, где надо, в следующий разряд. В результате этого постепенно будет сформировано число 8421.
Здесь мы не столько изложили способ, сколько напомнили его, будучи уверены, что он известен. Однако читателю было бы полезно записать этот способ на бумаге полностью — так, чтобы его мог понять и использовать человек, не знавший ранее, как складывать многозначные числа. Упражнение, которое мы предложили читателю, на научном языке формулируется так: записать алгоритм, решаю​щий проблему сложения чисел. Эту и другие проблемы построения алгоритмов мы будем далее формулировать, указывая, что от алго​ритма требуется, примерно в таком виде:
Проблема. Дано: два произвольных натуральных числа. Тре​буется: найти их сумму.
Такая форма записи будет служить для нас сигналом, что решение проблемы состоит не в том, чтобы для каждых двух чисел найти свой отдельный способ вычисления результата, а в том, чтобы найти единый общий способ, годящийся для всех пар чисел, то есть найти алгоритм (в данном случае — алгоритм сложения).
Алгоритмом называется всякая конечная система правил, кото​рая   задает  вычислительный    процесс.   Этот    процесс   начинается  с предъявления   (подачи на вход алгоритма)   произвольного   (но вы- бранного из фиксированной для  данного  алгоритма  совокупности)]; исходного   данного.   Процесс   может  завершиться   получением   полностью определенного этим исходным данным результата; тогда говорят, что результат образуется на выходе алгоритма. Однако про​цесс может продолжаться и неограниченно, у алгоритма результат существует не всегда. Например, алгоритм, выписывающий частное двух чисел в виде десятичной дроби, может никогда не кончить работу (так 1:3 = 0,33333.. .)
Понятие алгоритма принадлежит к числу основных понятий ма​тематики. Теория алгоритмов вместе с математической логикой об​разует фундаментальную теоретическую базу построения и исполь​зования вычислительной техники. Именно наличие алгоритмов для тех или иных задач позволяет решать эти задачи на ЭВМ.
Мы собираемся продемонстрировать читателю наиболее знаме​нитые и наглядные примеры нерешимых алгоритмических проблем, то есть таких алгоритмических проблем, для которых не существует решения. Для контраста, эти примеры будут соседствовать с таки​ми, где алгоритм есть (хотя, иногда, и очень сложен) или вопрос о наличии алгоритма еще не решен.
Решение   алгебраических   уравнений.   Выпишем   уравнение
х2+2=у3 (1)
и будем интересоваться его решениями. Решение в данном случае — это пара чисел (а, b)у подчиненная условию а2 + 2 = b3, например, пара (5; 3).
Решая какое-либо уравнение, надо всегда точно знать, какие числа дозволяется брать в качестве его решений. Если, к примеру, решением уравнения должен служить прирост количества коз в та​ком-то стаде за такой-то срок, вряд ли нас устроит ответ «две трети» (но ответ «минус десять» будет осмыслен: он означает, что количество коз в стаде, к сожалению, не возросло, а уменьшилось). Для уравнения (1) можно интересоваться его действительными ре​шениями, то есть парами действительных чисел, рациональными ре​шениями, то есть парами рациональных чисел, целыми решениями, то есть парами целых чисел. Уравнение (1) имеет бесконечно много действительных   решений:   достаточно   взять  любое  а   и   положить [image: image1931.png]


  тогда пара (а; b) будет решением (вопрос к чи​тателю: можно ли взять любое b и положить[image: image1932.png]a == A/ b3 — 2?).



 Нетрудно доказать, что (1) имеет бесконечно много рациональных решений; вот одно из них: (0,383; 0,129). Целых же решений только два: (5; 3) и (—5; 3). Однако доказать это нелегко.
Решение уравнений в целых числах представляет собой очень древнюю (ею занимался еще Пифагор в VI в. до н. э.) и — в общем случае — очень трудную задачу. Основная трудность со​стоит в том, чтобы выяснить, имеет ли данное уравнение хотя бы одно целочисленное решение. Например, неизвестно (во всяком случае было неизвестно до сравнительно недавнего времени) имеют ли решения в целых числах уравнения[image: image1933.png]A4 ypr 428 =30
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Задача «уметь по произвольному алгебраическому уравнению с целыми коэффициентами выяснять, имеет ли оно решение в целых числах» составляет одну из двадцати трех так называемых проблем Гильберта. Что это за проблемы?
Когда Давид Гильберт (1862—1943), один из величайших ма-тематиков XX века, готовил свой доклад на Всемирном математи​ческом конгрессе в Париже в 1900 г., он выбрал 23 проблемы из различных областей математики. Эти проблемы были его попыткой «проникнуть в предстоящие успехи нашей науки и тайны ее развития в начинающемся столетии». Попытка эта оказалась необычайно успешной и ценной. И по сей день решение (даже частичное) какой-либо проблемы Гильберта расценивается во всем мире как высшее математическое достижение. Обязательным требованием, предъявляемым к действительно фундаментальной проблеме, Гиль​берт считал «возможность изложить ее содержание первому встреч​ному». Задача о выяснении наличия целочисленных решений состав​ляет десятую проблему из списка Гильберта. Читатель может сам судить, в какой степени ее формулировка является общедоступной. Мы сформулируем десятую проблему Гильберта в соответ​ствии с принятыми нами стандартами. Напомним, что алгебраиче​ским называется уравнение вида Р(х1 ,.., хп) = 0, где Р — многочлен.
Проблема 1 (десятая проблема Гильберта). Дано: произволь​ное алгебраическое уравнение с целыми коэффициентами. Т р е б у е т с я: выяснить, существует ли у данного уравнения решение в це​лых числах.
Искомый алгоритм: в 1970 г. математик Ю. В. Матиясевич доказал невозможность алгоритма, решающего эту проблему (см. «Квант», 1970, № 7, с. 39).
В связи со сформулированной проблемой уместно сделать за- мечание, применимое не только к ней, но, с соответствующими изме​нениями, и в других случаях. Алгоритм отыскания какого-нибудь решения любого уравнения, о котором известно, что у него есть решение в целых числах, существует! Действительно, вот такой ал​горитм: надо просто подставлять в уравнение все наборы целых чи​сел. В конце концов будет найден набор, удовлетворяющий урав​нению.
Приведем несколько естественных модификаций первой про​блемы.
Проблема 2. Дано: произвольное алгебраическое уравнение с целыми коэффициентами. Требуется: выяснить, существует ли у данного уравнения решение в действительных числах.
Искомый алгоритм: существует!
Решение проблемы 2 было получено известным польским логиком и математиком Альфредом Тарским в 40-е годы XX века. О применении этого результата  будет говориться дальше.  В  действительности, Тарский построил более общий алгоритм, позволяю​щий  выяснить  наличие  решений  у  систем   равенств   и   неравенств.
Чтобы оценить степень нетривиальности алгоритма Тарского, попытайтесь решить следующую задачу. По произвольному алге-браическому уравнению с целыми коэффициентами и одной неиз​вестной требуется выяснить, существует ли у него решение в дей​ствительных числах. (Ясно, что эта задача — простой частный слу​чай проблемы 2.) Если степень уравнения нечетна, сразу можно ответить, что корень уравнения существует. А что, если четна?
Проблема 3. Дано: произвольное алгебраическое уравнение с целыми коэффициентами. Требуется: выяснить, существует ли у данного уравнения решение в рациональных числах.
Искомый алгоритм:   существует    он   или   нет — неизвестно.
Просмотрите, как близки друг к другу формулировки наших проблем 1, 2 и 3: эти формулировки различаются лишь в одном слове. И как, тем не менее, различны ответы на вопрос, существует или нет соответствующий алгоритм. Поистине, удивительное рядом!
Преобразование слов. В математике словами называются лю​бые конечные последовательности символов. Например, 1985 — сло​во длины 4. Слова не только не обязаны обладать каким-либо смыс​лом, но даже быть произносимыми. Так, БРДРОЬЪЩ — слово из русских букв (и притом длины 8), хотя и не слово русского языка. Как правило, исходные данные для алгоритмов — это слова. Когда алгоритм задан, определено и множество букв, то есть сим​волов, из которых составляются слова, подаваемые ему на вход. Такое множество называется алфавитом. Алфавиты, в которых пи​шутся тексты на естественных-языках и языках программирования, печатаются книги, содержат не более нескольких сот букв. Много​значные числа, участвующие в «школьных» алгоритмах — это слова в десятибуквенном алфавите, состоящем из букв 0, 1, 2, ..., 9; эти буквы, как известно, называются цифрами; а для записи десятич​ных дробей, помимо этих десяти цифр, используется еще одна бук​ва — запятая.
Современные вычислительные машины работают с двоичными словами, состоящими из букв 0 и 1. Чтобы проиллюстрировать гиб​кость и емкость понятия «слово», заметим, что пару слов можно закодировать одним словом, например, поставив между членами пары букву, не входящую в алфавит, в котором эти члены записаны. Таким образом, в качестве исходных данных для алгоритмов доста​точно рассматривать слова, а рассматривать в этом качестве пары, тройки и т. д. слов нет нужды. Заметим еще, что часто бывает удобно рассматривать слово длины ноль; оно называется пустым словом, так как вовсе не содержит букв.
Многие из вас играли в следующую игру. Дается задание, например, «переделать волка в козу». Решение:
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В чем состоит один шаг переделки? — В замене любой буквы уже полученного слова на любую другую букву русского алфавита, причем так, чтобы получаемый объект (слово в математическом смысле этого слова) оказывался снова осмысленным словом рус​ского языка.
Теперь упростим игру — забудем о том, что среди всех после​довательностей букв выделены слова русского языка. Будем считать все (в математическом понимании, то есть как осмысленные, так и бессмысленные)  слова в русском алфавите равноправными. Можно ли тогда переделать волка в козу? Ну, теперь это совсем легко!
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Может быть, теперь любое слово можно переделать в любое? Ко​нечно нет — слова должны быть одинаковой длины. Но этого усло​вия и достаточно!
Проблема. Дано: два слова в русском алфавите. Требуется: узнать, получается ли одно из другого последовательностью замен буквы на букву.
Искомый алгоритм: сравнить длины слов, если они совпадают, то ответ ДА, если не совпадают, то ответ — НЕТ.
Заметим, что первоначальная проблема — переделать одно за​данное слово русского языка — также очевидно решима — для ее ре​шения нужно только иметь (конечный!) словарь всех слов русского языка, которые можно использовать в игре, и достаточный запас времени и бумаги. Несложный подсчет показывает, что эта задача может быть практически решена на ЭВМ.
Теперь, опять забыв о русском языке (но не о русском алфавите) и под словами понимая произвольные конечные последова​тельности русских букв, усложним задачу в другом отношении. Вме​сто того, чтобы разрешать заменять (в любом месте слова) любую букву на любую, выберем некоторый конечный список разрешенных замен. Этот список может выглядеть, например, так;
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Преобразование слова за один шаг будет, как и раньше, состоять в том, что в любом месте слова мы заменяем участок, который разрешено заменять, на то, на что его разрешено заменять. При этом все разрешенные замены двусторонние: если участок X разре​шено заменять на участок Y, то и участок Y разрешено заменять на участок X. Например, если список разрешенных замен таков, какой мы только что выбрали, то преобразование за один шаг может быть таким: БААБ —БББББ, или таким: БАБ — АБАБ, или такимз БАБА — БААА.
Проблема. Дано: два слова в русском алфавите. Требуется: узнать, можно ли переделать одно в другое, пользуясь следую​щей системой разрешенных замен:
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Искомый алгоритм: не существует. В 1957 году это доказал математик Г. С. Цейтин, придумавший указанную систему замен.
Подобную проблему в общем виде (то есть для любой системы разрешенных замен) впервые поставил известный норвежский мате​матик Аксель Туэ в 1914 году. Сам он доказал существование ал- горитма в ряде частных случаев.
Туэ особо выделил случаи, когда во всякой разрешенной замене один из членов — пустое слово, и, таким образом, всякая разрешенная замена состоит в том, что можно в любое место имеющегося слова вставить указанное в замене слово или вычеркнуть его. Например, вставляя и вычеркивая слова АБ и БА, можно из слова АБББА получить БАБАБ. Попытайтесь построить требуемый алго​ритм для вставок и вычеркиваний АБ и БА, то есть для такого списка разрешенных замен:
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(Уже этот простейший пример важен для раздела алгебры, назы​ваемого «теория групп».)
Для любого набора разрешенных вставок-вычеркиваний алго​ритм, устанавливающий, можно ли переделать одно слово в другое, существует. Показал это математик С. И. Адян в 1966 году.
Элементарная геометрия. Мы не имеем здесь возможности дать детальное определение, что такое элементарная геометрия в строгом смысле, уточняемом с помощью математической логики. Постараемся, однако, дать приблизительное описание. Исходными понятиями элементарной геометрии служат точки, прямые, плоско​сти, отрезки, окружности, сферы, отношения «лежать на», «лежать между», «быть конгруэнтными» и т. п. Допускается образование но​вых понятий — но без использования многоточий и оборота «и так далее» (в этом пункте строгое математико-логическое представление об элементарной геометрии расходится с расплывчатым традицион​ным). Например, понятие треугольника принадлежит элементарной геометрии: ведь треугольник можно определить как такие три от​резка [image: image1941.png]A1Aq, AsA,, AsAs,



 что[image: image1942.png]Ay = A;, Ay, = As, Asg = A



А вот об​щее понятие ломаной не принадлежит элементарной геометрии, по​тому что в его определении участвуют многоточие и слова «и так далее»: ломаная — это набор отрезков [image: image1943.png]AiA,, AsA,, ...



 (здесь много​точие!), [image: image1944.png]n—1, {in,



 таких, что[image: image1945.png]A = A, A, =A5



и т. д.
Проблема. Дано: утверждение элементарной геометрии. Тре​буется: проверить, истинно ли оно.
Искомый алгоритм: существует.
Существование алгоритма было, по существу, установлено Тарским в 40-е годы XX века. Оно достаточно просто вытекает из существования того алгоритма Тарского, о котором говорилось ра​нее. Связь проблем алгебры и геометрии была открыта уже давно (аналитическая геометрия), естественно, что она распространилась и на алгоритмические проблемы.
Результат Тарского выглядит, и действительно является, крайне сильным и даже парадоксальным. Оказывается, существует весьма обширная область классической математики (именно — элементар​ная геометрия), о которой традиционно считается, что она требует тонкого интеллекта и уж никак не сводится к тупым подсчетам, и в то же время имеется алгоритм, который может проверять истин​ность теорем этой области (а если нужно, то и искать их доказа​тельства). Утешиться можно лишь тем, что алгоритм Тарского не является реальным: он требует неслыханно большого времени для cвоего осуществления.
Полезно представить себе: насколько «близко» начинаются те геометрические утверждения, для которых, несмотря на существо​вание общего алгоритма, сейчас неизвестна их истинность или лож​ность. Вот один наглядный пример. Возьмем двенадцать круглых банок одинакового диаметра (равного, скажем, 10 см). Мы хотим упаковать их, поставив стоймя, в круглую коробку. Это можно сделать, например, так, как показано на рисунке 1). Однако можно расположить банки и более тесно — так, чтобы понадобилась короб​ка меньших размеров. Например так, как показано на рисунке 2.Наконец, упаковка, показанная на рисунке 3, позволяет использо​вать еще меньшую коробку. Спрашивается, можно ли найти круг​лую коробку еще меньшего диаметра, в которую бы влезли все наши банки? Ответа на этот вопрос никто не знает, хотя этот ответ
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Рис. 1     .                        Рис. 2                              Рис. 3
и может быть получен с помощью алгоритма Тарского: надо приме​нить этот алгоритм к утверждению, что третья упаковка — наилуч​шая, и посмотреть, что получится в результате. ДА или НЕТ. Одна​ко этот способ нереален, поскольку для получения результата рабо​ты алгоритма требуется астрономически большое время.
Распознавание свойств программ. Предположим, что мы работаем в Вычислительном Центре. В этом центре имеется заме​чательная Вычислительная Машина. Она может производить вычис​ления по любой программе р, написанной на неком Языке Програм​мирования, то есть по входному данному т находить результат р(т) программы р (если, конечно, он определен).
Программы можно перенумеровать (например, в алфавитном порядке, ведь каждую программу можно считать словом в символах Языка  Программирования),  составив  Библиотеку всех  программ:
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Лучше всего иметь дело с такими программами р, которые при любом входном данном m дают результат р(т). Такова, на​пример, стандартная программа для вычисления функции у= т2 +5т — 6. К сожалению, встречаются и такие программы, ко​торые при некоторых значениях входного данного никогда не за​канчивают работы, «зацикливаются», как говорят программисты. Так, программа для вычисления десятичной записи значения функ​ции у = т/3 не дает результата, скажем, при т = 10.
Это очень неприятное обстоятельство. Ведь если мы такую про​грамму введем в Вычислительную Машину вместе с таким «плохим» исходным данным, работа Вычислительной Машины никогда не окончится и мы будем только зря тратить Машин​ное Время.
Чтобы этого избежать, хорошо бы иметь некоторую процедуру (алгоритм!), которая по номеру программы заранее говорила бы, даст программа с этим номером при выбранном входном данном результат, или нет. 
Проблема. Дано: произвольная пара натуральных чисел (п, т). Требуется:   построить   алгоритм,   выясняющий,   заканчивает   ли работу п-я программа рп при входном данном т. 
Искомый алгоритм: не существует.
Давайте подведем некоторые итоги. Мы познакомились с понятием алгоритма — важнейшим  понятием математики и информатики. Разумеется, многие конкретные алгоритмы (например, алгоритм  сложения  столбиком  или  алгоритм  Евклида  нахождения (общей меры)  были известны очень давно, однако общее представ​ление   об   алгоритме   сформировалось   только   в   первой   половине  XX века. Всякая попытка использовать вычислительные машины для  решения каких-либо задач начинается с построения алгоритма, ре​шающего эти задачи. Пока нет такого алгоритма, нельзя составлять программу для  вычислительной  машины.  А  если  оказывается,  что нужного алгоритма и не может быть, то бессмысленно и пытаться составлять   программу.   Поэтому  результаты   о  невозможности   тех или иных алгоритмов имеют очевидный практический смысл. Кроме того, рассуждения, приводящие к установлению такой невозможно​сти, позволяют глубже проникнуть в природу самого понятия «алгоритм».
Вопрос: всякий ли алгоритм мож​но запрограммировать, то есть превратить в программу для вычис​лительной машины? Ответ: теоретически — да. Слово «теоретически» означает здесь, что ответ утвердителен, если допускать програм​мы сколь угодно длинные (для написания которых заведомо не хва​тит бумаги, чернил и карандашей на всей Земле) и сколь угодно долго работающие (триллионы лет). Отметим, что подобного рода допущения глубоко коренятся в математике. (Мы допускаем много​угольники с любым числом сторон. Мы верим, что алгоритм сложе​ния столбиком позволяет складывать числа любых размеров, хотя и осознаем, что если в слагаемых больше знаков, чем атомов в Земном шаре, то не вполне ясно, как такие слагаемые записать, Да и число шагов при их сложении окажется астрономически вели​ко...) 
ПРИЛОЖЕНИЕ 4                                                                         Лабораторная работа. Машина поста
 1.    Цель работы

Изучить машину Поста и способы написания алгоритмов для нее. Получить навыки по написанию алгоритмов решения различных задача для машины Поста.

 2.    Теоретический материал
Абстрактная машина Поста: бесконечная лента, разделенная на клетки (пустые либо с меткой «V») и головка, способная перемещаться вдоль ленты на одну клетку вправо или влево, наносить в клетку ленты метку, если её метки там не было,  стирать если была, или проверять наличие в клетке метки. Информация о заполненных метками клетках ленты характеризует состояние ленты, которое может меняться в процессе работы машины. 

В каждый момент времени головка («-») находится над одной из клеток ленты и, как говорят, обозревает ее.

Информация о местоположения головки вместе с состоянием ленты характеризует состояние машины Поста. 
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Структура команды: 

nKm,
где 

n – порядковый номер команды, 

K – действие, выполняемое головкой, 

т – номер следующей команды, подлежащей выполнению.

Существует всего шесть команд машины Поста.
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Посмотреть ячейку: если ячейка пустая, то перейти на команду с номером 3, иначе на команду с номером 1. 

 Программой для машины Поста будем называть непустой список команд, такой что 

1.     на п-м месте команда с номером n; 

2.     номер т каждой команды совпадает с номером какой-либо команды списка.

С точки зрения свойств алгоритмов, изучаемых с помощью машины Поста, наибольший интерес представляют причины останова машины при выполнении программы:

1.     останов по команде «стоп»; такой останов называется результативным и указывает на корректность алгоритма (программы);

2.     останов при выполнении недопустимой команды; в этом случае останов называется безрезультативным;

3.     машина не останавливается никогда; в этом и в предыдущем случае мы имеем дело с некорректным алгоритмом (программой).

Будем понимать под начальным состояние головки против пустой клетки левее самой левой метки на ленте.

Пример №1. Пусть задано исходное состояние головки и требуется на пустой ленте написать две метки: одну в секцию под головкой, вторую справа от нее.

[image: image1953.jpg]LI

= 1=

-

4 Cron 4




Пример №2. Командой условного перехода можно воспользоваться для организации циклического процесса. Пусть на ленте имеется запись из нескольких меток подряд и головка находится над самой крайней меткой справа. Требуется перевести головку влево до первой пустой позиции.
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Пример №3. Представление чисел на ленте машины Поста и выполнение операций над ними. Число k представляется на ленте машины Поста идущими подряд k + 1 метками (одна метка означает число «О»). Между двумя числами делается интервал как минимум из одной пустой секции на ленте. Например, запись чисел 2 и 4 на ленте машины Поста будет выглядеть так:

Обратим внимание, что используемая в машине Поста система записи чисел является непозиционной.
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Программа для прибавления к произвольному числу единицы. Предположим, что на ленте записано только одно число и головка находится над одной из клеток, в которой находится метка, принадлежащая этому числу. 
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Предположим, что головка расположена на расстоянии нескольких клеток слева от числа, к которому нужно прибавить единицу. В этом случае программа усложняется. Появится «блок поиска числа» - две команды, приводящие головку в состояние, рассмотренное в предыдущем примере:
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Программы добавляющие единицу слева и справа.
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Машину Поста можно рассматривать как упрощенную модель ЭВМ - как ЭВМ, так и машина Поста имеют:

-   неделимые носители информации (клетки - биты), которые могут быть заполненными или незаполненными;

-   ограниченный набор элементарных действий - команд, каждая из которых выполняется за один такт (шаг).

Обе машины работают на основе программы. Однако, в машине Поста информация располагается линейно и читается подряд, а в ЭВМ можно читать информацию по адресу; набор команд ЭВМ значительно шире и выразительнее, чем команды машины Поста и т.д.

 3.    Порядок выполнения работы

1.     Изучить предлагаемый теоретический материал.

2.      Выполнить следующие задания:                                    

1.     Напишите программу для машины Поста для увеличения числа на 3. 

2.     Напишите программу для сложения целых неотрицательных чисел а и b на машине Поста, когда головка находится над числом а, а число b находится правее числа а на некоторое число клеток. 

 4.    Содержание отчета
В отчете следует указать:

-   Цель работы
-   Введение
-   Программно-аппаратные средства, используемые при выполнении работы.
-   Основную часть (описание самой работы), выполненную согласно требованиям к результатам выполнения лабораторного практикума.
-   Заключение (выводы).
-   Список используемой литературы.
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